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8FCTJUF GBDVMUZHWTVFEVCPFMLJON)PNF"DUJWF@$BMDVMVTIUNM
i Ɏ .BUUIFX #PFMLJOT
1FSNJTTJPO JT HSBOUFE UP DPQZ EJTUSJCVUF BOEPS NPEJGZ UIJT EPDVNFOU VOEFS UIF UFSNT PG
UIF $SFBUJWF $PNNPOT "UUSJCVUJPO/PO$PNNFSDJBM4IBSF"MJLF  *OUFSOBUJPOBM -JDFOTF
5IF XPSL NBZ CF VTFE GPS GSFF CZ BOZ QBSUZ TP MPOH BT BUUSJCVUJPO JT HJWFO UP UIF BVUIPS	T

UIF XPSL BOE JUT EFSJWBUJWFT BSF VTFE JO UIF TQJSJU PG ɔTIBSF BOE TIBSF BMJLFɕ OP QBSUZ NBZ
TFMM UIJT XPSL PS BOZ PG JUT EFSJWBUJWFT GPS QSPКU "MM USBEFNBSLTɶ BSF UIF SFHJTUFSFEnNBSLT
PG UIFJS SFTQFDUJWF PXOFST 5IF HSBQIJD
UIBU NBZ BQQFBS JO PUIFS MPDBUJPOT JO UIF UFYU TIPXT UIBU UIF XPSL JT MJDFOTFE XJUI UIF $SF
BUJWF $PNNPOT UIBU UIF XPSL NBZ CF VTFE GPS GSFF CZ BOZ QBSUZ TP MPOH BT BUUSJCVUJPO JT
HJWFO UP UIF BVUIPS	T
 UIBU UIF XPSL BOE JUT EFSJWBUJWFT BSF VTFE JO UIF TQJSJU PG ɔTIBSF BOE
TIBSF BMJLFɕ BOE UIBU OP QBSUZ NBZ TFMM UIJT XPSL PS BOZ PG JUT EFSJWBUJWFT GPS QSPКU XJUI
UIF GPMMPXJOH FYDFQUJPO JU JT FOUJSFMZ BDDFQUBCMF GPS VOJWFSTJUZ CPPLTUPSFT UP TFMM CPVOE QIPUPDPQJFE
DPQJFT PG UIF BDUJWJUJFT XPSLCPPL UP TUVEFOUT BU UIFJS TUBOEBSE NBSLVQ BCPWF UIF DPQZJOH FYQFOTF 'VMM
EFUBJMT NBZ CF GPVOE CZ WJTJUJOH DSFBUJWFDPNNPOTPSHMJDFOTFTCZODTB PS TFOEJOH B
MFUUFS UP $SFBUJWF $PNNPOT  $BTUSP 4USFFU 4VJUF  .PVOUBJO 7JFX $BMJGPSOJB 
64"
"DLOPXMFEHFNFOUT
5IJT UFYU CFHBO BTNZ TBCCBUJDBM QSPKFDU JO UIF XJOUFS TFNFTUFS PG  EVSJOHXIJDI * XSPUF
UIF QSFQPOEFSBODF PG UIF NBUFSJBMT GPS UIF КSTU GPVS DIBQUFST 'PS UIF TBCCBUJDBM MFBWF * BN
JOEFCUFE UP (SBOE 7BMMFZ 4UBUF 6OJWFSTJUZ GPS JUT TVQQPSU PG UIF QSPKFDU BOE UIF UJNF UP XSJUF
BTXFMM BT UPNZ DPMMFBHVFT JO UIF%FQBSUNFOU PG.BUIFNBUJDT BOE UIF $PMMFHF PG -JCFSBM "SUT
BOE 4DJFODFT GPS UIFJS FOEPSTFNFOU PG UIF QSPKFDU BT B WBMVBCMF VOEFSUBLJOH
5IF CFBVUJGVM GVMMDPMPS FQT HSBQIJDT JO UIF UFYU BSF POMZ QPTTJCMF CFDBVTF PG %BWJE "VTUJO PG
(746 BOE #JMM $BTTFMNBO PG UIF 6OJWFSTJUZ PG #SJUJTI $PMVNCJB #VJMEJOH PO UIFJS DPMMFDUJWF
MPOHTUBOEJOH FЙPSUT UP EFWFMPQ UPPMT GPS IJHI RVBMJUZ NBUIFNBUJDBM HSBQIJDT %BWJE XSPUF
B MJCSBSZ PG 1ZUIPO SPVUJOFT UIBU CVJME PO #JMMɒT 1J4DSJQU QSPHSBN BOE %BWJEɒT SPVUJOFT BSF
TP FBTZ UP VTF UIBU FWFO * DPVME HFOFSBUF HSBQIJDT MJLF UIF QSPGFTTJPOBMT UIBU IF BOE #JMM BSF
* BN EFFQMZ HSBUFGVM UP UIFN CPUI
'PS UIF QSJOUPOEFNBOE WFSTJPO PG UIF  UFYU * BN UIBOLGVM GPS UIF TVQQPSU PG -PO
.JUDIFMM BOE 0SUIPHPOBM 1VCMJTIJOH -$ 'PS UIF КSTU QSJOU FEJUJPO PG UIF UFYU -PO QSP
WJEFE DPOTJEFSBCMF HVJEBODF PO -"5&9 BOE SFMBUFE UZQFTFUUJOH JTTVFT BOE WPMVOUFFSFE IJT
UJNF UISPVHIPVU UIF QSPEVDUJPO QSPDFTT * NFU -PO BU B TQFDJBM TFTTJPO EFWPUFE UP PQFO
UFYUCPPLT BU UIF  +PJOU .BUIFNBUJDT .FFUJOHT * BN HSBUFGVM BT XFMM UP UIF PSHBOJ[FST
PG UIBU TFTTJPO BOE TVCTFRVFOU POFT XIP BSF QBSU PG B HSPXJOH DPNNVOJUZ PG NBUIFNBUJ
DJBOT DPNNJUUFE UP GSFF BOE PQFO UFYUT :PV DBO TUBSU UP MFBSO NPSF BCPVU UIJT XPSL BU UIF
"NFSJDBO *OTUJUVUF PG .BUIFNBUJDTɒ PQFO UFYUCPPL TJUF
5IF DVSSFOU IUNM WFSTJPO PG UIF UFYU JT QPTTJCMF POMZ CFDBVTF PG UIF BNB[JOH XPSL PG 3PC
#FF[FS BOE IJT EFWFMPQNFOU PG UIF PSJHJOBM .BUICPPL 9.- TPPO UP CF LOPXO BT 1SF5F9U
.Z BCJMJUZ UP UBLF BEWBOUBHF PG 3PCɒT XPSL JT MBSHFMZ EVF UP UIF TVQQPSU PG UIF "NFSJDBO
*OTUJUVUF PG .BUIFNBUJDT XIJDI GVOEFE NF GPS B XFFLMPOH XPSLTIPQ JO .BUICPPL 9.-
JO 4BO +PTF $" JO "QSJM  %BWJE 'BSNFSɒT DPOWFSTJPO TDSJQU TBWFE NF IVOESFET PG
IPVST PG XPSL CZ UBLJOH NZ PSJHJOBM -"5&9 TPVSDF BOE DPOWFSUJOH JU UP .#9 "MFY +PSEBO
PG 1PSUMBOE $PNNVOJUZ $PMMFHF IBT BMTP CFFO B USFNFOEPVT IFMQ BOE JU JT UISPVHI "MFYɒT
GBOUBTUJD XPSL UIBU MJWF 8F#8PS, FYFSDJTFT BSF OPU POMZ QPTTJCMF CVU BMTP JODMVEFE JO UIF
 WFSTJPO "MFY IBT BMTP DPOUSJCVUFE TVCTUBOUJBMMZ UP UIF QEG WFSTJPO PG UIF  UFYU
0WFS NZ NPSF UIBO  ZFBST BU (746 NBOZ PG NZ DPMMFBHVFT IBWF TIBSFE XJUI NF JEFBT
BOE SFTPVSDFT GPS UFBDIJOH DBMDVMVT * BN QBSUJDVMBSMZ JOEFCUFE UP %BWJE"VTUJO8JMM %JDLJO
TPO 1BVM 'JTICBDL +PO )PEHF BOE 4UFWF 4DIMJDLFS GPS UIFJS DPOUSJCVUJPOT UIBU JNQSPWFENZ
UFBDIJOH PG BOE UIJOLJOH BCPVU DBMDVMVT JODMVEJOH NBUFSJBMT UIBU * IBWF NPEJКFE BOE VTFE
PWFS NBOZ EJЙFSFOU TFNFTUFST XJUI TUVEFOUT 1BSUT PG UIFTF JEFBT DBO CF GPVOE UISPVHIPVU
UIJT UFYU *O BEEJUJPO 8JMM %JDLJOTPO BOE 4UFWF 4DIMJDLFS QSPWJEFENF BDDFTT UP B MBSHF OVN
CFS PG UIFJS FMFDUSPOJD OPUFT BOE BDUJWJUJFT GSPN UFBDIJOH PG EJЙFSFOUJBM BOE JOUFHSBM DBMDVMVT
BOE UIPTF JEFBT BOENBUFSJBMT IBWF TJNJMBSMZ JNQBDUFENZXPSL BOEXSJUJOH JO QPTJUJWFXBZT
XJUI TPNF PG UIFJS QSPCMFNT BOE BQQSPBDIFT КOEJOH QBSBMMFM QSFTFOUBUJPO IFSF
4IFMMZ 4NJUI PG (746 BOE .BUU %FMPOH PG 5BZMPS 6OJWFSTJUZ CPUI QSPWJEFE FYUFOTJWF DPN
NFOUT PO UIF КSTU GFX DIBQUFST PG FBSMZ ESBGUT GFFECBDL UIBU XBT JNNFOTFMZ IFMQGVM JO JN
QSPWJOH UIF UFYU "T NPSF BOE NPSF QFPQMF VTF UIF UFYU * BN HSBUFGVM UP FWFSZPOF XIP
SFBET FEJUT BOE VTFT UIJT CPPL BOE IFODF DPOUSJCVUFT UP JUT JNQSPWFNFOU UISPVHI POHPJOH
EJTDVTTJPO
'JOBMMZ * BN HSBUFGVM GPS BMM UIBU NZ TUVEFOUT IBWF UBVHIU NF PWFS UIF ZFBST 5IFJS SFTQPOTFT
BOE GFFECBDL IBWF IFMQFE UP TIBQF NF BT B UFBDIFS BOE * BQQSFDJBUF UIFJS XJMMJOHOFTT UP
XIPMFIFBSUFEMZ FOHBHF JO UIF BDUJWJUJFT BOE BQQSPBDIFT *ɒWF USJFE JO DMBTT UP MFU NF LOPX
IPX UIPTF BЙFDU UIFJS MFBSOJOH BOE UP IFMQ NF MFBSO BOE HSPX BT BO JOTUSVDUPS &BSMZ PO
UIFZ QSPWJEFE VTFGVM FEJUPSJBM GFFECBDL PO UIJT UFYU
"OZ BOE BMM SFNBJOJOH FSSPST PS JODPOTJTUFODJFT BSF NJOF * XJMM HMBEMZ UBLF SFBEFS BOE VTFS
GFFECBDL UP DPSSFDU UIFN BMPOH XJUI PUIFS TVHHFTUJPOT UP JNQSPWF UIF UFYU
WJ
$POUSJCVUPST
" MBSHF BOE HSPXJOH OVNCFS PG QFPQMF IBWF HFOFSPVTMZ DPOUSJCVUFE UP UIF EFWFMPQNFOU PS
JNQSPWFNFOU PG UIF UFYU $POUSJCVUJOH BVUIPST %BWJE "VTUJO BOE 4UFWFO 4DIMJDLFS IBWF FBDI
XSJUUFO ESBGUT PG BU MFBTU POF GVMM DIBQUFS PG UIF UFYU
5IF GPMMPXJOH DPOUSJCVUJOH FEJUPST IBWF PЙFSFE TJHOJКDBOU GFFECBDL UIBU JODMVEFT JOGPSNB
UJPO BCPVU UZQPHSBQIJDBM FSSPST PS TVHHFTUJPOT UP JNQSPWF UIF FYQPTJUJPO
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"DUJWF $BMDVMVT 0VS (PBMT
4FWFSBM GVOEBNFOUBM JEFBT JO DBMDVMVT BSF NPSF UIBO  ZFBST PME "T B GPSNBM TVCEJTDJ
QMJOF PGNBUIFNBUJDT DBMDVMVTXBT КSTU JOUSPEVDFE BOE EFWFMPQFE JO UIF MBUF T XJUI LFZ
JOEFQFOEFOU DPOUSJCVUJPOT GSPN 4JS *TBBD /FXUPO BOE (PUUGSJFE 8JMIFMN -FJCOJ[ .BUIF
NBUJDJBOT BHSFF UIBU UIF TVCKFDU IBT CFFO VOEFSTUPPE SJHPSPVTMZ TJODF UIF XPSL PG "VHVTUJO
-PVJT $BVDIZ BOE ,BSM 8FJFSTUSBTT JO UIF NJE T XIFO UIF КFME PG NPEFSO BOBMZTJT XBT
EFWFMPQFE JO QBSU UP NBLF TFOTF PG UIF JOКOJUFMZ TNBMM RVBOUJUJFT PO XIJDI DBMDVMVT SFTUT
"T B CPEZ PG LOPXMFEHF DBMDVMVT IBT CFFO DPNQMFUFMZ VOEFSTUPPE GPS BU MFBTU  ZFBST
5IF EJTDJQMJOF JT POF PG PVS HSFBU IVNBO JOUFMMFDUVBM BDIJFWFNFOUT BNPOH NBOZ TQFDUBDV
MBS JEFBT DBMDVMVT NPEFMT IPX PCKFDUT GBMM VOEFS UIF GPSDFT PG HSBWJUZ BOE XJOE SFTJTUBODF
FYQMBJOT IPX UP DPNQVUF BSFBT BOE WPMVNFT PG JOUFSFTUJOH TIBQFT FOBCMFT VT UP XPSL SJH
PSPVTMZ XJUI JOКOJUFMZ TNBMM BOE JOКOJUFMZ MBSHF RVBOUJUJFT BOE DPOOFDUT UIF WBSZJOH SBUFT
BU XIJDI RVBOUJUJFT DIBOHF UP UIF UPUBM DIBOHF JO UIF RVBOUJUJFT UIFNTFMWFT
8IJMF FBDI BVUIPS PG B DBMDVMVT UFYUCPPL DFSUBJOMZ PЙFST IFS PXO DSFBUJWF QFSTQFDUJWF PO
UIF TVCKFDU JU JT IBSEMZ UIF DBTF UIBU NBOZ PG UIF JEFBT TIF QSFTFOUT BSF OFX *OEFFE UIF
NBUIFNBUJDT DPNNVOJUZ CSPBEMZ BHSFFT PO XIBU UIF NBJO JEFBT PG DBMDVMVT BSF BT XFMM BT
UIFJS KVTUJКDBUJPO BOE UIFJS JNQPSUBODF UIF DPSF QBSUT PG OFBSMZ BMM DBMDVMVT UFYUCPPLT BSF
WFSZ TJNJMBS "T TVDI JU JT PVS PQJOJPO UIBU JO UIF TU DFOUVSZɏBO BHF XIFSF UIF JOUFSOFU
QFSNJUT TFBNMFTT BOE JNNFEJBUF USBOTNJTTJPO PG JOGPSNBUJPOɏOP POF TIPVME CF SFRVJSFE UP
QVSDIBTF B DBMDVMVT UFYU UP SFBE UP VTF GPS B DMBTT PS UP КOE B DPIFSFOU DPMMFDUJPO PG QSPCMFNT
UP TPMWF $BMDVMVT CFMPOHT UP IVNBOLJOE OPU BOZ JOEJWJEVBM BVUIPS PS QVCMJTIJOH DPNQBOZ
5IVT B NBJO QVSQPTF PG UIJT XPSL JT UP QSFTFOU B OFX DBMDVMVT UFYU UIBU JT GSFF *O BEEJUJPO
JOTUSVDUPST XIP BSF MPPLJOH GPS B DBMDVMVT UFYU TIPVME IBWF UIF PQQPSUVOJUZ UP EPXOMPBE
UIF TPVSDF КMFT BOE NBLF NPEJКDBUJPOT UIBU UIFZ TFF КU UIVT UIJT UFYU JT PQFOTPVSDF 4JODF
"VHVTU  "DUJWF $BMDVMVT IBT CFFO FOEPSTFE CZ UIF "NFSJDBO *OTUJUVUF PG .BUIFNBUJDT
BOE JUT 0QFO 5FYUCPPL *OJUJBUJWF
*O "DUJWF $BMDVMVT XF FOEFBWPS UP BDUJWFMZ FOHBHF TUVEFOUT JO MFBSOJOH UIF TVCKFDU UISPVHI
BO BDUJWJUZESJWFO BQQSPBDI JO XIJDI UIF WBTU NBKPSJUZ PG UIF FYBNQMFT BSF DPNQMFUFE CZ
TUVEFOUT 8IFSF NBOZ UFYUT QSFTFOU B HFOFSBM UIFPSZ PG DBMDVMVT GPMMPXFE CZ TVCTUBOUJBM
DPMMFDUJPOT PG XPSLFE FYBNQMFT XF JOTUFBE QPTF QSPCMFNT PS TJUVBUJPOT DPOTJEFS QPTTJCJMJ
UJFT BOE UIFO BTL TUVEFOUT UP JOWFTUJHBUF BOE FYQMPSF 'PMMPXJOH LFZ BDUJWJUJFT PS FYBNQMFT
UIF QSFTFOUBUJPO OPSNBMMZ JODMVEFT TPNF PWFSBMM QFSTQFDUJWF BOE B CSJFG TZOPQTJT PG HFOFSBM
USFOET PS QSPQFSUJFT GPMMPXFE CZ GPSNBM TUBUFNFOUT PG SVMFT PS UIFPSFNT 8IJMF XF PGUFO
PЙFS QMBVTJCJMJUZ BSHVNFOUT GPS TVDI SFTVMUT SBSFMZ EP XF JODMVEF GPSNBM QSPPGT *U JT OPU
UIF JOUFOU PG UIJT UFYU GPS UIF JOTUSVDUPS PS BVUIPS UP EFNPOTUSBUF UP TUVEFOUT UIBU UIF JEFBT PG
DBMDVMVT BSF DPIFSFOU BOE USVF CVU SBUIFS GPS TUVEFOUT UP FODPVOUFS UIFTF JEFBT JO B TVQQPSU
JWF MFBEJOH NBOOFS UIBU FOBCMFT UIFN UP CFHJO UP VOEFSTUBOE GPS UIFNTFMWFT XIZ DBMDVMVT
JT CPUI DPIFSFOU BOE USVF 5IJT BQQSPBDI JT DPOTJTUFOU XJUI UIF HSPXJOH CPEZ PG TDIPMBSTIJQ
UIBU DBMMT GPS TUVEFOUT UP CF JOUFSBDUJWFMZ FOHBHFE JO DMBTT
.PSFPWFS UIJT BQQSPBDI JT DPOTJTUFOU XJUI UIF GPMMPXJOH HPBMT
ə 5P IBWF TUVEFOUT FOHBHF JO BO BDUJWF JORVJSZESJWFO BQQSPBDI XIFSF MFBSOFST TUSJWF
UP DPOTUSVDU TPMVUJPOT BOE BQQSPBDIFT UP JEFBT PO UIFJS PXO XJUI BQQSPQSJBUF TVQQPSU
UISPVHI RVFTUJPOT QPTFE IJOUT BOE HVJEBODF GSPN UIF JOTUSVDUPS BOE UFYU
ə 5P CVJME JO TUVEFOUT JOUVJUJPO GPS XIZ UIF NBJO JEFBT JO DBMDVMVT BSF OBUVSBM BOE USVF
0GUFO XF EP UIJT UISPVHI DPOTJEFSBUJPO PG UIF JOTUBOUBOFPVT QPTJUJPO BOE WFMPDJUZ PG
B NPWJOH PCKFDU B TDFOBSJP UIBU JT DPNNPO BOE GBNJMJBS
ə 5P DIBMMFOHF TUVEFOUT UP BDRVJSF EFFQ QFSTPOBM VOEFSTUBOEJOH PG DBMDVMVT UISPVHI
SFBEJOH UIF UFYU BOE DPNQMFUJOH QSFWJFX BDUJWJUJFT PO UIFJS PXO UISPVHI XPSLJOH PO
BDUJWJUJFT JO TNBMM HSPVQT JO DMBTT BOE UISPVHI EPJOH TVCTUBOUJBM FYFSDJTFT PVUTJEF PG
DMBTT UJNF
ə 5P TUSFOHUIFO TUVEFOUTɒ XSJUUFO BOE PSBM DPNNVOJDBUJOH TLJMMT CZ IBWJOH UIFN XSJUF
BCPVU BOE FYQMBJO BMPVE UIF LFZ JEFBT PG DBMDVMVT
Y
'FBUVSFT PG UIF 5FYU
*OTUSVDUPST BOE TUVEFOUT BMJLF XJMM КOE TFWFSBM DPOTJTUFOU GFBUVSFT JO UIF QSFTFOUBUJPO JO
DMVEJOH
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT "U UIF TUBSU PG FBDI TFDUJPO XF MJTU Ɏ NPUJWBUJOH RVFTUJPOT UIBU QSP
WJEF NPUJWBUJPO GPS XIZ UIF GPMMPXJOH NBUFSJBM JT PG JOUFSFTU UP VT 0OF HPBM PG FBDI
TFDUJPO JT UP BOTXFS FBDI PG UIF NPUJWBUJOH RVFTUJPOT
1SFWJFX "DUJWJUJFT &BDI TFDUJPO PG UIF UFYU CFHJOT XJUI B TIPSU JOUSPEVDUJPO GPMMPXFE CZ B
QSFWJFX BDUJWJUZ 5IJT CSJFG SFBEJOH BOE UIF QSFWJFX BDUJWJUZ BSF EFTJHOFE UP GPSFTIBEPX
UIF VQDPNJOH JEFBT JO UIF SFNBJOEFS PG UIF TFDUJPO CPUI UIF SFBEJOH BOE QSFWJFX
BDUJWJUZ BSF JOUFOEFE UP CF BDDFTTJCMF UP TUVEFOUT JO BEWBODF PG DMBTT BOE JOEFFE UP CF
DPNQMFUFE CZ TUVEFOUT CFGPSF B EBZ PO XIJDI B QBSUJDVMBS TFDUJPO JT UP CF DPOTJEFSFE
"DUJWJUJFT " UZQJDBM TFDUJPO JO UIF UFYU IBT UISFF BDUJWJUJFT 5IFTF BSF EFTJHOFE UP FOHBHF
TUVEFOUT JO BO JORVJSZCBTFE TUZMF UIBU FODPVSBHFT UIFN UP DPOTUSVDU TPMVUJPOT UP LFZ
FYBNQMFT PO UIFJS PXO XPSLJOH JOEJWJEVBMMZ PS JO TNBMM HSPVQT
&YFSDJTFT 5IFSF BSF EP[FOT PG DBMDVMVT UFYUT XJUI 	DPMMFDUJWFMZ
 UFOT PG UIPVTBOET PG FYFS
DJTFT 3BUIFS UIBO SFQFBU TUBOEBSE BOE SPVUJOF FYFSDJTFT JO UIJT UFYU XF SFDPNNFOE UIF
VTF PG 8F#8PS, XJUI JUT BDDFTT UP UIF 0QFO 1SPCMFN -JCSBSZ BOE BSPVOE  DBM
DVMVT QSPCMFNT *O UIJT UFYU FBDI TFDUJPO JODMVEFT B TNBMM OVNCFS PG BOPOZNPVT8F#
8PS, FYFSDJTFT BT XFMM BT Ɏ DIBMMFOHJOH QSPCMFNT QFS TFDUJPO 5IF 8F#8PS, FYFS
DJTFT BSF CFTU DPNQMFUFE JO UIF IUNM WFSTJPO PG UIF UFYU "MNPTU FWFSZ OPO8F#8PS,
QSPCMFN IBT NVMUJQMF QBSUT SFRVJSFT UIF TUVEFOU UP DPOOFDU TFWFSBM LFZ JEFBT BOE
FYQFDUT UIBU UIF TUVEFOU XJMM EP BU MFBTU B NPEFTU BNPVOU PG XSJUJOH UP BOTXFS UIF
RVFTUJPOT BOE FYQMBJO UIFJS КOEJOHT 'PS JOTUSVDUPST JOUFSFTUFE JO B NPSF DPOWFOUJPOBM
TPVSDF PG FYFSDJTFT DPOTJEFS UIF GSFFMZ BWBJMBCMF"1&9$BMDVMVT UFYU CZ(SFH)BSUNBOO
FU BM BWBJMBCMF GSPN XXXBQFYDBMDVMVTDPN
(SBQIJDT "T NVDI BT QPTTJCMF XF TUSJWF UP EFNPOTUSBUF LFZ GVOEBNFOUBM JEFBT WJTVBMMZ
BOE UP FODPVSBHF TUVEFOUT UP EP UIF TBNF 5ISPVHIPVU UIF UFYU XF VTF GVMMDPMPSy
HSBQIJDT UP FYFNQMJGZ BOE NBHOJGZ LFZ JEFBT BOE UP VTF UIJT HSBQIJDBM QFSTQFDUJWF
BMPOHTJEF CPUI OVNFSJDBM BOE BMHFCSBJD SFQSFTFOUBUJPOT PG DBMDVMVT
-JOLT UP JOUFSBDUJWF HSBQIJDT .BOZ PG UIF JEFBT PG DBMDVMVT BSF CFTU VOEFSTUPPE EZOBNJ
DBMMZ KBWB BQQMFUT PЙFS BO PGUFO JEFBM GPSNBU GPS JOWFTUJHBUJPOT BOE EFNPOTUSBUJPOT
3FMZJOH QSJNBSJMZ PO UIF XPSL PG %BWJE "VTUJO PG (SBOE 7BMMFZ 4UBUF 6OJWFSTJUZ BOE
.BSD 3FOBVMU PG 4IJQQFOTCVSH 6OJWFSTJUZ FBDI PG XIPN IBT EFWFMPQFE B MBSHF MJ
CSBSZ PG BQQMFUT GPS DBMDVMVT XF GSFRVFOUMZ QPJOU UIF SFBEFS 	UISPVHI BDUJWF MJOLT JO
UIF FMFDUSPOJD WFSTJPOT PG UIF UFYU
 UP BQQMFUT UIBU BSF SFMFWBOU GPS LFZ JEFBT VOEFS DPO
y5P LFFQ DPTU MPX UIF HSBQIJDT JO UIF QSJOUPOEFNBOE WFSTJPO BSF JO CMBDL BOE XIJUF 8IFO UIF UFYU JUTFMG SFGFST
UP DPMPS JO JNBHFT POF OFFET UP WJFX UIF IUNM PS QEG FMFDUSPOJDBMMZ
TJEFSBUJPO
4VNNBSZ PG ,FZ *EFBT &BDI TFDUJPO DPODMVEFT XJUI B TVNNBSZ PG UIF LFZ JEFBT FODPVO
UFSFE JO UIF QSFDFEJOH TFDUJPO UIJT TVNNBSZ OPSNBMMZ SFЛFDUT SFTQPOTFT UP UIF NPUJ
WBUJOH RVFTUJPOT UIBU CFHBO UIF TFDUJPO
YJJ
)PX UP 6TF UIJT 5FYU
#FDBVTF UIF UFYU JT GSFF BOZ QSPGFTTPS PS TUVEFOUNBZ VTF UIF FMFDUSPOJD WFSTJPO PG UIF UFYU GPS
OP DIBSHF 'PS SFBEJOH PO MBQUPQT PS NPCJMF EFWJDFT UIF CFTU FMFDUSPOJD WFSTJPO UP VTF JT UIF
IUNM POF BU HWTVFEVTVP CVU ZPV NBZ BMTP EPXOMPBE B GVMM QEG DPQZ PG UIF UFYU GSPN
HWTVFEVTW. XIFSF UIFSF JT BMTP B MJOL UP B QSJOUPOEFNBOE PQUJPO GPS QVSDIBTJOH B
CPVOE TPGUDPWFS WFSTJPO GPS VOEFS  0UIFS BODJMMBSZ NBUFSJBMT TVDI BT 8F#8PS, EFG
КMFT BO BDUJWJUJFTPOMZ XPSLCPPL BOE TBNQMF DPNQVUFS MBCPSBUPSZ BDUJWJUJFT BSF BWBJMBCMF
VQPO EJSFDU SFRVFTU UP UIF BVUIPS WJB FNBJM BU DQGĴMKPO"IXUWGFW 'VSUIFSNPSF CFDBVTF UIF
UFYU JT PQFOTPVSDF BOZ JOTUSVDUPSNBZ BDRVJSF UIF GVMM TFU PG TPVSDF КMFT XIJDI BSF BWBJMBCMF
PO (JU)VC
5IJT UFYU NBZ CF VTFE BT B TUBOEBMPOF UFYUCPPL GPS B TUBOEBSE КSTU TFNFTUFS DPMMFHF DBMDVMVT
DPVSTF PS BT B TVQQMFNFOU UP B NPSF USBEJUJPOBM UFYU $IBQUFST Ɏ BEESFTT UIF UZQJDBM UPQJDT
GPS EJЙFSFOUJBM DBMDVMVT XIJMF $IBQUFST Ɏ QSPWJEF UIF TUBOEBSE UPQJDT PG JOUFHSBM DBMDVMVT
JODMVEJOH B DIBQUFS PO EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT 	$IBQUFS 
 BOE PO JOКOJUF TFSJFT 	$IBQUFS 

&MFDUSPOJD &EJUJPO #FDBVTF TUVEFOUT BOE JOTUSVDUPST BMJLF IBWF BDDFTT UP UIF CPPL JO FMFD
USPOJD GPSNBU UIFSF BSF TFWFSBM BEWBOUBHFT UP UIF UFYU PWFS B USBEJUJPOBM QSJOU UFYU 0OF
JT UIBU UIF UFYU NBZ CF QSPKFDUFE PO B TDSFFO JO UIF DMBTTSPPN 	PS FWFO CFUUFS PO B
XIJUFCPBSE
 BOE UIF JOTUSVDUPS NBZ SFGFSFODF JEFBT JO UIF UFYU EJSFDUMZ BEE DPNNFOUT
PS OPUBUJPO PS GFBUVSFT UP HSBQIT BOE JOEFFE XSJUF SJHIU PO UIF UFYU JUTFMG 4UVEFOUT
DBO EP MJLFXJTF DIPPTJOH UP QSJOU POMZ XIBUFWFS QPSUJPOT PG UIF UFYU BSF OFFEFE GPS
UIFN *O BEEJUJPO UIF FMFDUSPOJD WFSTJPOT PG UIF UFYU JODMVEFT MJWF IUNM MJOLT UP KBWB
BQQMFUT TP TUVEFOU BOE JOTUSVDUPS BMJLF NBZ GPMMPX UIPTF MJOLT UP BEEJUJPOBM SFTPVSDFT
UIBU MJF PVUTJEF UIF UFYU JUTFMG 'JOBMMZ TUVEFOUT DBO IBWF BDDFTT UP B DPQZ PG UIF UFYU
BOZXIFSF UIFZ IBWF B DPNQVUFS 5IF IUNM WFSTJPO JT GBS TVQFSJPS UP UIF QEG WFSTJPO
UIJT JT FTQFDJBMMZ USVF GPS WJFXJOH PO B TNBSUQIPOF
/PUF*O UIF QEG WFSTJPO UIFSF JT OPU BO PCWJPVT WJTVBM JOEJDBUPS PG UIF MJWF IUNM MJOLT
TP TPNF BWBJMBMBCMF JOGPSNBUJPO JT TVQQSFTTFE *G ZPV BSF VTJOH UIF UFYU FMFDUSPOJDBMMZ
JO B TFUUJOHXJUI JOUFSOFU BDDFTT QMFBTF LOPX UIBU JU JT BTTVNFE ZPV BSF VTJOH UIF IUNM
WFSTJPO
"DUJWJUJFT 8PSLCPPL &BDI TFDUJPO PG UIF UFYU IBT B QSFWJFX BDUJWJUZ BOE BU MFBTU UISFF JO
DMBTT BDUJWJUJFT FNCFEEFE JO UIF EJTDVTTJPO "T JU JT UIF FYQFDUBUJPO UIBU TUVEFOUT XJMM
DPNQMFUF BMM PG UIFTF BDUJWJUJFT JU JT JEFBM GPS UIFN UP IBWF SPPN UP XPSL PO UIFN BEKB
DFOU UP UIF QSPCMFN TUBUFNFOUT UIFNTFMWFT "T B TFQBSBUF EPDVNFOU XF IBWF DPNQJMFE
B XPSLCPPL PG BDUJWJUJFT UIBU JODMVEFT POMZ UIF JOEJWJEVBM BDUJWJUZ QSPNQUT BMPOH XJUI
TQBDF QSPWJEFE GPS TUVEFOUT UPXSJUF UIFJS SFTQPOTFT 5IJTXPSLCPPL JT UIF POF QSJOUJOH
FYQFOTF UIBU TUVEFOUT XJMM BMNPTU DFSUBJOMZ IBWF UP VOEFSUBLF BOE JT BWBJMBCMF VQPO
SFRVFTU
$PNNVOJUZ PG 6TFST #FDBVTF UIJT UFYU JT GSFF BOE PQFOTPVSDF XF IPQF UIBU BT QFPQMF VTF
UIF UFYU UIFZ XJMM DPOUSJCVUF DPSSFDUJPOT TVHHFTUJPOT BOE OFXNBUFSJBM 5IF CFTU XBZ
UP DPNNVOJDBUF TVDI GFFECBDL JT CZ FNBJM UP .BUU #PFMLJOT * BMTP IBWF B CMPH BU PQFO
DBMDVMVTXPSEQSFTTDPN BU XIJDI XF QPTU OFX EFWFMPQNFOUT PUIFS GSFF SFTPVSDFT
GFFECBDL BOE PUIFS QPJOUT PG EJTDVTTJPO
YJW
$POUFOUT
"DLOPXMFEHFNFOUT W
$POUSJCVUPST WJJ
"DUJWF $BMDVMVT 0VS (PBMT JY
'FBUVSFT PG UIF 5FYU YJ
)PX UP 6TF UIJT 5FYU YJJJ
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6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
 )PX EP XF NFBTVSF WFMPDJUZ 
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX JT UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG B NPWJOH PCKFDU DPOOFDUFE UP UIF WBMVFT PG JUT QPTJUJPO
GVODUJPO 
ə )PX EP XF JOUFSQSFU UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG BO PCKFDU HFPNFUSJDBMMZ XJUI SFHBSE UP UIF
HSBQI PG JUT QPTJUJPO GVODUJPO 
ə )PX JT UIF OPUJPO PG JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ DPOOFDUFE UP BWFSBHF WFMPDJUZ 
$BMDVMVT DBO CF WJFXFE CSPBEMZ BT UIF TUVEZ PG DIBOHF " OBUVSBM BOE JNQPSUBOU RVFTUJPO
UP BTL BCPVU BOZ DIBOHJOH RVBOUJUZ JT ɔIPX GBTU JT UIF RVBOUJUZ DIBOHJOH ɕ *U UVSOT PVU UIBU
JO PSEFS UP NBLF UIF BOTXFS UP UIJT RVFTUJPO QSFDJTF TVCTUBOUJBM NBUIFNBUJDT JT SFRVJSFE
8F CFHJO XJUI B GBNJMJBS QSPCMFN B CBMM CFJOH UPTTFE TUSBJHIU VQ JO UIF BJS GSPN BO JOJUJBM
IFJHIU 'SPN UIJT FMFNFOUBSZ TDFOBSJP XF XJMM BTL RVFTUJPOT BCPVU IPX UIF CBMM JT NPWJOH
5IFTF RVFTUJPOT XJMM MFBE VT UP CFHJO JOWFTUJHBUJOH JEFBT UIBU XJMM CF DFOUSBM UISPVHIPVU PVS
TUVEZ PG EJЙFSFOUJBM DBMDVMVT BOE UIBU IBWF XJEFSBOHJOH DPOTFRVFODFT *O B HSFBU EFBM PG
PVS UIJOLJOH BCPVU DBMDVMVT XF XJMM CF XFMMTFSWFE CZ SFNFNCFSJOH UIJT КSTU FYBNQMF BOE
BTLJOH PVSTFMWFT IPX UIF WBSJPVT 	TPNFUJNFT BCTUSBDU
 JEFBT XF BSF DPOTJEFSJOH BSF SFMBUFE
UP UIF TJNQMF BDU PG UPTTJOH B CBMM TUSBJHIU VQ JO UIF BJS
1SFWJFX "DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU UIF IFJHIU s PG B CBMM 	JO GFFU
 BU UJNF t 	JO TFDPOET

JT HJWFO CZ UIF GPSNVMB s(t) ! 64 − 16(t − 1)2
B $POTUSVDU BO BDDVSBUF HSBQI PG y ! s(t) PO UIF UJNF JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 3 -BCFM BU
MFBTU TJY EJTUJODU QPJOUT PO UIF HSBQI JODMVEJOH UIF UISFF QPJOUT UIBU DPSSFTQPOE
UP XIFO UIF CBMM XBT SFMFBTFE XIFO UIF CBMM SFBDIFT JUT IJHIFTU QPJOU BOE XIFO
UIF CBMM MBOET
C *O FWFSZEBZ MBOHVBHF EFTDSJCF UIF CFIBWJPS PG UIF CBMM PO UIF UJNF JOUFSWBM 0 <
$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
t < 1 BOE PO UJNF JOUFSWBM 1 < t < 3 8IBU PDDVST BU UIF JOTUBOU t ! 1 
D $POTJEFS UIF FYQSFTTJPO
AV[0.5,1] !
s(1) − s(0.5)
1 − 0.5 .
$PNQVUF UIF WBMVF PG AV[0.5,1] 8IBU EPFT UIJT WBMVF NFBTVSF HFPNFUSJDBMMZ 
8IBU EPFT UIJT WBMVF NFBTVSF QIZTJDBMMZ *O QBSUJDVMBS XIBU BSF UIF VOJUT PO
AV[0.5,1] 
 1PTJUJPO BOE BWFSBHF WFMPDJUZ
"OZ NPWJOH PCKFDU IBT B QPTJUJPO UIBU DBO CF DPOTJEFSFE B GVODUJPO PG UJNF 8IFO UIJT NP
UJPO JT BMPOH B TUSBJHIU MJOF UIF QPTJUJPO JT HJWFO CZ B TJOHMF WBSJBCMF BOE XF VTVBMMZ MFU
UIJT QPTJUJPO CF EFOPUFE CZ s(t) XIJDI SFЛFDUT UIF GBDU UIBU QPTJUJPO JT B GVODUJPO PG UJNF
'PS FYBNQMF XF NJHIU WJFX s(t) BT UFMMJOH UIF NJMF NBSLFS PG B DBS USBWFMJOH PO B TUSBJHIU
IJHIXBZ BU UJNF t JO IPVST TJNJMBSMZ UIF GVODUJPO s EFTDSJCFE JO 1SFWJFX "DUJWJUZ  JT B
QPTJUJPO GVODUJPO XIFSF QPTJUJPO JT NFBTVSFE WFSUJDBMMZ SFMBUJWF UP UIF HSPVOE
/PU POMZ EPFT TVDI B NPWJOH PCKFDU IBWF B QPTJUJPO BTTPDJBUFE XJUI JUT NPUJPO CVU PO BOZ
UJNF JOUFSWBM UIF PCKFDU IBT BO BWFSBHF WFMPDJUZ 5IJOL GPS FYBNQMF BCPVU ESJWJOH GSPN POF
MPDBUJPO UP BOPUIFS UIF WFIJDMF USBWFMT TPNF OVNCFS PG NJMFT PWFS B DFSUBJO UJNF JOUFSWBM
	NFBTVSFE JO IPVST
 GSPN XIJDI XF DBO DPNQVUF UIF WFIJDMFɒT BWFSBHF WFMPDJUZ *O UIJT TJU
VBUJPO BWFSBHF WFMPDJUZ JT UIF OVNCFS PG NJMFT USBWFMFE EJWJEFE CZ UIF UJNF FMBQTFE XIJDI
PG DPVSTF JT HJWFO JO NJMFT QFS IPVS 4JNJMBSMZ UIF DBMDVMBUJPO PG AV[0.5,1] JO 1SFWJFX "DUJW
JUZ  GPVOE UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF CBMM PO UIF UJNF JOUFSWBM [0.5, 1] NFBTVSFE JO GFFU
QFS TFDPOE
*O HFOFSBM XF NBLF UIF GPMMPXJOH EFКOJUJPO GPS BO PCKFDU NPWJOH JO B TUSBJHIU MJOF XIPTF
QPTJUJPO BU UJNF t JT HJWFO CZ UIF GVODUJPO s(t) UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF PCKFDU PO UIF JOUFSWBM
GSPN t ! a UP t ! b EFOPUFE AV[a ,b] JT HJWFO CZ UIF GPSNVMB
AV[a ,b] !
s(b) − s(a)
b − a .
/PUF XFMM UIF VOJUT PO AV[a ,b] BSF ɔVOJUT PG s QFS VOJU PG tɕ TVDI BT ɔNJMFT QFS IPVSɕ PS ɔGFFU
QFS TFDPOEɕ
"DUJWJUZ  5IF GPMMPXJOH RVFTUJPOT DPODFSO UIF QPTJUJPO GVODUJPO HJWFO CZ s(t) !
64 − 16(t − 1)2 XIJDI JT UIF TBNF GVODUJPO DPOTJEFSFE JO 1SFWJFX "DUJWJUZ 
B $PNQVUF UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF CBMM PO FBDI PG UIF GPMMPXJOH UJNF JOUFSWBMT
[0.4, 0.8] [0.7, 0.8] [0.79, 0.8] [0.799, 0.8] [0.8, 1.2] [0.8, 0.9] [0.8, 0.81] [0.8, 0.801]
*ODMVEF VOJUT GPS FBDI WBMVF

 )PX EP XF NFBTVSF WFMPDJUZ 
C 0O UIF QSPWJEFE HSBQI JO 'JH
VSF  TLFUDI UIF MJOF UIBU QBTTFT
UISPVHI UIF QPJOUT A ! (0.4, s(0.4))
BOE B ! (0.8, s(0.8)) 8IBU JT UIF
NFBOJOH PG UIF TMPQF PG UIJT MJOF *O
MJHIU PG UIJT NFBOJOH XIBU JT B HF
PNFUSJD XBZ UP JOUFSQSFU FBDI PG UIF
WBMVFT DPNQVUFE JO UIF QSFDFEJOH
RVFTUJPO 
D 6TF B HSBQIJOH VUJMJUZ UP QMPU UIF
HSBQI PG s(t) ! 64 − 16(t − 1)2 PO
BO JOUFSWBM DPOUBJOJOH UIF WBMVF t !
0.8 5IFO [PPN JO SFQFBUFEMZ PO
UIF QPJOU (0.8, s(0.8)) 8IBU EP ZPV
PCTFSWF BCPVU IPX UIF HSBQI BQ
QFBST BT ZPV WJFX JU NPSF BOENPSF
DMPTFMZ 
E 8IBU EP ZPV DPOKFDUVSF JT UIF WF
MPDJUZ PG UIF CBMM BU UIF JOTUBOU t !
0.8 8IZ 0.4 0.8 1.2
48
56
64
feet
sec
s
A
B
'JHVSF  " QBSUJBM QMPU PG s(t) ! 64 −
16(t − 1)2
 *OTUBOUBOFPVT 7FMPDJUZ
8IFUIFS ESJWJOH B DBS SJEJOH B CJLF PS UISPXJOH B CBMM XF IBWF BO JOUVJUJWF TFOTF UIBU BOZ
NPWJOH PCKFDU IBT B WFMPDJUZ BU BOZ HJWFO NPNFOU Ɏ B OVNCFS UIBU NFBTVSFT IPX GBTU UIF
PCKFDU JT NPWJOH SJHIU OPX 'PS JOTUBODF B DBSɒT TQFFEPNFUFS UFMMT UIF ESJWFS XIBU BQQFBST
UP CF UIF DBSɒT WFMPDJUZ BU BOZ HJWFO JOTUBOU *O GBDU UIF QPTUFE WFMPDJUZ PO B TQFFEPNFUFS JT
SFBMMZ BO BWFSBHF WFMPDJUZ UIBU JT DPNQVUFE PWFS B WFSZ TNBMM UJNF JOUFSWBM 	CZ DPNQVUJOH
IPXNBOZ SFWPMVUJPOT UIF UJSFT IBWF VOEFSHPOF UP DPNQVUF EJTUBODF USBWFMFE
 TJODF WFMPDJUZ
GVOEBNFOUBMMZ DPNFT GSPN DPOTJEFSJOH B DIBOHF JO QPTJUJPO EJWJEFE CZ B DIBOHF JO UJNF
#VU JG XF MFU UIF UJNF JOUFSWBM PWFS XIJDI BWFSBHF WFMPDJUZ JT DPNQVUFE CFDPNF TIPSUFS BOE
TIPSUFS UIFO XF DBO QSPHSFTT GSPN BWFSBHF WFMPDJUZ UP JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ
*OGPSNBMMZ XF EFКOF UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG B NPWJOH PCKFDU BU UJNF t ! a UP CF UIF
WBMVF UIBU UIF BWFSBHF WFMPDJUZ BQQSPBDIFT BT XF UBLF TNBMMFS BOE TNBMMFS JOUFSWBMT PG UJNF
DPOUBJOJOH t ! a UP DPNQVUF UIF BWFSBHF WFMPDJUZ 8F XJMM EFWFMPQ B NPSF GPSNBM EFКOJUJPO
PG UIJT NPNFOUBSJMZ POF UIBU XJMM FOE VQ CFJOH UIF GPVOEBUJPO PG NVDI PG PVS XPSL JO КSTU
TFNFTUFS DBMDVMVT 'PS OPX JU JT КOF UP UIJOL PG JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ UIJT XBZ UBLF BWFSBHF
WFMPDJUJFT PO TNBMMFS BOE TNBMMFS UJNF JOUFSWBMT BOE JG UIPTF BWFSBHF WFMPDJUJFT BQQSPBDI B

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
TJOHMF OVNCFS UIFO UIBU OVNCFS XJMM CF UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ BU UIBU QPJOU
"DUJWJUZ  &BDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT DPODFSO s(t) ! 64−16(t−1)2 UIF QPTJUJPO
GVODUJPO GSPN 1SFWJFX "DUJWJUZ 
B $PNQVUF UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF CBMM PO UIF UJNF JOUFSWBM [1.5, 2] 8IBU JT EJG
GFSFOU CFUXFFO UIJT WBMVF BOE UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PO UIF JOUFSWBM [0, 0.5] 
C 6TF BQQSPQSJBUF DPNQVUJOH UFDIOPMPHZ UP FTUJNBUF UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG
UIF CBMM BU t ! 1.5 -JLFXJTF FTUJNBUF UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG UIF CBMM BU t ! 2
8IJDI WBMVF JT HSFBUFS 
D )PX JT UIF TJHO PG UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG UIF CBMM SFMBUFE UP JUT CFIBWJPS BU
B HJWFO QPJOU JO UJNF 5IBU JT XIBU EPFT QPTJUJWF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ UFMM ZPV
UIF CBMM JT EPJOH /FHBUJWF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ 
E 8JUIPVU EPJOH BOZ DPNQVUBUJPOT XIBU EP ZPV FYQFDU UP CF UIF JOTUBOUBOFPVT WF
MPDJUZ PG UIF CBMM BU t ! 1 8IZ 
"U UIJT QPJOU XF IBWF TUBSUFE UP TFF B DMPTF DPOOFDUJPO CFUXFFO BWFSBHF WFMPDJUZ BOE JOTUBO
UBOFPVT WFMPDJUZ BT XFMM BT IPX FBDI JT DPOOFDUFE OPU POMZ UP UIF QIZTJDBM CFIBWJPS PG UIF
NPWJOH PCKFDU CVU BMTP UP UIF HFPNFUSJD CFIBWJPS PG UIF HSBQI PG UIF QPTJUJPO GVODUJPO *O
PSEFS UP NBLF UIF MJOL CFUXFFO BWFSBHF BOE JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ NPSF GPSNBM XF XJMM
JOUSPEVDF UIF OPUJPO PG MJNJU JO 4FDUJPO  "T B QSFWJFX PG UIBU DPODFQU XF MPPL BU B XBZ
UP DPOTJEFS UIF MJNJUJOH WBMVF PG BWFSBHF WFMPDJUZ UISPVHI UIF JOUSPEVDUJPO PG B QBSBNFUFS
/PUF UIBU JG XF EFTJSF UP LOPX UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ BU t ! a PG B NPWJOH PCKFDU XJUI
QPTJUJPO GVODUJPO s XF BSF JOUFSFTUFE JO DPNQVUJOH BWFSBHF WFMPDJUJFT PO UIF JOUFSWBM [a , b]
GPS TNBMMFS BOE TNBMMFS JOUFSWBMT 0OF XBZ UP WJTVBMJ[F UIJT JT UP UIJOL PG UIF WBMVF b BT CF
JOH b ! a + h XIFSF h JT B TNBMM OVNCFS UIBU JT BMMPXFE UP WBSZ 5IVT XF PCTFSWF UIBU UIF
BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF PCKFDU PO UIF JOUFSWBM [a , a + h] JT
AV[a ,a+h] !
s(a + h) − s(a)
h
,
XJUI UIF EFOPNJOBUPS CFJOH TJNQMZ h CFDBVTF (a + h)− a ! h *OJUJBMMZ JU JT КOF UP UIJOL PG h
CFJOH B TNBMM QPTJUJWF SFBM OVNCFS CVU JU JT JNQPSUBOU UP OPUF UIBU XF BMMPX h UP CF B TNBMM
OFHBUJWF OVNCFS UPP BT UIJT FOBCMFT VT UP JOWFTUJHBUF UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF NPWJOH
PCKFDU PO JOUFSWBMT QSJPS UP t ! a BT XFMM BT GPMMPXJOH t ! a 8IFO h < 0 AV[a ,a+h] NFBTVSFT
UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PO UIF JOUFSWBM [a + h , a]
5P BUUFNQU UP КOE UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ BU t ! a XF JOWFTUJHBUF XIBU IBQQFOT BT UIF
WBMVF PG h BQQSPBDIFT [FSP 8F DPOTJEFS UIJT GVSUIFS JO UIF GPMMPXJOH FYBNQMF
&YBNQMF  	$PNQVUJOH JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ GPS B GBMMJOH CBMM
 'PS B GBMMJOH CBMM XIPTF
QPTJUJPO GVODUJPO JT HJWFO CZ s(t) ! 16− 16t2 	XIFSF s JT NFBTVSFE JO GFFU BOE t JO TFDPOET

КOE BO FYQSFTTJPO GPS UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF CBMM PO B UJNF JOUFSWBM PG UIF GPSN [0.5, 0.5+
h] XIFSF −0.5 < h < 0.5 BOE h ! 0 6TF UIJT FYQSFTTJPO UP DPNQVUF UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PO

 )PX EP XF NFBTVSF WFMPDJUZ 
[0.5, 0.75] BOE [0.4, 0.5] BT XFMM BT UP NBLF B DPOKFDUVSF BCPVU UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ BU
t ! 0.5
4PMVUJPO 8F NBLF UIF BTTVNQUJPOT UIBU −0.5 < h < 0.5 BOE h ! 0 CFDBVTF h DBOOPU CF
[FSP 	PUIFSXJTF UIFSF JT OP JOUFSWBM PO XIJDI UP DPNQVUF BWFSBHF WFMPDJUZ
 BOE CFDBVTF UIF
GVODUJPO POMZ NBLFT TFOTF PO UIF UJNF JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 1 BT UIJT JT UIF EVSBUJPO PG UJNF
EVSJOH XIJDI UIF CBMM JT GBMMJOH 0CTFSWF UIBU XF XBOU UP DPNQVUF BOE TJNQMJGZ
AV[0.5,0.5+h] !
s(0.5 + h) − s(0.5)
(0.5 + h) − 0.5 .
5IF NPTU VOVTVBM QBSU PG UIJT DPNQVUBUJPO JT КOEJOH s(0.5+ h) 5P EP TP XF GPMMPX UIF SVMF
UIBU EFКOFT UIF GVODUJPO s *O QBSUJDVMBS TJODF s(t) ! 16 − 16t2 XF TFF UIBU
s(0.5 + h) ! 16 − 16(0.5 + h)2
! 16 − 16(0.25 + h + h2)
! 16 − 4 − 16h − 16h2
! 12 − 16h − 16h2.
/PX SFUVSOJOH UP PVS DPNQVUBUJPO PG UIF BWFSBHF WFMPDJUZ XF КOE UIBU
AV[0.5,0.5+h] !
s(0.5 + h) − s(0.5)
(0.5 + h) − 0.5
!
(12 − 16h − 16h2) − (16 − 16(0.5)2)
0.5 + h − 0.5
!
12 − 16h − 16h2 − 12
h
!
−16h − 16h2
h
.
"U UIJT QPJOU XF OPUF UXP UIJOHT КSTU UIF FYQSFTTJPO GPS BWFSBHF WFMPDJUZ DMFBSMZ EFQFOET
PO h XIJDI JUNVTU TJODF BT h DIBOHFT UIF BWFSBHF WFMPDJUZXJMM DIBOHF 'VSUIFS XF OPUF UIBU
TJODF h DBO OFWFS FRVBM [FSP XFNBZ GVSUIFS TJNQMJGZ UIFNPTU SFDFOU FYQSFTTJPO 3FNPWJOH
UIF DPNNPO GBDUPS PG h GSPN UIF OVNFSBUPS BOE EFOPNJOBUPS JU GPMMPXT UIBU
AV[0.5,0.5+h] ! −16 − 16h.
/PX GPS BOZ TNBMM QPTJUJWF PS OFHBUJWF WBMVF PG h XF DBO DPNQVUF UIF BWFSBHF WFMPDJUZ 'PS
JOTUBODF UP PCUBJO UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PO [0.5, 0.75] XF MFU h ! 0.25 BOE UIF BWFSBHF WFMPDJUZ
JT−16−16(0.25) ! −20 GUTFD 5P HFU UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PO [0.4, 0.5] XF MFU h ! −0.1 XIJDI
UFMMT VT UIF BWFSBHF WFMPDJUZ JT −16− 16(−0.1) ! −14.4 GUTFD .PSFPWFS XF DBO FWFO FYQMPSF
XIBU IBQQFOT UP AV[0.5,0.5+h] BT h HFUT DMPTFS BOE DMPTFS UP [FSP "T h BQQSPBDIFT [FSP −16h
XJMM BMTP BQQSPBDI [FSP BOE UIVT JU BQQFBST UIBU UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG UIF CBMM BU
t ! 0.5 TIPVME CF −16 GUTFD

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
"DUJWJUZ  'PS UIF GVODUJPO HJWFO CZ s(t) ! 64 − 16(t − 1)2 GSPN 1SFWJFX "DUJW
JUZ  КOE UIF NPTU TJNQMJКFE FYQSFTTJPO ZPV DBO GPS UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF CBMM
PO UIF JOUFSWBM [2, 2+ h] 6TF ZPVS SFTVMU UP DPNQVUF UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PO [1.5, 2] BOE
UP FTUJNBUF UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ BU t ! 2 'JOBMMZ DPNQBSF ZPVS FBSMJFS XPSL JO
"DUJWJUZ 
4VNNBSZ
ə 5IF BWFSBHF WFMPDJUZ PO [a , b] DBO CF WJFXFE HFPNFUSJDBMMZ BT UIF TMPQF PG UIF MJOF CF
UXFFO UIF QPJOUT (a , s(a)) BOE (b , s(b)) PO UIF HSBQI PG y ! s(t) BT TIPXO JO 'JHVSF 
t
s
(a,s(a))
(b,s(b))
m= s(b)−s(a)
b−a
ə (JWFO BNPWJOH PCKFDU XIPTF QPTJUJPO BU
UJNF t JT HJWFO CZ B GVODUJPO s UIF BWFS
BHF WFMPDJUZ PG UIF PCKFDU PO UIF UJNF JO
UFSWBM [a , b] JT HJWFO CZAV[a ,b] ! s(b)−s(a)b−a 
7JFXJOH UIF JOUFSWBM [a , b] BT IBWJOH UIF
GPSN [a , a + h] XF FRVJWBMFOUMZ DPN
QVUF BWFSBHF WFMPDJUZ CZ UIF GPSNVMB
AV[a ,a+h] ! s(a+h)−s(a)h 
ə 5IF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG B NPWJOH
PCKFDU BU B КYFE UJNF JT FTUJNBUFE CZ DPO
TJEFSJOH BWFSBHF WFMPDJUJFT PO TIPSUFS
BOE TIPSUFS UJNF JOUFSWBMT UIBU DPOUBJO
UIF JOTUBOU PG JOUFSFTU
'JHVSF  5IF HSBQI PG QPTJUJPO GVODUJPO s UPHFUIFS XJUI UIF MJOF UISPVHI (a , s(a)) BOE
(b , s(b)) XIPTF TMPQF JT m ! s(b)−s(a)b−a  5IF MJOFɒT TMPQF JT UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG s PO
UIF JOUFSWBM [a , b]
&YFSDJTFT
 $POTJEFS B DBS XIPTF QPTJUJPO s JT HJWFO CZ UIF UBCMF
t 	T
      
s 	GU
      
'JOE UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PWFS UIF JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 0.2
BWFSBHF WFMPDJUZ  IFMQ 	VOJUT

&TUJNBUF UIF WFMPDJUZ BU t ! 0.2
WFMPDJUZ  IFMQ 	VOJUT


 )PX EP XF NFBTVSF WFMPDJUZ 
 5IF UBCMF CFMPX TIPXT UIF OVNCFS PG DBMPSJFT VTFE QFS NJOVUF BT B GVODUJPO PG BO JOEJ
WJEVBMɒT CPEZ XFJHIU GPS UISFF TQPSUT
"DUJWJUZ  MC  MC  MC  MC  MC  MC
8BMLJOH      
#JDZDMJOH      
4XJNNJOH      
B
 %FUFSNJOF UIF OVNCFS PG DBMPSJFT UIBU B  MC QFSTPO VTFT JO POF IBMGIPVS PG XBMLJOH 
DBMPSJFT
C
 8IP VTFT NPSF DBMPSJFT B  MC QFSTPO TXJNNJOH GPS POF IPVS PS B  MC QFSTPO CJDZ
DMJOH GPS B IBMGIPVS 
D
 %PFT UIF OVNCFS PG DBMPSJFT PG B QFSTPO TXJNNJOH JODSFBTF PS EFDSFBTF BT XFJHIU JO
DSFBTFT 
 -FU f (x) ! 36 − x2
B
 $PNQVUF FBDI PG UIF GPMMPXJOH FYQSFTTJPOT BOE JOUFSQSFU FBDI BT BO BWFSBHF SBUF PG DIBOHF
	J
 f (4)− f (0)4−0 !
	JJ
 f (6)− f (4)6−4 !
	JJJ
 f (6)− f (0)6−0 !
C
 #BTFE PO UIF HSBQI TLFUDIFE CFMPX NBUDI FBDI PG ZPVS BOTXFST JO 	J
  	JJJ
 XJUI POF PG UIF
MJOFT MBCFMFE "  ' 5ZQF UIF DPSSFTQPOEJOH MFUUFS PG UIF MJOF TFHNFOU OFYU UP UIF BQQSPQSJBUF
GPSNVMB $MFBSMZ OPU BMM MFUUFST XJMM CF VTFE
f (4)− f (0)
4−0
f (6)− f (4)
6−4
f (6)− f (0)
6−0

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
 $POTJEFS UIF HSBQIT PG f (x) BOE !(x) CFMPX
'PS FBDI JOUFSWBM HJWFO CFMPX EFDJEF XIFUIFS UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG f (x) PS !(x) JT
HSFBUFS PWFS UIBU QBSUJDVMBS JOUFSWBM
*OUFSWBM 8IJDI GVODUJPO IBT (3&"5&3 BWFSBHF SBUF PG DIBOHF 
0 ≤ x ≤ 2.2 <$IPPTF G ] H ] CPUI IBWF BO FRVBM SBUF PG DIBOHF>
5.2 ≤ x ≤ 6.1 <$IPPTF G ] H ] CPUI IBWF BO FRVBM SBUF PG DIBOHF>
5.2 ≤ x ≤ 8 <$IPPTF G ] H ] CPUI IBWF BO FRVBM SBUF PG DIBOHF>
2.2 ≤ x ≤ 4 <$IPPTF G ] H ] CPUI IBWF BO FRVBM SBUF PG DIBOHF>
2.2 ≤ x ≤ 6.1 <$IPPTF G ] H ] CPUI IBWF BO FRVBM SBUF PG DIBOHF>
 " DBS JT ESJWFO BU B DPOTUBOU TQFFE TUBSUJOH BU OPPO 8IJDI PG UIF GPMMPXJOH DPVME CF B
HSBQI PG UIF EJTUBODF UIF DBS IBT USBWFMFE BT B GVODUJPO PG UJNF QBTU OPPO 
   
   
КHVSF 
 " CVOHFF KVNQFS EJWFT GSPN B UPXFS BU UJNF t ! 0 )FS IFJHIU h 	NFBTVSFE JO GFFU
 BU
UJNF t 	JO TFDPOET
 JT HJWFO CZ UIF HSBQI JO 'JHVSF  *O UIJT QSPCMFN ZPV NBZ CBTF
ZPVS BOTXFST PO FTUJNBUFT GSPN UIF HSBQI PS VTF UIF GBDU UIBU UIF KVNQFSɒT IFJHIU GVODUJPO
JT HJWFO CZ s(t) ! 100 cos(0.75t) · e−0.2t + 100
B 8IBU JT UIF DIBOHF JO WFSUJDBM QPTJUJPO PG UIF CVOHFF KVNQFS CFUXFFO t ! 0 BOE t ! 15 

 )PX EP XF NFBTVSF WFMPDJUZ 
C &TUJNBUF UIF KVNQFSɒT BWFSBHF WFMPDJUZ PO FBDI PG UIF GPMMPXJOH UJNF JOUFSWBMT [0, 15]
[0, 2] [1, 6] BOE [8, 10] *ODMVEF VOJUT PO ZPVS BOTXFST
5 10 15 20
50
100
150
200
s
t
D 0OXIBU UJNF JOUFSWBM	T
 EP ZPV UIJOL UIF CVOHFF
KVNQFS BDIJFWFT IFS HSFBUFTU BWFSBHF WFMPDJUZ 
8IZ 
E &TUJNBUF UIF KVNQFSɒT JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ BU
t ! 5 4IPX ZPVS XPSL BOE FYQMBJO ZPVS SFBTPO
JOH BOE JODMVEF VOJUT PO ZPVS BOTXFS
F "NPOH UIF BWFSBHF BOE JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUJFT
ZPV DPNQVUFE JO FBSMJFS RVFTUJPOT XIJDI BSF
QPTJUJWF BOEXIJDI BSF OFHBUJWF 8IBU EPFT OFH
BUJWF WFMPDJUZ JOEJDBUF 
'JHVSF  " CVOHFF KVNQFSɒT IFJHIU GVODUJPO
 " EJWFS MFBQT GSPN B  NFUFS TQSJOHCPBSE )JT GFFU MFBWF UIF CPBSE BU UJNF t ! 0 IF
SFBDIFT IJT NBYJNVN IFJHIU PG  N BU t ! 1.1 TFDPOET BOE FOUFST UIF XBUFS BU t ! 2.45
0ODF JO UIF XBUFS UIF EJWFS DPBTUT UP UIF CPUUPN PG UIF QPPM 	EFQUI  N
 UPVDIFT CPUUPN
BU t ! 7 SFTUT GPS POF TFDPOE BOE UIFO QVTIFT PЙ UIF CPUUPN 'SPN UIFSF IF DPBTUT UP UIF
TVSGBDF BOE UBLFT IJT КSTU CSFBUI BU t ! 13
B -FU s(t) EFOPUF UIF GVODUJPO UIBU HJWFT UIF IFJHIU PG UIF EJWFSɒT GFFU 	JO NFUFST
 BCPWF
UIF XBUFS BU UJNF t 	/PUF UIBU UIF ɔIFJHIUɕ PG UIF CPUUPN PG UIF QPPM JT −3.5 NFUFST

4LFUDI B DBSFGVMMZ MBCFMFE HSBQI PG s(t) PO UIF QSPWJEFE BYFT JO 'JHVSF  *ODMVEF
TDBMF BOE VOJUT PO UIF WFSUJDBM BYJT #F BT EFUBJMFE BT QPTTJCMF
2 4 6 8 10 12
s
t
2 4 6 8 10 12
v
t
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH s(t) JO
QBSU 	B

'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH v(t) JO
QBSU 	D


$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
C #BTFE PO ZPVS HSBQI JO 	B
 XIBU JT UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF EJWFS CFUXFFO t ! 2.45
BOE t ! 7 *T IJT BWFSBHF WFMPDJUZ UIF TBNF PO FWFSZ UJNF JOUFSWBM XJUIJO [2.45, 7] 
D -FU UIF GVODUJPO v(t) SFQSFTFOU UIF JOTUBOUBOFPVT WFSUJDBM WFMPDJUZ PG UIF EJWFS BU UJNF t
	JF UIF TQFFE BU XIJDI UIF IFJHIU GVODUJPO s(t) JT DIBOHJOH OPUF UIBU WFMPDJUZ JO UIF
VQXBSE EJSFDUJPO JT QPTJUJWF XIJMF UIF WFMPDJUZ PG B GBMMJOH PCKFDU JT OFHBUJWF
 #BTFE
PO ZPVS VOEFSTUBOEJOH PG UIF EJWFSɒT CFIBWJPS BT XFMM BT ZPVS HSBQI PG UIF QPTJUJPO
GVODUJPO TLFUDI B DBSFGVMMZ MBCFMFE HSBQI PG v(t) PO UIF BYFT QSPWJEFE JO 'JHVSF 
*ODMVEF TDBMF BOE VOJUT PO UIF WFSUJDBM BYJT 8SJUF TFWFSBM TFOUFODFT UIBU FYQMBJO IPX
ZPV DPOTUSVDUFE ZPVS HSBQI EJTDVTTJOH XIFO ZPV FYQFDU v(t) UP CF [FSP QPTJUJWF OFH
BUJWF SFMBUJWFMZ MBSHF BOE SFMBUJWFMZ TNBMM
E *T UIFSF B DPOOFDUJPO CFUXFFO UIF UXP HSBQIT UIBU ZPV DBO EFTDSJCF 8IBU DBO ZPV TBZ
BCPVU UIF WFMPDJUZ HSBQI XIFO UIF IFJHIU GVODUJPO JT JODSFBTJOH EFDSFBTJOH .BLF BT
NBOZ PCTFSWBUJPOT BT ZPV DBO
 "DDPSEJOH UP UIF 64 DFOTVT UIF QPQVMBUJPO PG UIF DJUZ PG (SBOE 3BQJET .* XBT 
JO   JO  BOE  JO 
B #FUXFFO  BOE  CZ IPX NBOZ QFPQMF EJE UIF QPQVMBUJPO PG (SBOE 3BQJET
HSPX 
C *O BO BWFSBHF ZFBS CFUXFFO  BOE  CZ IPX NBOZ QFPQMF EJE UIF QPQVMBUJPO PG
(SBOE 3BQJET HSPX 
D +VTU MJLF XF DBO КOE UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG B NPWJOH CPEZ CZ DPNQVUJOH DIBOHF JO
QPTJUJPO PWFS DIBOHF JO UJNF XF DBO DPNQVUF UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG BOZ GVODUJPO
f  *O QBSUJDVMBS UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG B GVODUJPO f PWFS BO JOUFSWBM [a , b] JT UIF
RVPUJFOU
f (b) − f (a)
b − a .
8IBU EPFT UIF RVBOUJUZ f (b)− f (a)b−a NFBTVSF PO UIF HSBQI PG y ! f (x) PWFS UIF JOUFSWBM[a , b] 
E -FU P(t) SFQSFTFOU UIF QPQVMBUJPO PG (SBOE 3BQJET BU UJNF t XIFSF t JT NFBTVSFE JO
ZFBST GSPN +BOVBSZ   8IBU JT UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG P PO UIF JOUFSWBM
t ! 0 UP t ! 20 8IBU BSF UIF VOJUT PO UIJT RVBOUJUZ 
F *G XF BTTVNF UIF QPQVMBUJPO PG (SBOE 3BQJET JT HSPXJOH BU B SBUF PG BQQSPYJNBUFMZ 
QFS EFDBEF XF DBO NPEFM UIF QPQVMBUJPO GVODUJPO XJUI UIF GPSNVMB
P(t) ! 181843(1.04)t/10.
6TF UIJT GPSNVMB UP DPNQVUF UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG UIF QPQVMBUJPO PO UIF JOUFS
WBMT [5, 10] [5, 9] [5, 8] [5, 7] BOE [5, 6]
G )PX GBTU EP ZPV UIJOL UIF QPQVMBUJPO PG (SBOE 3BQJET XBT DIBOHJOH PO +BOVBSZ 
 4BJE EJЙFSFOUMZ BU XIBU SBUF EP ZPV UIJOL QFPQMF XFSF CFJOH BEEFE UP UIF QPQ
VMBUJPO PG (SBOE 3BQJET BT PG +BOVBSZ   )PX NBOZ BEEJUJPOBM QFPQMF TIPVME
UIF DJUZ IBWF FYQFDUFE JO UIF GPMMPXJOH ZFBS 8IZ 

 5IF OPUJPO PG MJNJU
 5IF OPUJPO PG MJNJU
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU JT UIF NBUIFNBUJDBM OPUJPO PG MJNJU BOE XIBU SPMF EP MJNJUT QMBZ JO UIF TUVEZ PG
GVODUJPOT 
ə 8IBU JT UIF NFBOJOH PG UIF OPUBUJPO limx→a f (x) ! L 
ə )PX EP XF HP BCPVU EFUFSNJOJOH UIF WBMVF PG UIF MJNJU PG B GVODUJPO BU B QPJOU 
ə )PX EP XF NBOJQVMBUF BWFSBHF WFMPDJUZ UP DPNQVUF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ 
'VODUJPOT BSF BU UIF IFBSU PG NBUIFNBUJDT B GVODUJPO JT B QSPDFTT PS SVMF UIBU BTTPDJBUFT FBDI
JOEJWJEVBM JOQVU UP FYBDUMZ POF DPSSFTQPOEJOH PVUQVU 4UVEFOUT MFBSO JO DPVSTFT QSJPS UP DBM
DVMVT UIBU UIFSF BSFNBOZ EJЙFSFOU XBZT UP SFQSFTFOU GVODUJPOT JODMVEJOH UISPVHI GPSNVMBT
HSBQIT UBCMFT BOE FWFOXPSET 'PS FYBNQMF UIF TRVBSJOH GVODUJPO DBO CF UIPVHIU PG JO BOZ
PG UIFTF XBZT *O XPSET UIF TRVBSJOH GVODUJPO UBLFT BOZ SFBM OVNCFS x BOE DPNQVUFT JUT
TRVBSF 5IF GPSNVMBJD BOE HSBQIJDBM SFQSFTFOUBUJPOT HP IBOE JO IBOE BT y ! f (x) ! x2 JT
POF PG UIF TJNQMFTU DVSWFT UP HSBQI 'JOBMMZ XF DBO BMTP QBSUJBMMZ SFQSFTFOU UIJT GVODUJPO
UISPVHI B UBCMF PG WBMVFT FTTFOUJBMMZ CZ MJTUJOH TPNF PG UIF PSEFSFE QBJST UIBU MJF PO UIF
DVSWF TVDI BT (−2, 4) (−1, 1) (0, 0) (1, 1) BOE (2, 4)
'VODUJPOT BSF FTQFDJBMMZ JNQPSUBOU JO DBMDVMVT CFDBVTF UIFZ PGUFONPEFM JNQPSUBOU QIFOPN
FOB ɏ UIF MPDBUJPO PG B NPWJOH PCKFDU BU B HJWFO UJNF UIF SBUF BU XIJDI BO BVUPNPCJMF JT
DPOTVNJOH HBTPMJOF BU B DFSUBJO WFMPDJUZ UIF SFBDUJPO PG B QBUJFOU UP UIF TJ[F PG B EPTF PG B
ESVH ɏ BOE DBMDVMVT DBO CF VTFE UP TUVEZ IPX UIFTF PVUQVU RVBOUJUJFT DIBOHF JO SFTQPOTF
UP DIBOHFT JO UIF JOQVU WBSJBCMF .PSFPWFS UIJOLJOH BCPVU DPODFQUT MJLF BWFSBHF BOE JO
TUBOUBOFPVT WFMPDJUZ MFBET VT OBUVSBMMZ GSPN BO JOJUJBM GVODUJPO UP B SFMBUFE TPNFUJNFT NPSF
DPNQMJDBUFE GVODUJPO "T POF FYBNQMF PG UIJT UIJOL BCPVU UIF GBMMJOH CBMM XIPTF QPTJUJPO
GVODUJPO JT HJWFO CZ s(t) ! 64−16t2 BOE UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF CBMM PO UIF JOUFSWBM [1, x]
0CTFSWF UIBU
AV[1,x] !
s(x) − s(1)
x − 1 !
(64 − 16x2) − (64 − 16)
x − 1 !
16 − 16x2
x − 1 .
5XP UIJOHT BSF FTTFOUJBM UP OPUF UIJT BWFSBHF WFMPDJUZ EFQFOET PO x 	AV[1,x] JT B GVODUJPO PG x

BOE PVSNPTU GPDVTFE JOUFSFTU JO UIJT GVODUJPO PDDVST OFBS x ! 1 XIJDI JT XIFSF UIF GVODUJPO
JT OPU EFКOFE 4BJE EJЙFSFOUMZ UIF GVODUJPO !(x) ! 16−16x2x−1 UFMMT VT UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF
CBMM PO UIF JOUFSWBM GSPN t ! 1 UP t ! x BOE JG XF BSF JOUFSFTUFE JO UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ
PG UIF CBMM XIFO t ! 1 XFɒE MJLF UP LOPX XIBU IBQQFOT UP !(x) BT x HFUT DMPTFS BOE DMPTFS UP
1 "U UIF TBNF UJNF !(1) JT OPU EFКOFE CFDBVTF JU MFBET UP UIF RVPUJFOU 0/0
5IJT JT XIFSF UIF JEFB PG MJNJUT DPNFT JO #Z VTJOH B MJNJU XFɒMM CF BCMF UP BMMPX x UP HFU
BSCJUSBSJMZ DMPTF CVU OPU FRVBM UP 1 BOE GVMMZ VOEFSTUBOE UIF CFIBWJPS PG !(x) OFBS UIJT WBMVF
8FɒMM EFWFMPQ LFZ MBOHVBHF OPUBUJPO BOE DPODFQUVBM VOEFSTUBOEJOH JOXIBU GPMMPXT CVU GPS

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
OPX XF DPOTJEFS B QSFMJNJOBSZ BDUJWJUZ UIBU VTFT UIF HSBQIJDBM JOUFSQSFUBUJPO PG B GVODUJPO
UP FYQMPSF QPJOUT PO B HSBQI XIFSF JOUFSFTUJOH CFIBWJPS PDDVST
1SFWJFX "DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU ! JT UIF GVODUJPO HJWFO CZ UIF HSBQI CFMPX 6TF
UIF HSBQI UP BOTXFS FBDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT
B %FUFSNJOF UIF WBMVFT !(−2) !(−1)
!(0) !(1) BOE !(2) JG EFКOFE *G
UIF GVODUJPO WBMVF JT OPU EFКOFE
FYQMBJO XIBU GFBUVSF PG UIF HSBQI
UFMMT ZPV UIJT
C 'PS FBDI PG UIF WBMVFT a ! −1 a ! 0
BOE a ! 2 DPNQMFUF UIF GPMMPX
JOH TFOUFODF ɔ"T x HFUT DMPTFS BOE
DMPTFS 	CVU OPU FRVBM
 UP a !(x) HFUT
BT DMPTF BT XF XBOU UP ɕ
D 8IBU IBQQFOT BT x HFUT DMPTFS BOE
DMPTFS 	CVU OPU FRVBM
 UP a ! 1 
%PFT UIF GVODUJPO !(x) HFU BT DMPTF
BT XF XPVME MJLF UP B TJOHMF WBMVF 
-2 -1 1 2 3
-1
1
2
3
g
'JHVSF  (SBQI PG y ! !(x) GPS 1SF
WJFX "DUJWJUZ 
 5IF /PUJPO PG -JNJU
-JNJUT DBO CF UIPVHIU PG BT B XBZ UP TUVEZ UIF UFOEFODZ PS USFOE PG B GVODUJPO BT UIF JOQVU
WBSJBCMF BQQSPBDIFT B КYFE WBMVF PS FWFO BT UIF JOQVU WBSJBCMF JODSFBTFT PS EFDSFBTFT XJUI
PVU CPVOE 8F QVU PЙ UIF TUVEZ PG UIF MBUUFS JEFB VOUJM GVSUIFS BMPOH JO UIF DPVSTF XIFO
XF XJMM IBWF TPNF IFMQGVM DBMDVMVT UPPMT GPS VOEFSTUBOEJOH UIF FOE CFIBWJPS PG GVODUJPOT
)FSF XF GPDVT PO XIBU JU NFBOT UP TBZ UIBU ɔB GVODUJPO f IBT MJNJU L BT x BQQSPBDIFT aɕ 5P
CFHJO XF UIJOL BCPVU B SFDFOU FYBNQMF
*O 1SFWJFX "DUJWJUZ  XF TBX UIBU GPS UIF HJWFO GVODUJPO ! BT x HFUT DMPTFS BOE DMPTFS
	CVU OPU FRVBM
 UP  !(x) HFUT BT DMPTF BT XF XBOU UP UIF WBMVF  "U КSTU UIJT NBZ GFFM
DPVOUFSJOUVJUJWF CFDBVTF UIF WBMVF PG !(0) JT 1 OPU 4 #Z UIFJS WFSZ EFКOJUJPO MJNJUT SFHBSE
UIF CFIBWJPS PG B GVODUJPO BSCJUSBSJMZ DMPTF UP B КYFE JOQVU CVU UIF WBMVF PG UIF GVODUJPO BU UIF
КYFE JOQVU EPFT OPU NBUUFS .PSF GPSNBMMZy XF TBZ UIF GPMMPXJOH
y8IBU GPMMPXT IFSF JT OPU XIBU NBUIFNBUJDJBOT DPOTJEFS UIF GPSNBM EFКOJUJPO PG B MJNJU 5P CF DPNQMFUFMZ QSFDJTF
JU JT OFDFTTBSZ UP RVBOUJGZ CPUI XIBU JU NFBOT UP TBZ ɔBT DMPTF UP L BT XF MJLFɕ BOE ɔTVМDJFOUMZ DMPTF UP aɕ 5IBU
DBO CF BDDPNQMJTIFE UISPVHI XIBU JT USBEJUJPOBMMZ DBMMFE UIF FQTJMPOEFMUB EFКOJUJPO PG MJNJUT 5IF EFКOJUJPO

 5IF OPUJPO PG MJNJU
%FКOJUJPO  (JWFO B GVODUJPO f  B КYFE JOQVU x ! a BOE B SFBM OVNCFS L XF TBZ UIBU
f IBT MJNJU L BT x BQQSPBDIFT a BOE XSJUF
lim
x→a f (x) ! L
QSPWJEFE UIBU XF DBO NBLF f (x) BT DMPTF UP L BT XF MJLF CZ UBLJOH x TVМDJFOUMZ DMPTF 	CVU
OPU FRVBM
 UP a *G XF DBOOPU NBLF f (x) BT DMPTF UP B TJOHMF WBMVF BT XF XPVME MJLF BT x
BQQSPBDIFT a UIFO XF TBZ UIBU f EPFT OPU IBWF B MJNJU BT x BQQSPBDIFT a
'PS UIF GVODUJPO ! QJDUVSFE JO 'JHVSF  XF DBO NBLF UIF GPMMPXJOH PCTFSWBUJPOT
lim
x→−1 !(x) ! 3, limx→0 !(x) ! 4, BOE limx→2 !(x) ! 1,
CVU ! EPFT OPU IBWF B MJNJU BT x → 1 8IFO XPSLJOH HSBQIJDBMMZ JU TVМDFT UP BTL JG UIF
GVODUJPO BQQSPBDIFT B TJOHMF WBMVF GSPN FBDI TJEF PG UIF КYFE JOQVU XIJMF VOEFSTUBOEJOH
UIBU UIF GVODUJPO WBMVF SJHIU BU UIF КYFE JOQVU JT JSSFMFWBOU 5IJT SFBTPOJOH FYQMBJOT UIF
WBMVFT PG UIF КSTU UISFF TUBUFE MJNJUT *O B TJUVBUJPO TVDI BT UIF KVNQ JO UIF HSBQI PG ! BU
x ! 1 UIF JTTVF JT UIBU JG XF BQQSPBDI x ! 1 GSPN UIF MFGU UIF GVODUJPO WBMVFT UFOE UP HFU
BT DMPTF UP  BT XFɒE MJLF CVU JG XF BQQSPBDI x ! 1 GSPN UIF SJHIU UIF GVODUJPO WBMVFT HFU
BT DMPTF UP  BT XFɒE MJLF BOE UIFSF JT OP TJOHMF OVNCFS UIBU BMM PG UIFTF GVODUJPO WBMVFT
BQQSPBDI 5IJT JT XIZ UIF MJNJU PG ! EPFT OPU FYJTU BU x ! 1
'PS BOZ GVODUJPO f  UIFSF BSF UZQJDBMMZ UISFF XBZT UP BOTXFS UIF RVFTUJPO ɔEPFT f IBWF B
MJNJU BU x ! a BOE JG TP XIBU JT UIF MJNJU ɕ 5IF КSTU JT UP SFBTPO HSBQIJDBMMZ BT XF IBWF KVTU
EPOF XJUI UIF FYBNQMF GSPN 1SFWJFX "DUJWJUZ  *G XF IBWF B GPSNVMB GPS f (x) UIFSF BSF
UXP BEEJUJPOBM QPTTJCJMJUJFT 	
 FWBMVBUF UIF GVODUJPO BU B TFRVFODF PG JOQVUT UIBU BQQSPBDI
a PO FJUIFS TJEF UZQJDBMMZ VTJOH TPNF TPSU PG DPNQVUJOH UFDIOPMPHZ BOE BTL JG UIF TFRVFODF
PG PVUQVUT TFFNT UP BQQSPBDI B TJOHMF WBMVF 	
 VTF UIF BMHFCSBJD GPSN PG UIF GVODUJPO UP
VOEFSTUBOE UIF USFOE JO JUT PVUQVU BT UIF JOQVU WBMVFT BQQSPBDI a 5IF КSTU BQQSPBDI POMZ
QSPEVDFT BO BQQSPYJNBUJPO PG UIF WBMVF PG UIF MJNJU XIJMF UIF MBUUFS DBO PGUFO CF VTFE UP
EFUFSNJOF UIF MJNJU FYBDUMZ 5IF GPMMPXJOH FYBNQMF EFNPOTUSBUFT CPUI PG UIFTF BQQSPBDIFT
XIJMF BMTP VTJOH UIF HSBQIT PG UIF SFTQFDUJWF GVODUJPOT UP IFMQ DPOКSN PVS DPODMVTJPOT
&YBNQMF  	-JNJUT PG 5XP 'VODUJPOT
 'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH GVODUJPOT XFɒE MJLF UP
LOPXXIFUIFS PS OPU UIF GVODUJPO IBT B MJNJU BU UIF TUBUFE aWBMVFT 6TF CPUI OVNFSJDBM BOE
BMHFCSBJD BQQSPBDIFT UP JOWFTUJHBUF BOE JG QPTTJCMF FTUJNBUF PS EFUFSNJOF UIF WBMVF PG UIF
MJNJU $PNQBSF UIF SFTVMUT XJUI B DBSFGVM HSBQI PG UIF GVODUJPO PO BO JOUFSWBM DPOUBJOJOH UIF
QPJOUT PG JOUFSFTU
B f (x) ! 4−x2x+2  a ! −1 a ! −2 C !(x) ! sin
!
π
x
" a ! 3 a ! 0
4PMVUJPO 8F КSTU DPOTUSVDU B HSBQI PG f BMPOH XJUI UBCMFT PG WBMVFT OFBS a ! −1 BOE
a ! −2
QSFTFOUFE IFSF JT TVМDJFOU GPS UIF QVSQPTFT PG UIJT UFYU

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
x f (x)
−0.9 2.9
−0.99 2.99
−0.999 2.999
−0.9999 2.9999
−1.1 3.1
−1.01 3.01
−1.001 3.001
−1.0001 3.0001
x f (x)
−1.9 3.9
−1.99 3.99
−1.999 3.999
−1.9999 3.9999
−2.1 4.1
−2.01 4.01
−2.001 4.001
−2.0001 4.0001
-3 -1 1
1
3
5
f
5BCMF  5BCMF PG
f WBMVFT OFBS x ! −1
5BCMF  5BCMF PG
f WBMVFT OFBS x ! −2
'JHVSF  1MPU PG f (x) PO [−4, 2]
'SPN 5BCMF  JU BQQFBST UIBU XF DBO NBLF f BT DMPTF BT XF XBOU UP  CZ UBLJOH x TVМ
DJFOUMZ DMPTF UP −1 XIJDI TVHHFTUT UIBU limx→−1 f (x) ! 3 5IJT JT BMTP DPOTJTUFOU XJUI UIF
HSBQI PG f  5P TFF UIJT B CJU NPSF SJHPSPVTMZ BOE GSPN BO BMHFCSBJD QPJOU PG WJFX DPO
TJEFS UIF GPSNVMB GPS f  f (x) ! 4−x2x+2  5IF OVNFSBUPS BOE EFOPNJOBUPS BSF FBDI QPMZOP
NJBM GVODUJPOT XIJDI BSF BNPOH UIF NPTU XFMMCFIBWFE GVODUJPOT UIBU FYJTU 'PSNBMMZ TVDI
GVODUJPOT BSF DPOUJOVPVTr XIJDI NFBOT UIBU UIF MJNJU PG UIF GVODUJPO BU BOZ QPJOU JT FRVBM
UP JUT GVODUJPO WBMVF )FSF JU GPMMPXT UIBU BT x → −1 (4 − x2) → (4 − (−1)2) ! 3 BOE
(x + 2) → (−1 + 2) ! 1 TP BT x → −1 UIF OVNFSBUPS PG f UFOET UP  BOE UIF EFOPNJOBUPS
UFOET UP  IFODF limx→−1 f (x) ! 31 ! 3
5IF TJUVBUJPO JT NPSF DPNQMJDBUFE XIFO x → −2 EVF JO QBSU UP UIF GBDU UIBU f (−2) JT OPU
EFКOFE *G XF BUUFNQU UP VTF B TJNJMBS BMHFCSBJD BSHVNFOU SFHBSEJOH UIF OVNFSBUPS BOE
EFOPNJOBUPS XF PCTFSWF UIBU BT x → −2 (4−x2) → (4−(−2)2) ! 0 BOE (x+2) → (−2+2) ! 0
TP BT x → −2 UIF OVNFSBUPS PG f UFOET UP  BOE UIF EFOPNJOBUPS UFOET UP  8F DBMM 0/0 BO
JOEFUFSNJOBUF GPSN BOEXJMM SFWJTJU TFWFSBM JNQPSUBOU JTTVFT TVSSPVOEJOH TVDI RVBOUJUJFT MBUFS
JO UIF DPVSTF 'PS OPX XF TJNQMZ PCTFSWF UIBU UIJT UFMMT VT UIFSF JT TPNFIPX NPSF XPSL UP
EP 'SPN 5BCMF  BOE 'JHVSF  JU BQQFBST UIBU f TIPVME IBWF B MJNJU PG 4 BU x ! −2 5P
TFF BMHFCSBJDBMMZ XIZ UIJT JT UIF DBTF MFUɒT XPSL EJSFDUMZ XJUI UIF GPSN PG f (x) 0CTFSWF UIBU
lim
x→−2 f (x) ! limx→−2
4 − x2
x + 2
! lim
x→−2
(2 − x)(2 + x)
x + 2 .
"U UIJT QPJOU JU JT JNQPSUBOU UP PCTFSWF UIBU TJODF XF BSF UBLJOH UIF MJNJU BT x → −2 XF BSF
DPOTJEFSJOH x WBMVFT UIBU BSF DMPTF CVU OPU FRVBM UP −2 4JODF XF OFWFS BDUVBMMZ BMMPX x UP
FRVBM −2 UIF RVPUJFOU 2+xx+2 IBT WBMVF  GPS FWFSZ QPTTJCMF WBMVF PG x 5IVT XF DBO TJNQMJGZ
r4FF 4FDUJPO  GPS NPSF PO UIF OPUJPO PG DPOUJOVJUZ

 5IF OPUJPO PG MJNJU
UIF NPTU SFDFOU FYQSFTTJPO BCPWF BOE OPX КOE UIBU
lim
x→−2 f (x) ! limx→−2 2 − x.
#FDBVTF 2 − x JT TJNQMZ B MJOFBS GVODUJPO UIJT MJNJU JT OPX FBTZ UP EFUFSNJOF BOE JUT WBMVF
DMFBSMZ JT 4 5IVT GSPN TFWFSBM QPJOUT PG WJFX XFɒWF TFFO UIBU limx→−2 f (x) ! 4.
/FYU XF UVSO UP UIF GVODUJPO ! BOE DPOTUSVDU UXP UBCMFT BOE B HSBQI
x !(x)
2.9 0.84864
2.99 0.86428
2.999 0.86585
2.9999 0.86601
3.1 0.88351
3.01 0.86777
3.001 0.86620
3.0001 0.86604
x !(x)
−0.1 0
−0.01 0
−0.001 0
−0.0001 0
0.1 0
0.01 0
0.001 0
0.0001 0
-3 -1 1 3
-2
2
g
5BCMF  5BCMF PG
! WBMVFT OFBS x ! 3
5BCMF  5BCMF PG
! WBMVFT OFBS x ! 0
'JHVSF  1MPU PG !(x) PO [−4, 4]
'JSTU BT x → 3 JU BQQFBST GSPN UIF EBUB 	BOE UIF HSBQI
 UIBU UIF GVODUJPO JT BQQSPBDIJOH
BQQSPYJNBUFMZ 0.866025 5P CF QSFDJTF XF IBWF UP VTF UIF GBDU UIBU πx → π3  BOE UIVT XF КOE
UIBU !(x) ! sin(πx ) → sin(π3 ) BT x → 3 5IF FYBDU WBMVF PG sin(π3 ) JT
√
3
2  XIJDI JT BQQSPYJ
NBUFMZ  5IVT XF TFF UIBU
lim
x→3 !(x) !
√
3
2 .
"T x → 0 XF PCTFSWF UIBU πx EPFT OPU CFIBWF JO BO FMFNFOUBSZ XBZ 8IFO x JT QPTJUJWF BOE
BQQSPBDIJOH [FSP XF BSF EJWJEJOH CZ TNBMMFS BOE TNBMMFS QPTJUJWF WBMVFT BOE πx JODSFBTFT
XJUIPVU CPVOE 8IFO x JT OFHBUJWF BOE BQQSPBDIJOH [FSP πx EFDSFBTFT XJUIPVU CPVOE *O
UIJT TFOTF BT XF HFU DMPTF UP x ! 0 UIF JOQVUT UP UIF TJOF GVODUJPO BSF HSPXJOH SBQJEMZ
BOE UIJT MFBET UP XJME PTDJMMBUJPOT JO UIF HSBQI PG ! *U JT BO JOTUSVDUJWF FYFSDJTF UP QMPU UIF
GVODUJPO !(x) ! sin !πx " XJUI B HSBQIJOH VUJMJUZ BOE UIFO [PPN JO PO x ! 0 %PJOH TP TIPXT
UIBU UIF GVODUJPO OFWFS TFUUMFT EPXO UP B TJOHMF WBMVF OFBS UIF PSJHJO BOE TVHHFTUT UIBU !
EPFT OPU IBWF B MJNJU BU x ! 0
)PX EP XF SFDPODJMF UIJT XJUI UIF SJHIUIBOE UBCMF BCPWF XIJDI TFFNT UP TVHHFTU UIBU UIF
MJNJU PG ! BT x BQQSPBDIFT 0 NBZ JO GBDU CF 0 )FSF XF OFFE UP SFDPHOJ[F UIBU UIF EBUB
NJTMFBET VT CFDBVTF PG UIF TQFDJBM OBUVSF PG UIF TFRVFODF {0.1, 0.01, 0.001, . . .} XIFO XF
FWBMVBUF !(10−k) XF HFU !(10−k) ! sin ( π10−k ) ! sin(10kπ) ! 0 GPS FBDI QPTJUJWF JOUFHFS WBMVF
PG k #VU JGXF UBLF B EJЙFSFOU TFRVFODF PG WBMVFT BQQSPBDIJOH [FSP TBZ {0.3, 0.03, 0.003, . . .}
UIFO XF КOE UIBU
!(3 · 10−k) ! sin
( π
3 · 10−k
)
! sin
(
10kπ
3
)
!
√
3
2 ≈ 0.866025.

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
5IBU TFRVFODF PG EBUB XPVME TVHHFTU UIBU UIF WBMVF PG UIF MJNJU JT
√
3
2  $MFBSMZ UIF GVODUJPO
DBOOPU IBWF UXP EJЙFSFOU WBMVFT GPS UIF MJNJU BOE UIJT TIPXT UIBU ! IBT OP MJNJU BT x → 0
"O JNQPSUBOU MFTTPO UP UBLF GSPN &YBNQMF  JT UIBU UBCMFT DBO CF NJTMFBEJOH XIFO EF
UFSNJOJOH UIF WBMVF PG B MJNJU 8IJMF B UBCMF PG WBMVFT JT VTFGVM GPS JOWFTUJHBUJOH UIF QPTTJCMF
WBMVF PG B MJNJU XF TIPVME BMTP VTF PUIFS UPPMT UP DPOКSN UIF WBMVF JG XF UIJOL UIF UBCMF
TVHHFTUT UIF MJNJU FYJTUT
"DUJWJUZ  &TUJNBUF UIF WBMVF PG FBDI PG UIF GPMMPXJOH MJNJUT CZ DPOTUSVDUJOH BQQSP
QSJBUF UBCMFT PG WBMVFT 5IFO EFUFSNJOF UIF FYBDU WBMVF PG UIF MJNJU CZ VTJOH BMHFCSB UP
TJNQMJGZ UIF GVODUJPO 'JOBMMZ QMPU FBDI GVODUJPO PO BO BQQSPQSJBUF JOUFSWBM UP DIFDL
ZPVS SFTVMU WJTVBMMZ
B limx→1 x2−1x−1 C limx→0 (2+x)
3−8
x D limx→0
√
x+1−1
x
5IJT DPODMVEFT B SBUIFS MFOHUIZ JOUSPEVDUJPO UP UIF OPUJPO PG MJNJUT *U JT JNQPSUBOU UP SF
NFNCFS UIBU PVS QSJNBSZ NPUJWBUJPO GPS DPOTJEFSJOH MJNJUT PG GVODUJPOT DPNFT GSPN PVS
JOUFSFTU JO TUVEZJOH UIF SBUF PG DIBOHF PG B GVODUJPO 5P UIBU FOE XF DMPTF UIJT TFDUJPO CZ
SFWJTJUJOH PVS QSFWJPVT XPSL XJUI BWFSBHF BOE JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ BOE IJHIMJHIUJOH UIF
SPMF UIBU MJNJUT QMBZ
 *OTUBOUBOFPVT 7FMPDJUZ
4VQQPTF UIBU XF IBWF B NPWJOH PCKFDU XIPTF QPTJUJPO BU UJNF t JT HJWFO CZ B GVODUJPO s 8F
LOPX UIBU UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF PCKFDU PO UIF UJNF JOUFSWBM [a , b] JT AV[a ,b] ! s(b)−s(a)b−a .
8F EFКOF UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ BU a UP CF UIF MJNJU PG BWFSBHF WFMPDJUZ BT b BQQSPBDIFT a
/PUF QBSUJDVMBSMZ UIBU BT b → a UIF MFOHUI PG UIF UJNF JOUFSWBM HFUT TIPSUFS BOE TIPSUFS 	XIJMF
BMXBZT JODMVEJOH a
 *O 4FDUJPO  XF XJMM JOUSPEVDF B IFMQGVM TIPSUIBOE OPUBUJPO UP SFQ
SFTFOU UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF 'PS OPX XF XJMM XSJUF IVt!a GPS UIF JOTUBOUBOFPVT
WFMPDJUZ BU t ! a BOE UIVT
IVt!a ! lim
b→a AV[a ,b] ! limb→a
s(b) − s(a)
b − a .
&RVJWBMFOUMZ JG XF UIJOL PG UIF DIBOHJOH WBMVF b BT CFJOH PG UIF GPSN b ! a + h XIFSF h JT
TPNF TNBMM OVNCFS UIFO XF NBZ JOTUFBE XSJUF
IVt!a ! lim
h→0AV[a ,a+h] ! limh→0
s(a + h) − s(a)
h
.
"HBJO UIF NPTU JNQPSUBOU JEFB IFSF JT UIBU UP DPNQVUF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ XF UBLF B
MJNJU PG BWFSBHF WFMPDJUJFT BT UIF UJNF JOUFSWBM TISJOLT 5XP EJЙFSFOU BDUJWJUJFT PЙFS UIF PQ
QPSUVOJUZ UP JOWFTUJHBUF UIFTF JEFBT BOE UIF SPMF PG MJNJUT GVSUIFS

 5IF OPUJPO PG MJNJU
"DUJWJUZ  $POTJEFS B NPWJOH PCKFDU XIPTF QPTJUJPO GVODUJPO JT HJWFO CZ s(t) ! t2
XIFSF s JT NFBTVSFE JO NFUFST BOE t JT NFBTVSFE JO NJOVUFT
B %FUFSNJOF UIF NPTU TJNQMJКFE FYQSFTTJPO GPS UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF PCKFDU PO
UIF JOUFSWBM [3, 3 + h] XIFSF h > 0
C %FUFSNJOF UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF PCKFDU PO UIF JOUFSWBM [3, 3.2] *ODMVEF VOJUT
PO ZPVS BOTXFS
D %FUFSNJOF UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG UIF PCKFDU XIFO t ! 3 *ODMVEF VOJUT PO
ZPVS BOTXFS
5IF DMPTJOH BDUJWJUZ PG UIJT TFDUJPO BTLT ZPV UP NBLF TPNF DPOOFDUJPOT BNPOH BWFSBHF WF
MPDJUZ JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ BOE TMPQFT PG DFSUBJO MJOFT
"DUJWJUZ  'PS UIF NPWJOH PCKFDU XIPTF QPTJUJPO s BU UJNF t JT HJWFO CZ UIF HSBQI
CFMPX BOTXFS FBDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT "TTVNF UIBU s JT NFBTVSFE JO GFFU BOE t
JT NFBTVSFE JO TFDPOET
B 6TF UIF HSBQI UP FTUJNBUF UIF BW
FSBHF WFMPDJUZ PG UIF PCKFDU PO FBDI
PG UIF GPMMPXJOH JOUFSWBMT [0.5, 1]
[1.5, 2.5] [0, 5] %SBX FBDI MJOF
XIPTF TMPQF SFQSFTFOUT UIF BWFSBHF
WFMPDJUZ ZPV TFFL
C )PX DPVME ZPV VTF BWFSBHF WFMPDJ
UJFT PS TMPQFT PG MJOFT UP FTUJNBUF UIF
JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG UIF PCKFDU
BU B КYFE UJNF 
D 6TF UIF HSBQI UP FTUJNBUF UIF JO
TUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG UIF PCKFDU
XIFO t ! 2 4IPVME UIJT JOTUBOUB
OFPVT WFMPDJUZ BU t ! 2 CF HSFBUFS
PS MFTT UIBO UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PO
[1.5, 2.5] UIBU ZPV DPNQVUFE JO 	B
 
8IZ 
1 3 5
1
3
5
t
s
'JHVSF  1MPU PG UIF QPTJUJPO GVOD
UJPO y ! s(t) JO "DUJWJUZ 

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
4VNNBSZ
ə -JNJUT FOBCMF VT UP FYBNJOF USFOET JO GVODUJPO CFIBWJPS OFBS B TQFDJКD QPJOU *O QBSUJD
VMBS UBLJOH B MJNJU BU B HJWFO QPJOU BTLT JG UIF GVODUJPO WBMVFT OFBSCZ UFOE UP BQQSPBDI
B QBSUJDVMBS КYFE WBMVF
ə 8IFO XF XSJUF limx→a f (x) ! L XF SFBE UIJT BT TBZJOH ɔUIF MJNJU PG f BT x BQQSPBDIFT
a JT Lɕ BOE UIJT NFBOT UIBU XF DBO NBLF UIF WBMVF PG f (x) BT DMPTF UP L BT XF XBOU CZ
UBLJOH x TVМDJFOUMZ DMPTF 	CVU OPU FRVBM
 UP a
ə *G XF EFTJSF UP LOPX limx→a f (x) GPS B HJWFO WBMVF PG a BOE B LOPXO GVODUJPO f  XF DBO
FTUJNBUF UIJT WBMVF GSPN UIF HSBQI PG f PS CZ HFOFSBUJOH B UBCMF PG GVODUJPO WBMVFT UIBU
SFTVMU GSPN B TFRVFODF PG xWBMVFT UIBU BSF DMPTFS BOE DMPTFS UP a *G XF XBOU UIF FYBDU
WBMVF PG UIF MJNJU XF OFFE UP XPSL XJUI UIF GVODUJPO BMHFCSBJDBMMZ BOE TFF JG XF DBO
VTF GBNJMJBS QSPQFSUJFT PG LOPXO CBTJD GVODUJPOT UP VOEFSTUBOE IPX EJЙFSFOU QBSUT PG
UIF GPSNVMB GPS f DIBOHF BT x → a
ə 5IF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG B NPWJOH PCKFDU BU B КYFE UJNF JT GPVOE CZ UBLJOH UIF
MJNJU PG BWFSBHF WFMPDJUJFT PG UIF PCKFDU PWFS TIPSUFS BOE TIPSUFS UJNF JOUFSWBMT UIBU BMM
DPOUBJO UIF UJNF PG JOUFSFTU
&YFSDJTFT
 6TF UIF КHVSF CFMPX XIJDI HJWFT B HSBQI PG UIF GVODUJPO f (x) UP HJWF WBMVFT GPS UIF
JOEJDBUFE MJNJUT *G B MJNJU EPFT OPU FYJTU FOUFS OPOF
	B
 lim
x→−2 f (x)  IFMQ 	MJNJUT

	C
 lim
x→0 f (x) 
	D
 lim
x→2 f (x) 
	E
 lim
x→4 f (x) 

 5IF OPUJPO PG MJNJU
 6TF B HSBQI UP FTUJNBUF UIF MJNJU
lim
θ→0
sin(5θ)
θ
.
/PUF θ JT NFBTVSFE JO SBEJBOT "MM BOHMFT XJMM CF JO SBEJBOT JO UIJT DMBTT VOMFTT PUIFSXJTF
TQFDJКFE
lim
θ→0
sin(5θ)
θ !
 'PS UIF GVODUJPO
f (x) !
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x2 − 4, 0 ≤ x < 1
2, x ! 1
2x − 5, 1 < x
VTF BMHFCSB UP КOE FBDI PG UIF GPMMPXJOH MJNJUT
lim
x→1+ f (x) !
lim
x→1− f (x) !
lim
x→1 f (x) !
	'PS FBDI FOUFS %/& JG UIF MJNJU EPFT OPU FYJTU

4LFUDI B HSBQI PG f (x) UP DPOКSN ZPVS BOTXFST
 &WBMVBUF UIF MJNJU
lim
x→−6
x2 − 36
x + 6
*G UIF MJNJU EPFT OPU FYJTU FOUFS %/&
-JNJU 
 $POTJEFS UIF GVODUJPO XIPTF GPSNVMB JT f (x) ! 16−x4x2−4 
B 8IBU JT UIF EPNBJO PG f  
C 6TF B TFRVFODF PG WBMVFT PG x OFBS a ! 2 UP FTUJNBUF UIF WBMVF PG limx→2 f (x), JG ZPV
UIJOL UIF MJNJU FYJTUT *G ZPV UIJOL UIF MJNJU EPFTOɒU FYJTU FYQMBJO XIZ
D 6TF BMHFCSB UP TJNQMJGZ UIF FYQSFTTJPO 16−x4x2−4 BOE IFODF XPSL UP FWBMVBUF limx→2 f (x)FYBDUMZ JG JU FYJTUT PS UP FYQMBJO IPX ZPVS XPSL TIPXT UIF MJNJU GBJMT UP FYJTU %JTDVTT
IPX ZPVS КOEJOHT DPNQBSF UP ZPVS SFTVMUT JO 	C

E 5SVF PS GBMTF f (2) ! −8 8IZ 
F 5SVF PS GBMTF 16−x4x2−4 ! −4−x2.8IZ )PX JT UIJT FRVBMJUZ DPOOFDUFE UP ZPVS XPSL BCPWFXJUI UIF GVODUJPO f  
G #BTFE PO BMM PG ZPVS XPSL BCPWF DPOTUSVDU BO BDDVSBUF MBCFMFE HSBQI PG y ! f (x)
PO UIF JOUFSWBM [1, 3] BOE XSJUF B TFOUFODF UIBU FYQMBJOT XIBU ZPV OPX LOPX BCPVU
limx→2 16−x
4
x2−4 

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
 -FU !(x) ! − |x+3|x+3 
B 8IBU JT UIF EPNBJO PG ! 
C 6TF B TFRVFODF PG WBMVFT OFBS a ! −3 UP FTUJNBUF UIF WBMVF PG limx→−3 !(x), JG ZPV UIJOL
UIF MJNJU FYJTUT *G ZPV UIJOL UIF MJNJU EPFTOɒU FYJTU FYQMBJO XIZ
D 6TF BMHFCSB UP TJNQMJGZ UIF FYQSFTTJPO |x+3|x+3 BOE IFODF XPSL UP FWBMVBUF limx→−3 !(x)
FYBDUMZ JG JU FYJTUT PS UP FYQMBJO IPX ZPVS XPSL TIPXT UIF MJNJU GBJMT UP FYJTU %JTDVTT
IPX ZPVS КOEJOHT DPNQBSF UP ZPVS SFTVMUT JO 	C
 	)JOU |a | ! a XIFOFWFS a ≥ 0 CVU
|a | ! −a XIFOFWFS a < 0

E 5SVF PS GBMTF !(−3) ! −1 8IZ 
F 5SVF PS GBMTF − |x+3|x+3 ! −1. 8IZ )PX JT UIJT FRVBMJUZ DPOOFDUFE UP ZPVS XPSL BCPWF
XJUI UIF GVODUJPO ! 
G #BTFE PO BMM PG ZPVS XPSL BCPWF DPOTUSVDU BO BDDVSBUF MBCFMFE HSBQI PG y ! !(x) PO
UIF JOUFSWBM [−4,−2] BOE XSJUF B TFOUFODF UIBU FYQMBJOT XIBU ZPV OPX LOPX BCPVU
limx→−3 !(x)
 'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH QSPNQUT TLFUDI B HSBQI PO UIF QSPWJEFE BYFT PG B GVODUJPO UIBU
IBT UIF TUBUFE QSPQFSUJFT
-3 3
-3
3
-3 3
-3
3
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH y ! f (x) JO 	B
 BOE y ! !(x) JO 	C

B y ! f (x) TVDI UIBU
ə f (−2) ! 2 BOE limx→−2 f (x) ! 1
ə f (−1) ! 3 BOE limx→−1 f (x) ! 3
ə f (1) JT OPU EFКOFE BOE limx→1 f (x) ! 0

 5IF OPUJPO PG MJNJU
ə f (2) ! 1 BOE limx→2 f (x) EPFT OPU FYJTU
C y ! !(x) TVDI UIBU
ə !(−2) ! 3 !(−1) ! −1 !(1) ! −2 BOE !(2) ! 3
ə "U x ! −2,−1, 1 BOE 2 ! IBT B MJNJU BOE JUT MJNJU FRVBMT UIF WBMVF PG UIF GVODUJPO
BU UIBU QPJOU
ə !(0) JT OPU EFКOFE BOE limx→0 !(x) EPFT OPU FYJTU
 "CVOHFF KVNQFS EJWFT GSPN B UPXFS BU UJNF t ! 0 )FS IFJHIU s JO GFFU BU UJNF t JO TFDPOET
JT HJWFO CZ s(t) ! 100 cos(0.75t) · e−0.2t + 100
B 8SJUF BO FYQSFTTJPO GPS UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF CVOHFF KVNQFS PO UIF JOUFSWBM [1, 1+
h]
C 6TF DPNQVUJOH UFDIOPMPHZ UP FTUJNBUF UIF WBMVF PG UIF MJNJU BT h → 0 PG UIF RVBOUJUZ
ZPV GPVOE JO 	B

D 8IBU JT UIF NFBOJOH PG UIF WBMVF PG UIF MJNJU JO 	C
 8IBU BSF JUT VOJUT 

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
 5IF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO BU B QPJOU
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX JT UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG B GVODUJPO PO B HJWFO JOUFSWBM EFКOFE BOE XIBU
EPFT UIJT RVBOUJUZ NFBTVSF 
ə )PX JT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG B GVODUJPO BU B QBSUJDVMBS QPJOU EFКOFE 
)PX JT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF MJOLFE UP BWFSBHF SBUF PG DIBOHF 
ə 8IBU JT UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO BU B HJWFO QPJOU 8IBU EPFT UIJT EFSJWBUJWF WBMVF
NFBTVSF )PX EP XF JOUFSQSFU UIF EFSJWBUJWF WBMVF HSBQIJDBMMZ 
ə )PX BSF MJNJUT VTFE GPSNBMMZ JO UIF DPNQVUBUJPO PG EFSJWBUJWFT 
"O JEFB UIBU TJUT BU UIF GPVOEBUJPOT PG DBMDVMVT JT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG B GVOD
UJPO 5IJT SBUF PG DIBOHF JT BMXBZT DPOTJEFSFE XJUI SFTQFDU UP DIBOHF JO UIF JOQVU WBSJBCMF
PGUFO BU B QBSUJDVMBS КYFE JOQVU WBMVF 5IJT JT B HFOFSBMJ[BUJPO PG UIF OPUJPO PG JOTUBOUBOFPVT
WFMPDJUZ BOE FTTFOUJBMMZ BMMPXT VT UP DPOTJEFS UIF RVFTUJPO ɔIPX EP XF NFBTVSF IPX GBTU
B QBSUJDVMBS GVODUJPO JT DIBOHJOH BU B HJWFO QPJOU ɕ 8IFO UIF PSJHJOBM GVODUJPO SFQSFTFOUT
UIF QPTJUJPO PG B NPWJOH PCKFDU UIJT JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF JT QSFDJTFMZ WFMPDJUZ BOE
NJHIU CF NFBTVSFE JO VOJUT TVDI BT GFFU QFS TFDPOE #VU JO PUIFS DPOUFYUT JOTUBOUBOFPVT
SBUF PG DIBOHF DPVME NFBTVSF UIF OVNCFS PG DFMMT BEEFE UP B CBDUFSJB DVMUVSF QFS EBZ UIF
OVNCFS PG BEEJUJPOBM HBMMPOT PG HBTPMJOF DPOTVNFE CZ HPJOH POF NJMF QFS BEEJUJPOBM NJMF
QFS IPVS JO B DBSɒT WFMPDJUZ PS UIF OVNCFS PG EPMMBST BEEFE UP B NPSUHBHF QBZNFOU GPS FBDI
QFSDFOUBHF JODSFBTF JO JOUFSFTU SBUF 3FHBSEMFTT PG UIF QSFTFODF PG B QIZTJDBM PS QSBDUJDBM
JOUFSQSFUBUJPO PG B GVODUJPO UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF NBZ BMTP CF JOUFSQSFUFE HFP
NFUSJDBMMZ JO DPOOFDUJPO UP UIF GVODUJPOɒT HSBQI BOE UIJT DPOOFDUJPO JT BMTP GPVOEBUJPOBM UP
NBOZ PG UIF NBJO JEFBT JO DBMDVMVT
*O XIBU GPMMPXT XF XJMM JOUSPEVDF UFSNJOPMPHZ BOE OPUBUJPO UIBU NBLFT JU FBTJFS UP UBML
BCPVU UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG B GVODUJPO BU B QPJOU *O BEEJUJPO KVTU BT JOTUBOUB
OFPVT WFMPDJUZ JT EFКOFE JO UFSNT PG BWFSBHF WFMPDJUZ UIF NPSF HFOFSBM JOTUBOUBOFPVT SBUF
PG DIBOHF XJMM CF DPOOFDUFE UP UIF NPSF HFOFSBM BWFSBHF SBUF PG DIBOHF 3FDBMM UIBU GPS B
NPWJOH PCKFDU XJUI QPTJUJPO GVODUJPO s JUT BWFSBHF WFMPDJUZ PO UIF UJNF JOUFSWBM t ! a UP
t ! a + h JT HJWFO CZ UIF RVPUJFOU
AV[a ,a+h] !
s(a + h) − s(a)
h
.
*O B TJNJMBS XBZ XF NBLF UIF GPMMPXJOH EFКOJUJPO GPS BO BSCJUSBSZ GVODUJPO y ! f (x).
%FКOJUJPO  'PS B GVODUJPO f  UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG f PO UIF JOUFSWBM [a , a + h]
JT HJWFO CZ UIF WBMVF
AV[a ,a+h] !
f (a + h) − f (a)
h
.

 5IF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO BU B QPJOU
&RVJWBMFOUMZ JG XF XBOU UP DPOTJEFS UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG f PO [a , b] XF DPNQVUF
AV[a ,b] !
f (b) − f (a)
b − a .
*U JT FTTFOUJBM UP VOEFSTUBOE IPX UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG f PO BO JOUFSWBM JT DPOOFDUFE
UP JUT HSBQI
1SFWJFX"DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU f JT UIF GVODUJPO HJWFO CZ UIF HSBQI CFMPX BOE UIBU
a BOE a + h BSF UIF JOQVU WBMVFT BT MBCFMFE PO UIF xBYJT 6TF UIF HSBQI JO 'JHVSF 
UP BOTXFS UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT
B -PDBUF BOE MBCFM UIF QPJOUT (a , f (a))
BOE (a + h , f (a + h)) PO UIF HSBQI
C $POTUSVDU B SJHIU USJBOHMF XIPTF
IZQPUFOVTF JT UIF MJOF TFHNFOU
GSPN (a , f (a)) UP (a + h , f (a + h))
8IBU BSF UIF MFOHUIT PG UIF SFTQFD
UJWF MFHT PG UIJT USJBOHMF 
D 8IBU JT UIF TMPQF PG UIF MJOF UIBU
DPOOFDUT UIF QPJOUT (a , f (a)) BOE
(a + h , f (a + h)) 
E 8SJUF B NFBOJOHGVM TFOUFODF UIBU
FYQMBJOT IPX UIF BWFSBHF SBUF PG
DIBOHF PG UIF GVODUJPO PO B HJWFO
JOUFSWBM BOE UIF TMPQF PG B SFMBUFE
MJOF BSF DPOOFDUFE
x
y
f
a a+h
'JHVSF  1MPU PG y ! f (x) GPS 1SFWJFX
"DUJWJUZ 
 5IF %FSJWBUJWF PG B 'VODUJPO BU B 1PJOU
+VTU BT XF EFКOFE JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ JO UFSNT PG BWFSBHF WFMPDJUZ XF OPX EFКOF UIF
JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG B GVODUJPO BU B QPJOU JO UFSNT PG UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF
PG UIF GVODUJPO f PWFS SFMBUFE JOUFSWBMT *O BEEJUJPO XF HJWF B TQFDJBM OBNF UP ɔUIF JOTUBOUB
OFPVT SBUF PG DIBOHF PG f BU aɕ DBMMJOH UIJT RVBOUJUZ ɔUIF EFSJWBUJWF PG f BU aɕ XJUI UIJT WBMVF
CFJOH SFQSFTFOUFE CZ UIF TIPSUIBOE OPUBUJPO f ′(a) 4QFDJКDBMMZ XF NBLF UIF GPMMPXJOH EFG
JOJUJPO
%FКOJUJPO  -FU f CF B GVODUJPO BOE x ! a B WBMVF JO UIF GVODUJPOɒT EPNBJO 8F EFКOF

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
UIF EFSJWBUJWF PG f XJUI SFTQFDU UP x FWBMVBUFE BU x ! a EFOPUFE f ′(a) CZ UIF GPSNVMB
f ′(a) ! lim
h→0
f (a + h) − f (a)
h
,
QSPWJEFE UIJT MJNJU FYJTUT
"MPVE XF SFBE UIF TZNCPM f ′(a) BT FJUIFS ɔ f QSJNF BU aɕ PS ɔUIF EFSJWBUJWF PG f FWBMVBUFE
BU x ! aɕ .VDI PG UIF OFYU TFWFSBM DIBQUFST XJMM CF EFWPUFE UP VOEFSTUBOEJOH DPNQVUJOH
BQQMZJOH BOE JOUFSQSFUJOH EFSJWBUJWFT 'PS OPX XF PCTFSWF UIF GPMMPXJOH JNQPSUBOU UIJOHT
/PUF 
ə 5IF EFSJWBUJWF PG f BU UIF WBMVF x ! a JT EFКOFE BT UIF MJNJU PG UIF BWFSBHF SBUF PG
DIBOHF PG f PO UIF JOUFSWBM [a , a + h] BT h → 0 *U JT QPTTJCMF GPS UIJT MJNJU OPU UP FYJTU
TP OPU FWFSZ GVODUJPO IBT B EFSJWBUJWF BU FWFSZ QPJOU
ə 8F TBZ UIBU B GVODUJPO UIBU IBT B EFSJWBUJWF BU x ! a JT EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a
ə 5IF EFSJWBUJWF JT B HFOFSBMJ[BUJPO PG UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG B QPTJUJPO GVODUJPO
XIFO y ! s(t) JT B QPTJUJPO GVODUJPO PG B NPWJOH CPEZ s′(a) UFMMT VT UIF JOTUBOUBOFPVT
WFMPDJUZ PG UIF CPEZ BU UJNF t ! a
ə #FDBVTF UIF VOJUT PO f (a+h)− f (a)h BSF ɔVOJUT PG f QFS VOJU PG xɕ UIF EFSJWBUJWF IBT UIFTF
WFSZ TBNF VOJUT 'PS JOTUBODF JG s NFBTVSFT QPTJUJPO JO GFFU BOE t NFBTVSFT UJNF JO
TFDPOET UIF VOJUT PO s′(a) BSF GFFU QFS TFDPOE
ə #FDBVTF UIF RVBOUJUZ f (a+h)− f (a)h SFQSFTFOUT UIF TMPQF PG UIF MJOF UISPVHI (a , f (a)) BOE(a+h , f (a+h)) XIFO XF DPNQVUF UIF EFSJWBUJWF XF BSF UBLJOH UIF MJNJU PG B DPMMFDUJPO
PG TMPQFT PG MJOFT BOE UIVT UIF EFSJWBUJWF JUTFMG SFQSFTFOUT UIF TMPQF PG B QBSUJDVMBSMZ
JNQPSUBOU MJOF
8IJMF BMM PG UIF BCPWF JEFBT BSF JNQPSUBOU BOE XF XJMM BEE EFQUI BOE QFSTQFDUJWF UP UIFN
UISPVHI BEEJUJPOBM UJNF BOE TUVEZ GPS OPX JU JT NPTU FTTFOUJBM UP SFDPHOJ[F IPX UIF EFSJWB
UJWF PG B GVODUJPO BU B HJWFO WBMVF SFQSFTFOUT UIF TMPQF PG B DFSUBJO MJOF 5IVT XF FYQBOE
VQPO UIF MBTU CVMMFU JUFN BCPWF
"T XF NPWF GSPN BO BWFSBHF SBUF PG DIBOHF UP BO JOTUBOUBOFPVT POF XF DBO UIJOL PG POF
QPJOU BT ɔTMJEJOH UPXBSETɕ BOPUIFS *O QBSUJDVMBS QSPWJEFE UIF GVODUJPO IBT B EFSJWBUJWF BU
(a , f (a)) UIF QPJOU (a + h , f (a + h)) XJMM BQQSPBDI (a , f (a)) BT h → 0 #FDBVTF UIJT QSPDFTT PG
UBLJOH B MJNJU JT B EZOBNJD POF JU DBO CF IFMQGVM UP VTF DPNQVUJOH UFDIOPMPHZ UP WJTVBMJ[F
XIBU UIF MJNJU JT BDDPNQMJTIJOH 8IJMF UIFSF BSF NBOZ EJЙFSFOU PQUJPOT POF PG UIF CFTU JT B
KBWB BQQMFU JO XIJDI UIF VTFS JT BCMF UP DPOUSPM UIF QPJOU UIBU JT NPWJOH 'PS B IFMQGVM DPMMFD
UJPO PG FYBNQMFT DPOTJEFS UIF XPSL PG %BWJE "VTUJO PG (SBOE 7BMMFZ 4UBUF 6OJWFSTJUZ BOE
UIJT QBSUJDVMBSMZ SFMFWBOU FYBNQMF 'PS BQQMFUT UIBU IBWF CFFO CVJMU JO (FPHFCSBy TFF .BSD
3FOBVMUɒT MJCSBSZ WJB 4IJQQFOTCVSH 6OJWFSTJUZ XJUI UIJT FYBNQMF CFJOH FTQFDJBMMZ КUUJOH GPS
PVS XPSL JO UIJT TFDUJPO
y:PV DBO FWFO DPOTJEFS CVJMEJOH ZPVS PXO FYBNQMFT UIF GBOUBTUJD QSPHSBN (FPHFCSB JT BWBJMBCMF GPS GSFF EPXO
MPBE BOE JT FBTZ UP MFBSO BOE VTF

 5IF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO BU B QPJOU
*O 'JHVSF  XF QSPWJEF B TFRVFODF PG КHVSFT XJUI TFWFSBM EJЙFSFOU MJOFT UISPVHI UIF
QPJOUT (a , f (a)) BOE (a + h , f (a + h)) UIBU BSF HFOFSBUFE CZ EJЙFSFOU WBMVFT PG h 5IFTF MJOFT
	TIPXO JO UIF КSTU UISFF КHVSFT JONBHFOUB
 BSF PGUFO DBMMFE TFDBOU MJOFT UP UIF DVSWF y ! f (x)
" TFDBOU MJOF UP B DVSWF JT TJNQMZ B MJOF UIBU QBTTFT UISPVHI UXP QPJOUT UIBU MJF PO UIF DVSWF
'PS FBDI TVDI MJOF UIF TMPQF PG UIF TFDBOU MJOF JTm ! f (a+h)− f (a)h  XIFSF UIF WBMVF PG h EFQFOET
PO UIF MPDBUJPO PG UIF QPJOU XF DIPPTF 8F DBO TFF JO UIF EJBHSBN IPX BT h → 0 UIF TFDBOU
MJOFT TUBSU UP BQQSPBDI B TJOHMF MJOF UIBU QBTTFT UISPVHI UIF QPJOU (a , f (a)) *O UIF TJUVBUJPO
XIFSF UIF MJNJU PG UIF TMPQFT PG UIF TFDBOU MJOFT FYJTUT XF TBZ UIBU UIF SFTVMUJOH WBMVF JT UIF
TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF 5IJT UBOHFOU MJOF 	TIPXO JO UIF SJHIUNPTU КHVSF JO
HSFFO
 UP UIF HSBQI PG y ! f (x) BU UIF QPJOU (a , f (a)) JT UIF MJOF UISPVHI (a , f (a)) XIPTF TMPQF
JT m ! f ′(a)
x
y
f
a
x
y
f
a
x
y
f
a
x
y
f
a
'JHVSF  " TFRVFODF PG TFDBOU MJOFT BQQSPBDIJOH UIF UBOHFOU MJOF UP f BU (a , f (a))
"T XF XJMM TFF JO TVCTFRVFOU TUVEZ UIF FYJTUFODF PG UIF UBOHFOU MJOF BU x ! a JT DPOOFDUFE
UP XIFUIFS PS OPU UIF GVODUJPO f MPPLT MJLF B TUSBJHIU MJOF XIFO WJFXFE VQ DMPTF BU (a , f (a))
XIJDI DBO BMTP CF TFFO JO 'JHVSF  XIFSF XF DPNCJOF UIF GPVS HSBQIT JO 'JHVSF  JOUP
UIF TJOHMF POF PO UIF MFGU BOE UIFO XF [PPN JO PO UIF CPY DFOUFSFE BU (a , f (a)) XJUI UIBU
WJFX FYQBOEFE PO UIF SJHIU 	XJUI UXP PG UIF TFDBOU MJOFT PNJUUFE
 /PUF IPX UIF UBOHFOU
MJOF TJUT SFMBUJWF UP UIF DVSWF y ! f (x) BU (a , f (a)) BOE IPX DMPTFMZ JU SFTFNCMFT UIF DVSWF OFBS
x ! a
x
y
f
a
'JHVSF  " TFRVFODF PG TFDBOU MJOFT BQQSPBDIJOH UIF UBOHFOU MJOF UP f BU (a , f (a)) "U
SJHIU XF [PPN JO PO UIF QPJOU (a , f (a)) 5IF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF 	JO HSFFO
 UP f BU
(a , f (a)) JT HJWFO CZ f ′(a)

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
/PUF  5IF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG f XJUI SFTQFDU UP x BU x ! a f ′(a) BMTP
NFBTVSFT UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF y ! f (x) BU (a , f (a))
5IF GPMMPXJOH FYBNQMF EFNPOTUSBUFT TFWFSBM LFZ JEFBT JOWPMWJOH UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO
&YBNQMF  	6TJOH UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF
 'PS UIF GVODUJPO HJWFO CZ f (x) !
x − x2 VTF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP DPNQVUF f ′(2) *O BEEJUJPO EJTDVTT UIF
NFBOJOH PG UIJT WBMVF BOE ESBX B MBCFMFE HSBQI UIBU TVQQPSUT ZPVS FYQMBOBUJPO
4PMVUJPO 'SPN UIF MJNJU EFКOJUJPO XF LOPX UIBU
f ′(2) ! lim
h→0
f (2 + h) − f (2)
h
.
/PXXF VTF UIF SVMF GPS f  BOE PCTFSWF UIBU f (2) ! 2−22 ! −2 BOE f (2+h) ! (2+h)−(2+h)2.
4VCTUJUVUJOH UIFTF WBMVFT JOUP UIF MJNJU EFКOJUJPO XF IBWF UIBU
f ′(2) ! lim
h→0
(2 + h) − (2 + h)2 − (−2)
h
.
8JUI h JO UIF EFOPNJOBUPS BOE PVS EFTJSF UP MFU h → 0 XF IBWF UP XBJU UP UBLF UIF MJNJU 	UIBU
JT XF XBJU UP BDUVBMMZ MFU h BQQSPBDI 
 5IVT XF EP BEEJUJPOBM BMHFCSB &YQBOEJOH BOE
EJTUSJCVUJOH JO UIF OVNFSBUPS
f ′(2) ! lim
h→0
2 + h − 4 − 4h − h2 + 2
h
.
$PNCJOJOH MJLF UFSNT XF IBWF
f ′(2) ! lim
h→0
−3h − h2
h
.
/FYU XF PCTFSWF UIBU UIFSF JT B DPNNPO GBDUPS PG h JO CPUI UIF OVNFSBUPS BOE EFOPNJOBUPS
XIJDI BMMPXT VT UP TJNQMJGZ BOE КOE UIBU
f ′(2) ! lim
h→0(−3 − h).
'JOBMMZ XF BSF BCMF UP UBLF UIF MJNJU BT h → 0 BOE UIVT DPODMVEF UIBU f ′(2) ! −3

 5IF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO BU B QPJOU
/PX XF LOPX UIBU f ′(2) SFQSFTFOUT UIF TMPQF PG UIF
UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF y ! x− x2 BU UIF QPJOU (2,−2)
f ′(2) JT BMTP UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG f BU UIF
QPJOU (2,−2) (SBQIJOH CPUI UIF GVODUJPO BOE UIF MJOF
UISPVHI (2,−2) XJUI TMPQF m ! f ′(2) ! −3 XF JOEFFE
TFF UIBU CZ DBMDVMBUJOH UIF EFSJWBUJWF XF IBWF GPVOE
UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF BU UIJT QPJOU BT TIPXO JO
'JHVSF 
1 2
-4
-2
y= x− x2
m= f ′(2)
'JHVSF  5IF UBOHFOU MJOF UP
y ! x − x2 BU UIF QPJOU (2,−2)
5IF GPMMPXJOH BDUJWJUJFT XJMM IFMQ ZPV FYQMPSF B WBSJFUZ PG LFZ JEFBT SFMBUFE UP EFSJWBUJWFT
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GVODUJPO f XIPTF GPSNVMB JT f (x) ! 3 − 2x
B 8IBU GBNJMJBS UZQF PG GVODUJPO JT f  8IBU DBO ZPV TBZ BCPVU UIF TMPQF PG f BU FWFSZ
WBMVF PG x 
C $PNQVUF UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG f PO UIF JOUFSWBMT [1, 4] [3, 7] BOE [5, 5+h]
TJNQMJGZ FBDI SFTVMU BT NVDI BT QPTTJCMF 8IBU EP ZPV OPUJDF BCPVU UIFTF RVBOUJ
UJFT 
D 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP DPNQVUF UIF FYBDU JOTUBOUBOFPVT SBUF
PG DIBOHF PG f XJUI SFTQFDU UP x BU UIF WBMVF a ! 1 5IBU JT DPNQVUF f ′(1) VTJOH
UIF MJNJU EFКOJUJPO 4IPX ZPVS XPSL *T ZPVS SFTVMU TVSQSJTJOH 
E 8JUIPVU EPJOH BOZ BEEJUJPOBM DPNQVUBUJPOT XIBU BSF UIF WBMVFT PG f ′(2) f ′(π)
BOE f ′(−√2) 8IZ 
"DUJWJUZ  " XBUFS CBMMPPO JT UPTTFE WFSUJDBMMZ JO UIF BJS GSPN B XJOEPX 5IF CBM
MPPOɒT IFJHIU JO GFFU BU UJNF t JO TFDPOET BGUFS CFJOH MBVODIFE JT HJWFO CZ s(t) ! −16t2 +
16t + 32 6TF UIJT GVODUJPO UP SFTQPOE UP FBDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
B 4LFUDI BO BDDVSBUF MBCFMFE HSBQI PG s PO UIF BYFT QSPWJEFE JO 'JHVSF  :PV
TIPVME CF BCMF UP EP UIJT XJUIPVU VTJOH DPNQVUJOH UFDIOPMPHZ
C $PNQVUF UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG s PO UIF UJNF JOUFSWBM [1, 2] *ODMVEF VOJUT
PO ZPVS BOTXFS BOE XSJUF POF TFOUFODF UP FYQMBJO UIF NFBOJOH PG UIF WBMVF ZPV
GPVOE
D 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO UP DPNQVUF UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG s XJUI
SFTQFDU UP UJNF t BU UIF JOTUBOU a ! 1 4IPX ZPVS XPSL VTJOH QSPQFS OPUBUJPO
JODMVEF VOJUT PO ZPVS BOTXFS BOE XSJUF POF TFOUFODF UP FYQMBJO UIF NFBOJOH PG
UIF WBMVF ZPV GPVOE
E 0O ZPVS HSBQI JO 	B
 TLFUDI UXP
MJOFT POF XIPTF TMPQF SFQSFTFOUT
UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG s PO
[1, 2] UIF PUIFS XIPTF TMPQF SFQ
SFTFOUT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG
DIBOHF PG s BU UIF JOTUBOU a ! 1 -B
CFM FBDI MJOF DMFBSMZ
F 'PS XIBU WBMVFT PG a EP ZPV FYQFDU
s′(a) UP CF QPTJUJWF 8IZ "OTXFS
UIF TBNF RVFTUJPOT XIFO ɔQPTJ
UJWFɕ JT SFQMBDFE CZ ɔOFHBUJWFɕ BOE
ɔ[FSPɕ 1 2
16
32
t
y
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH y ! s(t)
JO "DUJWJUZ 
"DUJWJUZ  " SBQJEMZ HSPXJOH DJUZ JO "SJ[POB IBT JUT QPQVMBUJPO P BU UJNF t XIFSF t
JT UIF OVNCFS PG EFDBEFT BGUFS UIF ZFBS  NPEFMFE CZ UIF GPSNVMB P(t) ! 25000et/5
6TF UIJT GVODUJPO UP SFTQPOE UP UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT
B 4LFUDI BO BDDVSBUF HSBQI PG P GPS t ! 0 UP t ! 5 PO UIF BYFT QSPWJEFE JO 'JH
VSF  -BCFM UIF TDBMF PO UIF BYFT DBSFGVMMZ
C $PNQVUF UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG P CFUXFFO  BOE  *ODMVEF VOJUT PO
ZPVS BOTXFS BOEXSJUF POF TFOUFODF UP FYQMBJO UIFNFBOJOH 	JO FWFSZEBZ MBOHVBHF

PG UIF WBMVF ZPV GPVOE
D 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO UP XSJUF BO FYQSFTTJPO GPS UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF
PG P XJUI SFTQFDU UP UJNF t BU UIF JOTUBOU a ! 2 &YQMBJO XIZ UIJT MJNJU JT EJМDVMU

 5IF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO BU B QPJOU
UP FWBMVBUF FYBDUMZ
E &TUJNBUF UIF MJNJU JO 	D
 GPS UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG P BU UIF JOTUBOU a ! 2
CZ VTJOH TFWFSBM TNBMM h WBMVFT 0ODF ZPV IBWF EFUFSNJOFE BO BDDVSBUF FTUJNBUF
PG P′(2) JODMVEF VOJUT PO ZPVS BOTXFS BOE XSJUF POF TFOUFODF 	VTJOH FWFSZEBZ
MBOHVBHF
 UP FYQMBJO UIF NFBOJOH PG UIF WBMVF ZPV GPVOE
F 0O ZPVS HSBQI BCPWF TLFUDI UXP
MJOFT POF XIPTF TMPQF SFQSFTFOUT
UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG P PO
[2, 4] UIF PUIFS XIPTF TMPQF SFQ
SFTFOUT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG
DIBOHF PG P BU UIF JOTUBOU a ! 2
G *O B DBSFGVMMZXPSEFE TFOUFODF EF
TDSJCF UIF CFIBWJPS PG P′(a) BT a JO
DSFBTFT JO WBMVF 8IBU EPFT UIJT SF
ЛFDU BCPVU UIF CFIBWJPS PG UIF HJWFO
GVODUJPO P 
t
y
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH y ! P(t)
JO "DUJWJUZ 
4VNNBSZ
ə 5IF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG B GVODUJPO f PO UIF JOUFSWBM [a , b] JT f (b)− f (a)b−a  5IF VOJUT
PO UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF BSF VOJUT PG f QFS VOJU PG x BOE UIF OVNFSJDBM WBMVF PG
UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF SFQSFTFOUT UIF TMPQF PG UIF TFDBOU MJOF CFUXFFO UIF QPJOUT
(a , f (a)) BOE (b , f (b)) PO UIF HSBQI PG y ! f (x) *G XF WJFX UIF JOUFSWBM BT CFJOH [a , a+h]
JOTUFBE PG [a , b] UIF NFBOJOH JT TUJMM UIF TBNF CVU UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF JT OPX
DPNQVUFE CZ f (a+h)− f (a)h 
ə 5IF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF XJUI SFTQFDU UP x PG B GVODUJPO f BU B WBMVF x ! a
JT EFOPUFE f ′(a) 	SFBE ɔUIF EFSJWBUJWF PG f FWBMVBUFE BU aɕ PS ɔ f QSJNF BU aɕ
 BOE JT
EFКOFE CZ UIF GPSNVMB
f ′(a) ! lim
h→0
f (a + h) − f (a)
h
,
QSPWJEFE UIF MJNJU FYJTUT /PUF QBSUJDVMBSMZ UIBU UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF BU
x ! a JT UIF MJNJU PG UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PO [a , a + h] BT h → 0
ə 1SPWJEFE UIF EFSJWBUJWF f ′(a) FYJTUT JUT WBMVF UFMMT VT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
PG f XJUI SFTQFDU UP x BU x ! a XIJDI HFPNFUSJDBMMZ JT UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP
UIF DVSWF y ! f (x) BU UIF QPJOU (a , f (a)) 8F FWFO TBZ UIBU f ′(a) JT UIF ɔTMPQF PG UIF
DVSWFɕ BU UIF QPJOU (a , f (a))
ə -JNJUT BSF UIF MJOL CFUXFFO BWFSBHF SBUF PG DIBOHF BOE JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF
UIFZ BMMPX VT UP NPWF GSPN UIF SBUF PG DIBOHF PWFS BO JOUFSWBM UP UIF SBUF PG DIBOHF BU
B TJOHMF QPJOU
&YFSDJTFT
 $POTJEFS UIF GVODUJPO y ! f (x) HSBQIFE CFMPX
(JWF UIF xDPPSEJOBUF PG B QPJOU XIFSF
" UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO JT OFHBUJWF x !
# UIF WBMVF PG UIF GVODUJPO JT OFHBUJWF x !
$ UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO JT TNBMMFTU 	NPTU OFHBUJWF
 x !
% UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO JT [FSP x !
& UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO JT BQQSPYJNBUFMZ UIF TBNF BT UIF EFSJWBUJWF BU x ! 1.75 	CF
TVSF UIBU ZPV HJWF B QPJOU UIBU JT EJTUJODU GSPN x ! 1.75
 x !
 5IF КHVSF CFMPX TIPXT B GVODUJPO !(x) BOE JUT UBOHFOU MJOF BU UIF QPJOU B ! (2.6, 8) *G UIF
QPJOU A PO UIF UBOHFOU MJOF JT (2.55, 8.06) КMM JO UIF CMBOLT CFMPX UP DPNQMFUF UIF TUBUFNFOUT
BCPVU UIF GVODUJPO ! BU UIF QPJOU B

 5IF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO BU B QPJOU
!( ) !
!′( ) !
 $POTJEFS UIF HSBQI PG UIF GVODUJPO f (x) TIPXO CFMPX
6TJOH UIJT HSBQI GPS FBDI PG UIF GPMMPXJOH QBJST PG OVNCFST EFDJEF XIJDI JT MBSHFS #F TVSF
UIBU ZPV DBO FYQMBJO ZPVS BOTXFS
" f (9) <$IPPTF  ]  ] > f (12)
# f (9) − f (6) <$IPPTF  ]  ] > f (6) − f (3)
$ f (6)− f (3)6−3 <$IPPTF  ]  ] >
f (9)− f (3)
9−3
% f ′(3) <$IPPTF  ]  ] > f ′(12)
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG !(t) ! t2 + 6t BU t ! 3 BMHFCSBJDBMMZ
!′(3) !
 &TUJNBUF f ′(3) GPS f (x) ! 3x  #F TVSF ZPVS BOTXFS JT BDDVSBUF UP XJUIJO  PG UIF BDUVBM
WBMVF
f ′(3) ≈

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
#F TVSF UIBU ZPV DBO FYQMBJO ZPVS SFBTPOJOH
 $POTJEFS UIF HSBQI PG y ! f (x) QSPWJEFE JO 'JHVSF 
B 0O UIF HSBQI PG y ! f (x) TLFUDI BOE
MBCFM UIF GPMMPXJOH RVBOUJUJFT
ə UIF TFDBOU MJOF UP y ! f (x) PO
UIF JOUFSWBM [−3,−1] BOE UIF TF
DBOU MJOF UP y ! f (x) PO UIF JOUFS
WBM [0, 2]
ə UIF UBOHFOU MJOF UP y ! f (x) BU
x ! −3 BOE UIF UBOHFOU MJOF UP
y ! f (x) BU x ! 0
C 8IBU JT UIF BQQSPYJNBUF WBMVF PG
UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG f PO
[−3,−1] 0O [0, 2] )PX BSF UIFTF
WBMVFT SFMBUFE UP ZPVS XPSL JO 	B
 
D 8IBU JT UIF BQQSPYJNBUF WBMVF PG UIF
JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG f BU
x ! −3 "U x ! 0 )PX BSF UIFTF
WBMVFT SFMBUFE UP ZPVS XPSL JO 	B
 
-4 4
-4
4
x
y
f
'JHVSF  1MPU PG y ! f (x)
 'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH QSPNQUT TLFUDI B HSBQI PO UIF QSPWJEFE BYFT JO 'JHVSF 
PG B GVODUJPO UIBU IBT UIF TUBUFE QSPQFSUJFT
-3 3
-3
3
-3 3
-3
3
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH y ! f (x) JO 	B
 BOE y ! !(x) JO 	C


 5IF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO BU B QPJOU
B y ! f (x) TVDI UIBU
ə UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG f PO [−3, 0] JT −2 BOE UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG f
PO [1, 3] JT  BOE
ə UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG f BU x ! −1 JT −1 BOE UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG
DIBOHF PG f BU x ! 2 JT 
C y ! !(x) TVDI UIBU
ə !(3)−!(−2)5 ! 0 BOE
!(1)−!(−1)
2 ! −1 BOE
ə !′(2) ! 1 BOE !′(−1) ! 0
 4VQQPTF UIBU UIF QPQVMBUJPO P PG $IJOB 	JO CJMMJPOT
 DBO CF BQQSPYJNBUFE CZ UIF GVODUJPO
P(t) ! 1.15(1.014)t XIFSF t JT UIF OVNCFS PG ZFBST TJODF UIF TUBSU PG 
B "DDPSEJOH UP UIF NPEFM XIBU XBT UIF UPUBM DIBOHF JO UIF QPQVMBUJPO PG $IJOB CFUXFFO
+BOVBSZ   BOE +BOVBSZ   8IBU XJMM CF UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG UIF
QPQVMBUJPO PWFS UIJT UJNF QFSJPE *T UIJT BWFSBHF SBUF PG DIBOHF HSFBUFS PS MFTT UIBO UIF
JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG UIF QPQVMBUJPO PO +BOVBSZ   &YQMBJO BOE KVTUJGZ
CFJOH TVSF UP JODMVEF QSPQFS VOJUT PO BMM ZPVS BOTXFST
C "DDPSEJOH UP UIF NPEFM XIBU JT UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG UIF QPQVMBUJPO PG $IJOB
JO UIF UFOZFBS QFSJPE TUBSUJOH PO +BOVBSZ   
D 8SJUF BO FYQSFTTJPO JOWPMWJOH MJNJUT UIBU JG FWBMVBUFE XPVME HJWF UIF FYBDU JOTUBOUB
OFPVT SBUF PG DIBOHF PG UIF QPQVMBUJPO PO UPEBZɒT EBUF 5IFO FTUJNBUF UIF WBMVF PG UIJT
MJNJU 	EJTDVTT IPX ZPV DIPTF UP EP TP
 BOE FYQMBJO UIF NFBOJOH 	JODMVEJOH VOJUT
 PG UIF
WBMVF ZPV IBWF GPVOE
E 'JOE BO FRVBUJPO GPS UIF UBOHFOU MJOF UP UIF GVODUJPO y ! P(t) BU UIF QPJOU XIFSF UIF
tWBMVF JT HJWFO CZ UPEBZɒT EBUF
 5IF HPBM PG UIJT QSPCMFN JT UP DPNQVUF UIF WBMVF PG UIF EFSJWBUJWF BU B QPJOU GPS TFWFSBM
EJЙFSFOU GVODUJPOT XIFSF GPS FBDI POFXF EP TP JO UISFF EJЙFSFOU XBZT BOE UIFO UP DPNQBSF
UIF SFTVMUT UP TFF UIBU FBDI QSPEVDFT UIF TBNF WBMVF
'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH GVODUJPOT VTF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP DPNQVUF UIF
WBMVF PG f ′(a) VTJOH UISFF EJЙFSFOU BQQSPBDIFT TUSJWF UP VTF UIF BMHFCSBJD BQQSPBDI КSTU
	UP DPNQVUF UIF MJNJU FYBDUMZ
 UIFO UFTU ZPVS SFTVMU VTJOH OVNFSJDBM FWJEFODF 	XJUI TNBMM
WBMVFT PG h
 BOE КOBMMZ QMPU UIF HSBQI PG y ! f (x) OFBS (a , f (a)) BMPOH XJUI UIF BQQSPQSJBUF
UBOHFOU MJOF UP FTUJNBUF UIF WBMVF PG f ′(a) WJTVBMMZ $PNQBSF ZPVS КOEJOHT BNPOH BMM UISFF
BQQSPBDIFT JG ZPV BSF VOBCMF UP DPNQMFUF UIF BMHFCSBJD BQQSPBDI TUJMM XPSL OVNFSJDBMMZ BOE
HSBQIJDBMMZ
B f (x) ! x2 − 3x a ! 2
C f (x) ! 1x  a ! 1
D f (x) ! √x a ! 1
E f (x) ! 2 − |x − 1| a ! 1
F f (x) ! sin(x) a ! π2

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
 5IF EFSJWBUJWF GVODUJPO
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX EPFT UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO f MFBE UP BO FOUJSFMZ OFX
	CVU SFMBUFE
 GVODUJPO f ′ 
ə 8IBU JT UIF EJЙFSFODF CFUXFFO XSJUJOH f ′(a) BOE f ′(x) 
ə )PX JT UIF HSBQI PG UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO f ′(x) DPOOFDUFE UP UIF HSBQI PG f (x) 
ə 8IBU BSF TPNF FYBNQMFT PG GVODUJPOT f GPS XIJDI f ′ JT OPU EFКOFE BU POF PS NPSF
QPJOUT 
(JWFO B GVODUJPO y ! f (x) XF OPX LOPX UIBU JG XF BSF JOUFSFTUFE JO UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF
PG DIBOHF PG UIF GVODUJPO BU x ! a PS FRVJWBMFOUMZ UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP y ! f (x)
BU x ! a XF DBO DPNQVUF UIF WBMVF f ′(a) *O BMM PG PVS FYBNQMFT UP EBUF XF IBWF BSCJUSBSJMZ
JEFOUJКFE B QBSUJDVMBS WBMVF PG a BT PVS QPJOU PG JOUFSFTU a ! 1 a ! 3 FUD #VU JU JT OPU IBSE
UP JNBHJOF UIBU XF XJMM PGUFO CF JOUFSFTUFE JO UIF EFSJWBUJWF WBMVF GPS NPSF UIBO KVTU POF
aWBMVF BOE QPTTJCMZ GPS NBOZ PG UIFN *O UIJT TFDUJPO XF FYQMPSF IPX XF DBO NPWF GSPN
DPNQVUJOH TJNQMZ f ′(1) PS f ′(3) UP XPSLJOH NPSF HFOFSBMMZ XJUI f ′(a) BOE JOEFFE f ′(x)
4BJE EJЙFSFOUMZ XF XJMM XPSL UPXBSE VOEFSTUBOEJOH IPX UIF TPDBMMFE QSPDFTT PG ɔUBLJOH
UIF EFSJWBUJWFɕ HFOFSBUFT B OFX GVODUJPO UIBU JT EFSJWFE GSPN UIF PSJHJOBM GVODUJPO y ! f (x)
5IF GPMMPXJOH QSFWJFX BDUJWJUZ TUBSUT VT EPXO UIJT QBUI
1SFWJFX "DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GVODUJPO f (x) ! 4x − x2
B 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO UP DPNQVUF UIF EFSJWBUJWF WBMVFT f ′(0) f ′(1) f ′(2) BOE
f ′(3)
C 0CTFSWF UIBU UIF XPSL UP КOE f ′(a) JT UIF TBNF SFHBSEMFTT PG UIF WBMVF PG a #BTFE
PO ZPVSXPSL JO 	B
 XIBU EP ZPV DPOKFDUVSF JT UIF WBMVF PG f ′(4) )PX BCPVU f ′(5) 
	/PUF ZPV TIPVME OPU VTF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP КOE FJUIFS WBMVF

D $POKFDUVSF B GPSNVMB GPS f ′(a) UIBU EFQFOET POMZ PO UIF WBMVF a 5IBU JT JO UIF
TBNF XBZ UIBU XF IBWF B GPSNVMB GPS f (x) 	SFDBMM f (x) ! 4x − x2
 TFF JG ZPV DBO
VTF ZPVS XPSL BCPWF UP HVFTT B GPSNVMB GPS f ′(a) JO UFSNT PG a
 )PX UIF EFSJWBUJWF JT JUTFMG B GVODUJPO
*O ZPVS XPSL JO 1SFWJFX "DUJWJUZ  XJUI f (x) ! 4x − x2 ZPV NBZ IBWF GPVOE TFWFSBM
QBUUFSOT 0OF DPNFT GSPN PCTFSWJOH UIBU f ′(0) ! 4 f ′(1) ! 2 f ′(2) ! 0 BOE f ′(3) ! −2
5IBU TFRVFODF PG WBMVFT MFBET VT OBUVSBMMZ UP DPOKFDUVSF UIBU f ′(4) ! −4 BOE f ′(5) ! −6. &WFO
NPSF UIBO UIFTF JOEJWJEVBM OVNCFST JG XF DPOTJEFS UIF SPMF PG 0 1 2 BOE 3 JO UIF QSPDFTT
PG DPNQVUJOH UIF WBMVF PG UIF EFSJWBUJWF UISPVHI UIF MJNJU EFКOJUJPO XF PCTFSWF UIBU UIF

 5IF EFSJWBUJWF GVODUJPO
QBSUJDVMBS OVNCFS IBT WFSZ MJUUMF FЙFDU PO PVS XPSL 5P TFF UIJT NPSF DMFBSMZ XF DPNQVUF
f ′(a) XIFSF a SFQSFTFOUT B OVNCFS UP CF OBNFE MBUFS 'PMMPXJOH UIF OPX TUBOEBSE QSPDFTT
PG VTJOH UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF
f ′(a) ! lim
h→0
f (a + h) − f (a)
h
! lim
h→0
4(a + h) − (a + h)2 − (4a − a2)
h
! lim
h→0
4a + 4h − a2 − 2ha − h2 − 4a + a2
h
! lim
h→0
4h − 2ha − h2
h
! lim
h→0
h(4 − 2a − h)
h
! lim
h→0(4 − 2a − h).
)FSF XF PCTFSWF UIBU OFJUIFS 4 OPS 2a EFQFOE PO UIF WBMVF PG h TP BT h → 0 (4 − 2a − h) →
(4 − 2a) 5IVT f ′(a) ! 4 − 2a
5IJT PCTFSWBUJPO JT DPOTJTUFOU XJUI UIF TQFDJКD WBMVFTXF GPVOE BCPWF FH f ′(3) ! 4−2(3) !
−2 "OE JOEFFE PVS XPSL XJUI a DPOКSNT UIBU XIJMF UIF QBSUJDVMBS WBMVF PG a BU XIJDI XF
FWBMVBUF UIF EFSJWBUJWF BЙFDUT UIF WBMVF PG UIF EFSJWBUJWF UIBU WBMVF IBT BMNPTU OP CFBSJOH
PO UIF QSPDFTT PG DPNQVUJOH UIF EFSJWBUJWF 8F OPUF GVSUIFS UIBU UIF MFUUFS CFJOH VTFE JT
JNNBUFSJBM XIFUIFS XF DBMM JU a x PS BOZUIJOH FMTF UIF EFSJWBUJWF BU B HJWFO WBMVF JT TJNQMZ
HJWFO CZ ɔ NJOVT  UJNFT UIF WBMVFɕ 8F DIPPTF UP VTF x GPS DPOTJTUFODZ XJUI UIF PSJHJOBM
GVODUJPO HJWFO CZ y ! f (x) BT XFMM BT GPS UIF QVSQPTF PG HSBQIJOH UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO
BOE UIVT XF IBWF GPVOE UIBU GPS UIF GVODUJPO f (x) ! 4x − x2 JU GPMMPXT UIBU f ′(x) ! 4 − 2x.
#FDBVTF UIF WBMVF PG UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO JT MJOLFE UP UIF HSBQIJDBM CFIBWJPS PG UIF PSJHJOBM
GVODUJPO JU NBLFT TFOTF UP MPPL BU CPUI PG UIFTF GVODUJPOT QMPUUFE PO UIF TBNF EPNBJO
1 2 3 4
-4
-3
-2
-1
1
2
3
4
m=−4
y= f (x)
m= 4
m= 2
m= 0
m=−2
1 2 3 4
-4
-3
-2
-1
1
2
3
4
y= f ′(x)
(0,4)
(1,2)
(2,0)
(3,−2)
(4,−4)
'JHVSF  5IF HSBQIT PG f (x) ! 4x − x2 	BU MFGU
 BOE f ′(x) ! 4 − 2x 	BU SJHIU
 4MPQFT PO
UIF HSBQI PG f DPSSFTQPOE UP IFJHIUT PO UIF HSBQI PG f ′

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
*O 'JHVSF  PO UIF MFGUXF TIPXBQMPU PG f (x) ! 4x−x2 UPHFUIFSXJUI B TFMFDUJPO PG UBOHFOU
MJOFT BU UIF QPJOUTXFɒWF DPOTJEFSFE BCPWF 0O UIF SJHIU XF TIPX B QMPU PG f ′(x) ! 4−2xXJUI
FNQIBTJT PO UIF IFJHIUT PG UIF EFSJWBUJWF HSBQI BU UIF TBNF TFMFDUJPO PG QPJOUT /PUJDF UIF
DPOOFDUJPO CFUXFFO DPMPST JO UIF MFGU BOE SJHIU HSBQI UIF HSFFO UBOHFOU MJOF PO UIF PSJHJOBM
HSBQI JT UJFE UP UIF HSFFO QPJOU PO UIF SJHIU HSBQI JO UIF GPMMPXJOHXBZ UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU
MJOF BU B QPJOU PO UIF MFGUIBOE HSBQI JT UIF TBNF BT UIF IFJHIU BU UIF DPSSFTQPOEJOH QPJOU PO
UIF SJHIUIBOE HSBQI 5IBU JT BU FBDI SFTQFDUJWF WBMVF PG x UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP UIF
PSJHJOBM GVODUJPO BU UIBU xWBMVF JT UIF TBNF BT UIF IFJHIU PG UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO BU UIBU
xWBMVF %P OPUF IPXFWFS UIBU UIF VOJUT PO UIF WFSUJDBM BYFT BSF EJЙFSFOU JO UIF MFGU HSBQI
UIF WFSUJDBM VOJUT BSF TJNQMZ UIF PVUQVU VOJUT PG f  0O UIF SJHIUIBOE HSBQI PG y ! f ′(x) UIF
VOJUT PO UIF WFSUJDBM BYJT BSF VOJUT PG f QFS VOJU PG x
0G DPVSTF UIJT SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF HSBQI PG B GVODUJPO y ! f (x) BOE JUT EFSJWBUJWF JT
B EZOBNJD POF "O FYDFMMFOU XBZ UP FYQMPSF IPX UIF HSBQI PG f (x) HFOFSBUFT UIF HSBQI PG
f ′(x) JT UISPVHI B KBWB BQQMFU 4FF GPS JOTUBODF UIF BQQMFUT BU IUUQHWTVFEVT$ PS
IUUQHWTVFEVT% WJB UIF TJUFT PG "VTUJO BOE 3FOBVMUy
*O 4FDUJPO  XIFO XF КSTU EFКOFE UIF EFSJWBUJWF XF XSPUF UIF EFКOJUJPO JO UFSNT PG B
WBMVF a UP КOE f ′(a) "T XF IBWF TFFO BCPWF UIF MFUUFS a JT NFSFMZ B QMBDFIPMEFS BOE JU
PGUFO NBLFT NPSF TFOTF UP VTF x JOTUFBE 'PS UIF SFDPSE IFSF XF SFTUBUF UIF EFКOJUJPO PG UIF
EFSJWBUJWF
%FКOJUJPO  -FU f CF B GVODUJPO BOE x B WBMVF JO UIF GVODUJPOɒT EPNBJO 8F EFКOF
UIF EFSJWBUJWF PG f XJUI SFTQFDU UP x BU UIF WBMVF x EFOPUFE f ′(x) CZ UIF GPSNVMB f ′(x) !
limh→0
f (x+h)− f (x)
h , QSPWJEFE UIJT MJNJU FYJTUT
8F OPX NBZ UBLF UXP EJЙFSFOU QFSTQFDUJWFT PO UIJOLJOH BCPVU UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO
HJWFO B HSBQI PG y ! f (x) IPX EPFT UIJT HSBQI MFBE UP UIF HSBQI PG UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO
y ! f ′(x) BOE HJWFO B GPSNVMB GPS y ! f (x) IPX EPFT UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWB
UJWF HFOFSBUF B GPSNVMB GPS y ! f ′(x) #PUI PG UIFTF JTTVFT BSF FYQMPSFE JO UIF GPMMPXJOH
BDUJWJUJFT
"DUJWJUZ  'PS FBDI HJWFO HSBQI PG y ! f (x) TLFUDI BO BQQSPYJNBUF HSBQI PG JUT
EFSJWBUJWF GVODUJPO y ! f ′(x) PO UIF BYFT JNNFEJBUFMZ CFMPX 5IF TDBMF PG UIF HSJE
GPS UIF HSBQI PG f JT 1 × 1 BTTVNF UIF IPSJ[POUBM TDBMF PG UIF HSJE GPS UIF HSBQI PG f ′
JT JEFOUJDBM UP UIBU GPS f  *G OFDFTTBSZ BEKVTU BOE MBCFM UIF WFSUJDBM TDBMF PO UIF BYFT GPS
f ′
y%BWJE "VTUJO IUUQHWTVFEVTS .BSD 3FOBVMU IUUQHWTVFEVTQ

 5IF EFSJWBUJWF GVODUJPO
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$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
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8IFO ZPV BSF КOJTIFE XJUI BMM  HSBQIT XSJUF TFWFSBM TFOUFODFT UIBU EFTDSJCF ZPVS

 5IF EFSJWBUJWF GVODUJPO
PWFSBMM QSPDFTT GPS TLFUDIJOH UIF HSBQI PG UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO HJWFO UIF HSBQI UIF
PSJHJOBM GVODUJPO 8IBU BSF UIF WBMVFT PG UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO UIBU ZPV UFOE UP JEFO
UJGZ КSTU 8IBU EP ZPV EP UIFSFBGUFS )PX EP LFZ USBJUT PG UIF HSBQI PG UIF EFSJWBUJWF
GVODUJPO FYFNQMJGZ QSPQFSUJFT PG UIF HSBQI PG UIF PSJHJOBM GVODUJPO 
'PS B EZOBNJD JOWFTUJHBUJPO UIBU BMMPXT ZPV UP FYQFSJNFOU XJUI HSBQIJOH f ′ XIFO HJWFO UIF
HSBQI PG f  TFF IUUQHWTVFEVTZr
/PX SFDBMM UIF PQFOJOH FYBNQMF PG UIJT TFDUJPO XF CFHBOXJUI UIF GVODUJPO y ! f (x) ! 4x−
x2 BOE VTFE UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP TIPX UIBU f ′(a) ! 4− 2a PS FRVJWBMFOUMZ
UIBU f ′(x) ! 4−2x 8F TVCTFRVFOUMZ HSBQIFE UIF GVODUJPOT f BOE f ′ BT TIPXO JO 'JHVSF 
'PMMPXJOH"DUJWJUZ  XF OPXVOEFSTUBOE UIBUXF DPVME IBWF DPOTUSVDUFE B GBJSMZ BDDVSBUF
HSBQI PG f ′(x) XJUIPVU LOPXJOH B GPSNVMB GPS FJUIFS f PS f ′ "U UIF TBNF UJNF JU JT JEFBM UP
LOPX B GPSNVMB GPS UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO XIFOFWFS JU JT QPTTJCMF UP КOE POF
*O UIF OFYU BDUJWJUZ XF GVSUIFS FYQMPSF UIF NPSF BMHFCSBJD BQQSPBDI UP КOEJOH f ′(x) HJWFO B
GPSNVMB GPS y ! f (x) UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF XJMM CF VTFE UP EFWFMPQ B GPSNVMB
GPS f ′(x)
"DUJWJUZ  'PS FBDI PG UIF MJTUFE GVODUJPOT EFUFSNJOF B GPSNVMB GPS UIF EFSJWBUJWF
GVODUJPO 'PS UIF КSTU UXP EFUFSNJOF UIF GPSNVMB GPS UIF EFSJWBUJWF CZ UIJOLJOH BCPVU
UIF OBUVSF PG UIF HJWFO GVODUJPO BOE JUT TMPQF BU WBSJPVT QPJOUT EP OPU VTF UIF MJNJU EFG
JOJUJPO 'PS UIF MBUUFS GPVS VTF UIF MJNJU EFКOJUJPO 1BZ DBSFGVM BUUFOUJPO UP UIF GVODUJPO
OBNFT BOE JOEFQFOEFOU WBSJBCMFT *U JT JNQPSUBOU UP CF DPNGPSUBCMF XJUI VTJOH MFUUFST
PUIFS UIBO f BOE x 'PS FYBNQMF HJWFO B GVODUJPO p(z) XF DBMM JUT EFSJWBUJWF p′(z)
B f (x) ! 1
C !(t) ! t
D p(z) ! z2
E q(s) ! s3
F F(t) ! 1t
G G(y) ! √y
4VNNBSZ
ə 5IF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF f ′(x) ! limh→0 f (x+h)− f (x)h  QSPEVDFT B WBMVF GPS
FBDI x BU XIJDI UIF EFSJWBUJWF JT EFКOFE BOE UIJT MFBET UP B OFX GVODUJPO XIPTF GPS
NVMB JT y ! f ′(x) )FODF XF UBML CPUI BCPVU B HJWFO GVODUJPO f BOE JUT EFSJWBUJWF f ′
*U JT FTQFDJBMMZ JNQPSUBOU UP OPUF UIBU UBLJOH UIF EFSJWBUJWF JT B QSPDFTT UIBU TUBSUT XJUI
B HJWFO GVODUJPO 	 f 
 BOE QSPEVDFT B OFX SFMBUFE GVODUJPO 	 f ′

ə 5IFSF JT FTTFOUJBMMZ OP EJЙFSFODF CFUXFFO XSJUJOH f ′(a) 	BT XF EJE SFHVMBSMZ JO 4FD
UJPO 
 BOE XSJUJOH f ′(x) *O FJUIFS DBTF UIF WBSJBCMF JT KVTU B QMBDFIPMEFS UIBU JT VTFE
UP EFКOF UIF SVMF GPS UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO
ə (JWFO UIF HSBQI PG B GVODUJPO y ! f (x) XF DBO TLFUDI BO BQQSPYJNBUF HSBQI PG JUT
r.BSD 3FOBVMU $BMDVMVT "QQMFUT 6TJOH (FPHFCSB

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
EFSJWBUJWF y ! f ′(x) CZ PCTFSWJOH UIBU IFJHIUT PO UIF EFSJWBUJWFɒT HSBQI DPSSFTQPOE UP
TMPQFT PO UIF PSJHJOBM GVODUJPOɒT HSBQI
ə *O"DUJWJUZ  XF FODPVOUFSFE TPNF GVODUJPOT UIBU IBE TIBSQ DPSOFST PO UIFJS HSBQIT
TVDI BT UIF TIJGUFE BCTPMVUF WBMVF GVODUJPO "U TVDI QPJOUT UIF EFSJWBUJWF GBJMT UP FYJTU
BOE XF TBZ UIBU f JT OPU EJЙFSFOUJBCMF UIFSF 'PS OPX JU TVМDFT UP VOEFSTUBOE UIJT BT
B DPOTFRVFODF PG UIF KVNQ UIBU NVTU PDDVS JO UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO BU B TIBSQ DPSOFS
PO UIF HSBQI PG UIF PSJHJOBM GVODUJPO
&YFSDJTFT
 $POTJEFS UIF GVODUJPO f (x) TIPXO JO UIF HSBQI CFMPX
$BSFGVMMZ TLFUDI UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO PG UIF HJWFO GVODUJPO 	ZPV XJMM XBOU UP FTUJNBUF
WBMVFT PO UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO BU EJЙFSFOU x WBMVFT BT ZPV EP UIJT
 6TF ZPVS EFSJWBUJWF
GVODUJPO HSBQI UP FTUJNBUF UIF GPMMPXJOH WBMVFT PO UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO
BU x !    
UIF EFSJWBUJWF JT
 'JOE B GPSNVMB GPS UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO !(x) ! 3x2−4 VTJOH EJЙFSFODF RVPUJFOUT
!′(x) ! lim
h→0 [( )/h]
! 
	*O UIF КSTU BOTXFS CMBOL КMM JO UIF OVNFSBUPS PG UIF EJЙFSFODF RVPUJFOU ZPV VTF UP FWBMVBUF UIF
EFSJWBUJWF *O UIF TFDPOE КMM PVU UIF EFSJWBUJWF ZPV PCUBJO BGUFS DPNQMFUJOH UIF MJNJU DBMDVMBUJPO

 'PS UIF GVODUJPO f (x) TIPXO JO UIF HSBQI CFMPX TLFUDI B HSBQI PG UIF EFSJWBUJWF :PV
XJMM UIFO CF QJDLJOH XIJDI PG UIF GPMMPXJOH JT UIF DPSSFDU EFSJWBUJWF HSBQI CVU TIPVME CF
TVSF UP КSTU TLFUDI UIF EFSJWBUJWF ZPVSTFMG

 5IF EFSJWBUJWF GVODUJPO
8IJDI PG UIF GPMMPXJOH HSBQIT JT UIF EFSJWBUJWF PG f (x) <$IPPTF  ]  ]  ]  ]  ]  ]  ]
>
   
   
 5IF HSBQI PG B GVODUJPO f JT TIPXO CFMPX
"U XIJDI PG UIF MBCFMFE xWBMVFT JT
f (x) MFBTU x ! <$IPPTF Y ] Y ] Y ] Y ] Y ] Y>
f (x) HSFBUFTU x ! <$IPPTF Y ] Y ] Y ] Y ] Y ] Y>
f ′(x) MFBTU x ! <$IPPTF Y ] Y ] Y ] Y ] Y ] Y>
f ′(x) HSFBUFTU x ! <$IPPTF Y ] Y ] Y ] Y ] Y ] Y>
 -FU
f (x) ! 1
x − 3

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
'JOE
	J
 f ′(2)
	JJ
 f ′(4)
	JJJ
 f ′(5)
	JW
 f ′(7)
 -FU f CF B GVODUJPO XJUI UIF GPMMPXJOH QSPQFSUJFT f JT EJЙFSFOUJBCMF BU FWFSZ WBMVF PG x
	UIBU JT f IBT B EFSJWBUJWF BU FWFSZ QPJOU
 f (−2) ! 1 BOE f ′(−2) ! −2 f ′(−1) ! −1 f ′(0) ! 0
f ′(1) ! 1 BOE f ′(2) ! 2
B 0O UIF BYFT QSPWJEFE BU MFGU JO 'JHVSF  TLFUDI B QPTTJCMF HSBQI PG y ! f (x) &YQMBJO
XIZ ZPVS HSBQI NFFUT UIF TUBUFE DSJUFSJB
C 0O UIF BYFT BU SJHIU JO 'JHVSF  TLFUDI B QPTTJCMF HSBQI PG y ! f ′(x) 8IBU UZQF PG
DVSWF EPFT UIF QSPWJEFE EBUB TVHHFTU GPS UIF HSBQI PG y ! f ′(x) 
D $POKFDUVSF B GPSNVMB GPS UIF GVODUJPO y ! f (x) 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF
UP EFUFSNJOF UIF DPSSFTQPOEJOH GPSNVMB GPS y ! f ′(x) %JTDVTT CPUI HSBQIJDBM BOE
BMHFCSBJD FWJEFODF GPS XIFUIFS PS OPU ZPVS DPOKFDUVSF JT DPSSFDU
-3 3
-3
3
-3 3
-3
3
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH y ! f (x) JO 	B
 BOE y ! f ′(x) JO 	C

 $POTJEFS UIF GVODUJPO !(x) ! x2 − x + 3
B 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP EFUFSNJOF B GPSNVMB GPS !′(x)
C 6TF B HSBQIJOH VUJMJUZ UP QMPU CPUI y ! !(x) BOE ZPVS SFTVMU GPS y ! !′(x) EPFT ZPVS
GPSNVMB GPS !′(x) HFOFSBUF UIF HSBQI ZPV FYQFDUFE 
D 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP КOE B GPSNVMB GPS p′(x) XIFSF p(x) ! 5x2 −
4x + 12.

 5IF EFSJWBUJWF GVODUJPO
E $PNQBSF BOE DPOUSBTU UIF GPSNVMBT GPS !′(x) BOE p′(x) ZPV IBWF GPVOE )PX EP UIF
DPOTUBOUT    BOE  BЙFDU UIF SFTVMUT 
 -FU ! CF B DPOUJOVPVT GVODUJPO 	UIBU JT POF XJUI OP KVNQT PS IPMFT JO UIF HSBQI
 BOE
TVQQPTF UIBU B HSBQI PG y ! !′(x) JT HJWFO CZ UIF HSBQI PO UIF SJHIU JO 'JHVSF 
-2 2
-2
2
-2 2
-2
2
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH y ! !(x) BOE BU SJHIU UIF HSBQI PG y ! !′(x)
B 0CTFSWF UIBU GPS FWFSZ WBMVF PG x UIBU TBUJTКFT 0 < x < 2 UIF WBMVF PG !′(x) JT DPOTUBOU
8IBU EPFT UIJT UFMM ZPV BCPVU UIF CFIBWJPS PG UIF HSBQI PG y ! !(x) PO UIJT JOUFSWBM 
C 0O XIBU JOUFSWBMT PUIFS UIBO 0 < x < 2 EP ZPV FYQFDU y ! !(x) UP CF B MJOFBS GVODUJPO 
8IZ 
D "U XIJDI WBMVFT PG x JT !′(x) OPU EFКOFE 8IBU CFIBWJPS EPFT UIJT MFBE ZPV UP FYQFDU
UP TFF JO UIF HSBQI PG y ! !(x) 
E 4VQQPTF UIBU !(0) ! 1 0O UIF BYFT QSPWJEFE BU MFGU JO 'JHVSF  TLFUDI BO BDDVSBUF
HSBQI PG y ! !(x)
 'PS FBDI HSBQI UIBU QSPWJEFT BO PSJHJOBM GVODUJPO y ! f (x) JO 'JHVSF  ZPVS UBTL JT UP
TLFUDI BO BQQSPYJNBUF HSBQI PG JUT EFSJWBUJWF GVODUJPO y ! f ′(x) PO UIF BYFT JNNFEJBUFMZ
CFMPX 7JFX UIF TDBMF PG UIF HSJE GPS UIF HSBQI PG f BT CFJOH 1×1 BOE BTTVNF UIF IPSJ[POUBM
TDBMF PG UIF HSJE GPS UIF HSBQI PG f ′ JT JEFOUJDBM UP UIBU GPS f  *G ZPV OFFE UP BEKVTU UIF WFSUJDBM
TDBMF PO UIF BYFT GPS UIF HSBQI PG f ′ ZPV TIPVME MBCFM UIBU BDDPSEJOHMZ

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
f
x
f ′
x
f
x
f ′
x
f
x
f ′
x
f
x
f ′
x
'JHVSF (SBQIT PG y ! f (x) BOE HSJET GPS QMPUUJOH UIF DPSSFTQPOEJOH HSBQI PG y ! f ′(x)

 *OUFSQSFUJOH FTUJNBUJOH BOE VTJOH UIF EFSJWBUJWF
 *OUFSQSFUJOH FTUJNBUJOH BOE VTJOH UIF EFSJWBUJWF
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə *O DPOUFYUT PUIFS UIBO UIF QPTJUJPO PG B NPWJOH PCKFDU XIBU EPFT UIF EFSJWBUJWF PG B
GVODUJPO NFBTVSF 
ə 8IBU BSF UIF VOJUT PO UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO f ′ BOE IPX BSF UIFZ SFMBUFE UP UIF VOJUT
PG UIF PSJHJOBM GVODUJPO f  
ə 8IBU JT B DFOUSBM EJЙFSFODF BOE IPX DBO POF CF VTFE UP FTUJNBUF UIF WBMVF PG UIF
EFSJWBUJWF BU B QPJOU GSPN HJWFO GVODUJPO EBUB 
ə (JWFO UIF WBMVF PG UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO BU B QPJOU XIBU DBO XF JOGFS BCPVU IPX
UIF WBMVF PG UIF GVODUJPO DIBOHFT OFBSCZ 
"O JOUFSFTUJOH BOE QPXFSGVM GFBUVSF PG NBUIFNBUJDT JT UIBU JU DBO PGUFO CF UIPVHIU PG CPUI JO
BCTUSBDU UFSNT BOE JO BQQMJFE POFT 'PS JOTUBODF DBMDVMVT DBO CF EFWFMPQFE BMNPTU FOUJSFMZ
BT BO BCTUSBDU DPMMFDUJPO PG JEFBT UIBU GPDVT PO QSPQFSUJFT PG BSCJUSBSZ GVODUJPOT "U UIF TBNF
UJNF DBMDVMVT DBO BMTP CF WFSZ EJSFDUMZ DPOOFDUFE UP PVS FYQFSJFODF PG QIZTJDBM SFBMJUZ CZ
DPOTJEFSJOH GVODUJPOT UIBU SFQSFTFOU NFBOJOHGVM QSPDFTTFT 8F IBWF BMSFBEZ TFFO UIBU GPS B
QPTJUJPO GVODUJPO y ! s(t) TBZ GPS B CBMM CFJOH UPTTFE TUSBJHIU VQ JO UIF BJS UIF CBMMɒT WFMPDJUZ
BU UJNF t JT HJWFO CZ v(t) ! s′(t) UIF EFSJWBUJWF PG UIF QPTJUJPO GVODUJPO 'VSUIFS SFDBMM UIBU
JG s(t) JT NFBTVSFE JO GFFU BU UJNF t UIF VOJUT PO v(t) ! s′(t) BSF GFFU QFS TFDPOE
*O XIBU GPMMPXT JO UIJT TFDUJPO XF JOWFTUJHBUF TFWFSBM EJЙFSFOU GVODUJPOT FBDI XJUI TQFDJКD
QIZTJDBM NFBOJOH BOE UIJOL BCPVU IPX UIF VOJUT PO UIF JOEFQFOEFOU WBSJBCMF EFQFOEFOU
WBSJBCMF BOE UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO BEE UP PVS VOEFSTUBOEJOH 5P TUBSU XF DPOTJEFS UIF
GBNJMJBS QSPCMFN PG B QPTJUJPO GVODUJPO PG B NPWJOH PCKFDU
1SFWJFX "DUJWJUZ  0OF PG UIF MPOHFTU TUSFUDIFT PG TUSBJHIU 	BOE ЛBU
 SPBE JO /PSUI
"NFSJDB DBO CF GPVOE PO UIF (SFBU 1MBJOT JO UIF TUBUF PG /PSUI %BLPUB PO TUBUF IJHIXBZ
 XIJDI MJFT KVTU TPVUI PG UIF JOUFSTUBUF IJHIXBZ * BOE SVOT UISPVHI UIF UPXO PG
(BDLMF " DBS MFBWFT UPXO 	BU UJNF t ! 0
 BOE IFBET FBTU PO IJHIXBZ  JUT QPTJUJPO
JO NJMFT GSPN (BDLMF BU UJNF t JO NJOVUFT JT HJWFO CZ UIF HSBQI PG UIF GVODUJPO JO 'JH
VSF  5ISFF JNQPSUBOU QPJOUT BSF MBCFMFE PO UIF HSBQI XIFSF UIF DVSWF MPPLT MJOFBS
BTTVNF UIBU JU JT JOEFFE B TUSBJHIU MJOF
B *O FWFSZEBZ MBOHVBHF EFTDSJCF UIF CFIBWJPS PG UIF DBS PWFS UIF QSPWJEFE UJNF
JOUFSWBM *O QBSUJDVMBS EJTDVTT XIBU JT IBQQFOJOH PO UIF UJNF JOUFSWBMT [57, 68]
BOE [68, 104]
C 'JOE UIF TMPQF PG UIF MJOF CFUXFFO UIF QPJOUT (57, 63.8) BOE (104, 106.8) 8IBU BSF
UIF VOJUT PO UIJT TMPQF 8IBU EPFT UIF TMPQF SFQSFTFOU 

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
D 'JOE UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF PG
UIF DBSɒT QPTJUJPO PO UIF JOUFSWBM
[68, 104] *ODMVEF VOJUT PO ZPVS BO
TXFS
E &TUJNBUF UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG
DIBOHF PG UIF DBSɒT QPTJUJPO BU UIF
NPNFOU t ! 80 8SJUF B TFOUFODF
UP FYQMBJO ZPVS SFBTPOJOH BOE UIF
NFBOJOH PG UIJT WBMVF
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'JHVSF  5IF HSBQI PG y ! s(t)
UIF QPTJUJPO PG UIF DBS BMPOH IJHIXBZ
 XIJDI UFMMT JUT EJTUBODF JO NJMFT GSPN
(BDLMF /% BU UJNF t JO NJOVUFT
 6OJUT PG UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO
"T XF OPX LOPX UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO f BU B КYFE WBMVF x JT HJWFO CZ
f ′(x) ! lim
h→0
f (x + h) − f (x)
h
,
BOE UIJT WBMVF IBT TFWFSBM EJЙFSFOU JOUFSQSFUBUJPOT *G XF TFU x ! a POF NFBOJOH PG f ′(a) JT
UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF BU UIF QPJOU (a , f (a))
*O BMUFSOBUF OPUBUJPO XF BMTP TPNFUJNFT FRVJWBMFOUMZ XSJUF d fdx PS
dy
dx JOTUFBE PG f ′(x) BOE
UIFTF OPUBUJPOT IFMQT VT UP GVSUIFS TFF UIF VOJUT 	BOE UIVT UIF NFBOJOH
 PG UIF EFSJWBUJWF
BT JU JT WJFXFE BT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG f XJUI SFTQFDU UP x /PUF UIBU UIF VOJUT PO
UIF TMPQF PG UIF TFDBOU MJOF f (x+h)− f (x)h  BSF ɔVOJUT PG f QFS VOJU PG xɕ 5IVT XIFO XF UBLF
UIF MJNJU UP HFU f ′(x) XF HFU UIFTF TBNF VOJUT PO UIF EFSJWBUJWF f ′(x) VOJUT PG f QFS VOJU PG
x 3FHBSEMFTT PG UIF GVODUJPO f VOEFS DPOTJEFSBUJPO 	BOE SFHBSEMFTT PG UIF WBSJBCMFT CFJOH
VTFE
 JU JT IFMQGVM UP SFNFNCFS UIBU UIF VOJUT PO UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO BSF ɔVOJUT PG PVUQVU
QFS VOJU PG JOQVUɕ JO UFSNT PG UIF JOQVU BOE PVUQVU PG UIF PSJHJOBM GVODUJPO
'PS FYBNQMF TBZ UIBU XF IBWF B GVODUJPO y ! P(t) XIFSF P NFBTVSFT UIF QPQVMBUJPO PG B
DJUZ 	JO UIPVTBOET
 BU UIF TUBSU PG ZFBS t 	XIFSF t ! 0 DPSSFTQPOET UP  "%
 BOE XF BSF
UPME UIBU P′(2) ! 21.37 8IBU JT UIF NFBOJOH PG UIJT WBMVF 8FMM TJODF P JT NFBTVSFE JO
UIPVTBOET BOE t JT NFBTVSFE JO ZFBST XF DBO TBZ UIBU UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG
UIF DJUZɒT QPQVMBUJPO XJUI SFTQFDU UP UJNF BU UIF TUBSU PG  JT  UIPVTBOE QFPQMF QFS
ZFBS 8F UIFSFGPSF FYQFDU UIBU JO UIF DPNJOH ZFBS BCPVU  QFPQMF XJMM CF BEEFE UP UIF
DJUZɒT QPQVMBUJPO

 *OUFSQSFUJOH FTUJNBUJOH BOE VTJOH UIF EFSJWBUJWF
 5PXBSE NPSF BDDVSBUF EFSJWBUJWF FTUJNBUFT
*U JT BMTP IFMQGVM UP SFDBMM BTXFКSTU FYQFSJFODFE JO 4FDUJPO  UIBUXIFOXFXBOU UP FTUJNBUF
UIF WBMVF PG f ′(x) BU B HJWFO x XF DBO VTF UIF EJЙFSFODF RVPUJFOU f (x+h)− f (x)h XJUI B SFMBUJWFMZ
TNBMM WBMVF PG h *O EPJOH TP XF TIPVME VTF CPUI QPTJUJWF BOE OFHBUJWF WBMVFT PG h JO PSEFS UP
NBLF TVSF XF BDDPVOU GPS UIF CFIBWJPS PG UIF GVODUJPO PO CPUI TJEFT PG UIF QPJOU PG JOUFSFTU
5P UIBU FOE XF DPOTJEFS UIF GPMMPXJOH CSJFG FYBNQMF UP EFNPOTUSBUF UIF OPUJPO PG B DFOUSBM
EJЙFSFODF BOE JUT SPMF JO FTUJNBUJOH EFSJWBUJWFT
&YBNQMF  4VQQPTF UIBU y ! f (x) JT B GVODUJPO GPSXIJDI UISFF WBMVFT BSF LOPXO f (1) !
2.5 f (2) ! 3.25 BOE f (3) ! 3.625 &TUJNBUF f ′(2)
4PMVUJPO 8F LOPX UIBU f ′(2) ! limh→0 f (2+h)− f (2)h  #VU TJODF XF EPOɒU IBWF B HSBQI GPS
y ! f (x) OPS B GPSNVMB GPS UIF GVODUJPO XF DBO OFJUIFS TLFUDI B UBOHFOU MJOF OPS FWBMVBUF
UIF MJNJU FYBDUMZ 8F DBOɒU FWFO VTF TNBMMFS BOE TNBMMFS WBMVFT PG h UP FTUJNBUF UIF MJNJU
*OTUFBE XF IBWF KVTU UXP DIPJDFT VTJOH h ! −1 PS h ! 1 EFQFOEJOH PO XIJDI QPJOU XF QBJS
XJUI (2, 3.25)
4P POF FTUJNBUF JT
f ′(2) ≈ f (1) − f (2)1 − 2 !
2.5 − 3.25
−1 ! 0.75.
5IF PUIFS JT
f ′(2) ≈ f (3) − f (2)3 − 2 !
3.625 − 3.25
1 ! 0.375.
4JODF UIF КSTU BQQSPYJNBUJPO MPPLT POMZ CBDLXBSE GSPN UIF QPJOU (2, 3.25) BOE UIF TFDPOE
BQQSPYJNBUJPO MPPLT POMZ GPSXBSE GSPN (2, 3.25) JU NBLFT TFOTF UP BWFSBHF UIFTF UXP WBMVFT
JO PSEFS UP BDDPVOU GPS CFIBWJPS PO CPUI TJEFT PG UIF QPJOU PG JOUFSFTU %PJOH TP XF КOE UIBU
f ′(2) ≈ 0.75 + 0.3752 ! 0.5625.
5IF JOUVJUJWF BQQSPBDI UP BWFSBHF UIF UXP FTUJNBUFT GPVOE JO &YBNQMF  JT JO GBDU UIF CFTU
QPTTJCMF FTUJNBUF UP f ′(2) XIFO XF IBWF KVTU UXP GVODUJPO WBMVFT GPS f PO PQQPTJUF TJEFT PG
UIF QPJOU PG JOUFSFTU

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
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1
2
3
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3
'JHVSF  "U MFGU UIF HSBQI PG y ! f (x) BMPOH XJUI UIF TFDBOU MJOF UISPVHI (1, 2.5) BOE
(2, 3.25) UIF TFDBOU MJOF UISPVHI (2, 3.25) BOE (3, 3.625) BT XFMM BT UIF UBOHFOU MJOF "U SJHIU
UIF TBNF HSBQI BMPOH XJUI UIF TFDBOU MJOF UISPVHI (1, 2.5) BOE (3, 3.625) QMVT UIF UBOHFOU
MJOF
5P TFF XIZ XF UIJOL BCPVU UIF EJBHSBN JO 'JHVSF  XIJDI TIPXT B QPTTJCMF GVODUJPO
y ! f (x) UIBU TBUJTКFT UIF EBUB HJWFO JO &YBNQMF  0O UIF MFGU XF TFF UIF UXP TFDBOU
MJOFT XJUI TMPQFT UIBU DPNF GSPN DPNQVUJOH UIF CBDLXBSE EJЙFSFODF f (1)− f (2)1−2 ! 0.75 BOE GSPN
UIF GPSXBSE EJЙFSFODF f (3)− f (2)3−2 ! 0.375. /PUF IPX UIF КSTU TVDI MJOFɒT TMPQF PWFSFTUJNBUFT UIF
TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF BU (2, f (2)) XIJMF UIF TFDPOE MJOFɒT TMPQF VOEFSFTUJNBUFT f ′(2) 0O
UIF SJHIU IPXFWFS XF TFF UIF TFDBOU MJOF XIPTF TMPQF JT HJWFO CZ UIF DFOUSBM EJЙFSFODF
f (3) − f (1)
3 − 1 !
3.625 − 2.5
2 !
1.125
2 ! 0.5625.
/PUF UIBU UIJT DFOUSBM EJЙFSFODF IBT UIF FYBDU TBNF WBMVF BT UIF BWFSBHF PG UIF GPSXBSE EJЙFS
FODF BOE CBDLXBSE EJЙFSFODF 	BOE JU JT TUSBJHIUGPSXBSE UP FYQMBJO XIZ UIJT BMXBZT IPMET

BOE NPSFPWFS UIBU UIF DFOUSBM EJЙFSFODF ZJFMET B WFSZ HPPE BQQSPYJNBUJPO UP UIF EFSJWB
UJWFɒT WBMVF JO QBSU CFDBVTF UIF TFDBOU MJOF UIBU VTFT CPUI B QPJOU CFGPSF BOE BGUFS UIF QPJOU
PG UBOHFODZ ZJFMET B MJOF UIBU JT DMPTFS UP CFJOH QBSBMMFM UP UIF UBOHFOU MJOF
*O HFOFSBM UIF DFOUSBM EJЙFSFODF BQQSPYJNBUJPO UP UIF WBMVF PG UIF КSTU EFSJWBUJWF JT HJWFO
CZ
f ′(a) ≈ f (a + h) − f (a − h)2h ,
BOE UIJT RVBOUJUZ NFBTVSFT UIF TMPQF PG UIF TFDBOU MJOF UP y ! f (x) UISPVHI UIF QPJOUT (a −
h , f (a − h)) BOE (a + h , f (a + h)) "OZUJNF XF IBWF TZNNFUSJD EBUB TVSSPVOEJOH B QPJOU
BU XIJDI XF EFTJSF UP FTUJNBUF UIF EFSJWBUJWF UIF DFOUSBM EJЙFSFODF JT BO JEFBM DIPJDF GPS TP
EPJOH

 *OUFSQSFUJOH FTUJNBUJOH BOE VTJOH UIF EFSJWBUJWF
5IF GPMMPXJOH BDUJWJUJFT XJMM GVSUIFS FYQMPSF UIFNFBOJOH PG UIF EFSJWBUJWF JO TFWFSBM DPOUFYUT
XIJMF WJFXJOH UIF EFSJWBUJWF GSPN HSBQIJDBM OVNFSJDBM BOE BMHFCSBJD QFSTQFDUJWFT
"DUJWJUZ  " QPUBUP JT QMBDFE JO BO PWFO BOE UIF QPUBUPɒT UFNQFSBUVSF F 	JO EFHSFFT
'BISFOIFJU
 BU WBSJPVT QPJOUT JO UJNF JT UBLFO BOE SFDPSEFE JO UIF GPMMPXJOH UBCMF 5JNF
t JT NFBTVSFE JO NJOVUFT
t 0 15 30 45 60 75 90
F(t) 70 180.5 251 296 324.5 342.8 354.5
5BCMF  5FNQFSBUVSF EBUB JO EFHSFFT 'BISFOIFJU
B 6TF B DFOUSBM EJЙFSFODF UP FTUJNBUF UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG UIF UFN
QFSBUVSF PG UIF QPUBUP BU t ! 30 *ODMVEF VOJUT PO ZPVS BOTXFS
C 6TF B DFOUSBM EJЙFSFODF UP FTUJNBUF UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG UIF UFN
QFSBUVSF PG UIF QPUBUP BU t ! 60 *ODMVEF VOJUT PO ZPVS BOTXFS
D 8JUIPVU EPJOH BOZ DBMDVMBUJPO XIJDI EP ZPV FYQFDU UP CF HSFBUFS F′(75) PS F′(90) 
8IZ 
E 4VQQPTF JU JT HJWFO UIBU F(64) ! 330.28 BOE F′(64) ! 1.341 8IBU BSF UIF VOJUT
PO UIFTF UXP RVBOUJUJFT 8IBU EP ZPV FYQFDU UIF UFNQFSBUVSF PG UIF QPUBUP UP CF
XIFO t ! 65 XIFO t ! 66 8IZ 
F 8SJUF B DPVQMF PG DBSFGVM TFOUFODFT UIBU EFTDSJCF UIF CFIBWJPS PG UIF UFNQFSBUVSF PG
UIF QPUBUP PO UIF UJNF JOUFSWBM [0, 90] BT XFMM BT UIF CFIBWJPS PG UIF JOTUBOUBOFPVT
SBUF PG DIBOHF PG UIF UFNQFSBUVSF PG UIF QPUBUP PO UIF TBNF UJNF JOUFSWBM
"DUJWJUZ  " DPNQBOZ NBOVGBDUVSFT SPQF BOE UIF UPUBM DPTU PG QSPEVDJOH r GFFU PG
SPQF JT C(r) EPMMBST
B 8IBU EPFT JU NFBO UP TBZ UIBU C(2000) ! 800 
C 8IBU BSF UIF VOJUT PG C′(r) 
D 4VQQPTF UIBU C(2000) ! 800 BOE C′(2000) ! 0.35 &TUJNBUF C(2100) BOE KVTUJGZ
ZPVS FTUJNBUF CZ XSJUJOH BU MFBTU POF TFOUFODF UIBU FYQMBJOT ZPVS UIJOLJOH
E %P ZPV UIJOL C′(2000) JT MFTT UIBO FRVBM UP PS HSFBUFS UIBO C′(3000) 8IZ 
F 4VQQPTF TPNFPOF DMBJNT UIBU C′(5000) ! −0.1 8IBU XPVME UIF QSBDUJDBM NFBOJOH
PG UIJT EFSJWBUJWF WBMVF UFMM ZPV BCPVU UIF BQQSPYJNBUF DPTU PG UIF OFYU GPPU PG SPQF 
*T UIJT QPTTJCMF 8IZ PS XIZ OPU 

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
"DUJWJUZ  3FTFBSDIFST BU B NBKPS DBS DPNQBOZ IBWF GPVOE B GVODUJPO UIBU SFMBUFT
HBTPMJOF DPOTVNQUJPO UP TQFFE GPS B QBSUJDVMBS NPEFM PG DBS *O QBSUJDVMBS UIFZ IBWF
EFUFSNJOFE UIBU UIF DPOTVNQUJPO C JO MJUFST QFS LJMPNFUFS BU B HJWFO TQFFE s JT HJWFO
CZ B GVODUJPO C ! f (s) XIFSF s JT UIF DBSɒT TQFFE JO LJMPNFUFST QFS IPVS
B %BUB QSPWJEFE CZ UIF DBS DPNQBOZ UFMMT VT UIBU f (80) ! 0.015 f (90) ! 0.02 BOE
f (100) ! 0.027 6TF UIJT JOGPSNBUJPO UP FTUJNBUF UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF
PG GVFM DPOTVNQUJPO XJUI SFTQFDU UP TQFFE BU s ! 90 #F BT BDDVSBUF BT QPTTJCMF
VTF QSPQFS OPUBUJPO BOE JODMVEF VOJUT PO ZPVS BOTXFS
C #Z XSJUJOH B DPNQMFUF TFOUFODF JOUFSQSFU UIF NFBOJOH 	JO UIF DPOUFYU PG GVFM DPO
TVNQUJPO
 PG ɔ f (80) ! 0.015ɕ
D 8SJUF BU MFBTU POF DPNQMFUF TFOUFODF UIBU JOUFSQSFUT UIF NFBOJOH PG UIF WBMVF PG
f ′(90) UIBU ZPV FTUJNBUFE JO 	B

*O 4FDUJPO  XF MFBSOFE IPX VTF UP UIF HSBQI PG B HJWFO GVODUJPO f UP QMPU UIF HSBQI PG JUT
EFSJWBUJWF f ′ *U JT JNQPSUBOU UP SFNFNCFS UIBU XIFOXF EP TP OPU POMZ EPFT UIF TDBMF PO UIF
WFSUJDBM BYJT PGUFO IBWF UP DIBOHF UP BDDVSBUFMZ SFQSFTFOU f ′ CVU UIF VOJUT PO UIBU BYJT BMTP
EJЙFS 'PS FYBNQMF TVQQPTF UIBU P(t) ! 400 − 330e−0.03t UFMMT VT UIF UFNQFSBUVSF JO EFHSFFT
'BISFOIFJU PG B QPUBUP JO BO PWFO BU UJNF t JO NJOVUFT *O 'JHVSF  XF TLFUDI UIF HSBQI
PG P PO UIF MFGU BOE UIF HSBQI PG P′ PO UIF SJHIU
20 40 60 80
100
200
300
400
y= P(t)
◦F
min
20 40 60 80
4
8
12
16
y= P′(t)
◦F/min
min
'JHVSF  1MPU PG P(t) ! 400 − 330e−0.03t BU MFGU BOE JUT EFSJWBUJWF P′(t) BU SJHIU
/PUF IPX OPU POMZ BSF UIF WFSUJDBM TDBMFT EJЙFSFOU JO TJ[F CVU EJЙFSFOU JO VOJUT BT UIF VOJUT
PG P BSF ◦' XIJMF UIPTF PG P′ BSF ◦'NJO *O BMM DBTFT XIFSF XF XPSL XJUI GVODUJPOT UIBU
IBWF BO BQQMJFE DPOUFYU JU JT IFMQGVM BOE JOTUSVDUJWF UP UIJOL DBSFGVMMZ BCPVU VOJUT JOWPMWFE
BOE IPX UIFZ GVSUIFS JOGPSN UIF NFBOJOH PG PVS DPNQVUBUJPOT

 *OUFSQSFUJOH FTUJNBUJOH BOE VTJOH UIF EFSJWBUJWF
4VNNBSZ
ə 3FHBSEMFTT PG UIF DPOUFYU PG B HJWFO GVODUJPO y ! f (x) UIF EFSJWBUJWF BMXBZT NFB
TVSFT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG UIF PVUQVU WBSJBCMF XJUI SFTQFDU UP UIF JOQVU
WBSJBCMF
ə 5IF VOJUT PO UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO y ! f ′(x) BSF VOJUT PG f QFS VOJU PG x "HBJO UIJT
NFBTVSFT IPX GBTU UIF PVUQVU PG UIF GVODUJPO f DIBOHFT XIFO UIF JOQVU PG UIF GVODUJPO
DIBOHFT
ə 5IF DFOUSBM EJЙFSFODF BQQSPYJNBUJPO UP UIF WBMVF PG UIF КSTU EFSJWBUJWF JT HJWFO CZ
f ′(a) ≈ f (a + h) − f (a − h)2h ,
BOE UIJT RVBOUJUZ NFBTVSFT UIF TMPQF PG UIF TFDBOU MJOF UP y ! f (x) UISPVHI UIF QPJOUT
(a − h , f (a − h)) BOE (a + h , f (a + h)) 5IF DFOUSBM EJЙFSFODF HFOFSBUFT B HPPE BQQSPYJ
NBUJPO PG UIF EFSJWBUJWFɒT WBMVF BOZ UJNFXF IBWF TZNNFUSJD EBUB TVSSPVOEJOH B QPJOU
PG JOUFSFTU
ə ,OPXJOH UIF EFSJWBUJWF BOE GVODUJPO WBMVFT BU B TJOHMF QPJOU FOBCMFT VT UP FTUJNBUF
PUIFS GVODUJPO WBMVFT OFBSCZ *G GPS FYBNQMF XF LOPX UIBU f ′(7) ! 2 UIFO XF LOPX
UIBU BU x ! 7 UIF GVODUJPO f JT JODSFBTJOH BU BO JOTUBOUBOFPVT SBUF PG  VOJUT PG PVUQVU
GPS FWFSZ POF VOJU PG JOQVU 5IVT XF FYQFDU f (8) UP CF BQQSPYJNBUFMZ  VOJUT HSFBUFS
UIBO f (7) 5IF WBMVF JT BQQSPYJNBUF CFDBVTF XF EPOɒU LOPX UIBU UIF SBUF PG DIBOHF
TUBZT UIF TBNF BT x DIBOHFT
&YFSDJTFT
 5IF UFNQFSBUVSF H JO EFHSFFT $FMTJVT PG B DVQ PG DPЙFF QMBDFE PO UIF LJUDIFO DPVOUFS
JT HJWFO CZ H ! f (t) XIFSF t JT JO NJOVUFT TJODF UIF DPЙFF XBT QVU PO UIF DPVOUFS
	B
 *T f ′(t) QPTJUJWF PS OFHBUJWF <$IPPTF QPTJUJWF ] OFHBUJWF>
	#F TVSF UIBU ZPV BSF BCMF UP HJWF B SFBTPO GPS ZPVS BOTXFS

	C
 8IBU BSF UIF VOJUT PG f ′(35) IFMQ 	VOJUT

4VQQPTF UIBU | f ′(35)| ! 1.2 BOE f (35) ! 52 'JMM JO UIF CMBOLT 	JODMVEJOH VOJUT XIFSF OFFEFE

BOE TFMFDU UIF BQQSPQSJBUF UFSNT UP DPNQMFUF UIF GPMMPXJOH TUBUFNFOU BCPVU UIF UFNQFSBUVSF
PG UIF DPЙFF JO UIJT DBTF
"U NJOVUFT BGUFS UIF DPЙFFXBT QVU PO UIF DPVOUFS JUT <$IPPTF EFSJWBUJWF ] UFNQFSBUVSF
] DIBOHF JO UFNQFSBUVSF> JT BOE XJMM <$IPPTF JODSFBTF ] EFDSFBTF> CZ
BCPVU JO UIF OFYU  TFDPOET
 5IF DPTU C 	JO EPMMBST
 UP QSPEVDF ! HBMMPOT PG JDF DSFBN DBO CF FYQSFTTFE BT C ! f (!)
	B
 *O UIF FYQSFTTJPO f (300) ! 350
XIBU BSF UIF VOJUT PG  <$IPPTF  ] EPMMBST ] HBMMPOT ] EPMMBSTHBMMPOT ] EPMMBSTHBMMPO
] HBMMPOTEPMMBS>
XIBU BSF UIF VOJUT PG  <$IPPTF  ] EPMMBST ] HBMMPOT ] EPMMBSTHBMMPOT ] EPMMBSTHBMMPO
] HBMMPOTEPMMBS>

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
	C
 *O UIF FYQSFTTJPO f ′(300) ! 1.2
XIBU BSF UIF VOJUT PG  <$IPPTF  ] EPMMBST ] HBMMPOT ] EPMMBSTHBMMPOT ] EPMMBSTHBMMPO
] HBMMPOTEPMMBS>
XIBU BSF UIF VOJUT PG  <$IPPTF  ] EPMMBST ] HBMMPOT ] EPMMBSTHBMMPOT ] EPMMBSTHBMMPO
] HBMMPOTEPMMBS>
	#F TVSF UIBU ZPV DBO DBSFGVMMZ QVU JOUP XPSET UIF NFBOJOHT PG FBDI PG UIFTF TUBUFNFOU JO UFSNT PG JDF
DSFBN BOE NPOFZ

 " MBCPSBUPSZ TUVEZ JOWFTUJHBUJOH UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO EJFU BOE XFJHIU JO BEVMU IV
NBOT GPVOE UIBU UIF XFJHIU PG B TVCKFDU W  JO QPVOET XBT B GVODUJPO W ! f (c) PG UIF
BWFSBHF OVNCFS PG $BMPSJFT c DPOTVNFE CZ UIF TVCKFDU JO B EBZ
	B
 *O UIF TUBUFNFOU f (1500) ! 150
XIBU BSF UIF VOJUT PG  <$IPPTF MC ] DBM ] EBZ ] MCDBM ] DBMMC ] DBMEBZ ] MCEBZ ]
EBZMC ] EBZDBM>
XIBU BSF UIF VOJUT PG  <$IPPTF MC ] DBM ] EBZ ] MCDBM ] DBMMC ] DBMEBZ ] MCEBZ ]
EBZMC ] EBZDBM>
	5IJOL BCPVU XIBU UIJT TUBUFNFOU NFBOT JO UFSNT PG UIF XFJHIU PG UIF TVCKFDU BOE UIF OVNCFS PG
DBMPSJFT UIBU UIF TVCKFDU DPOTVNFT

	C
 *O UIF TUBUFNFOU f ′(2000) ! 0
XIBU BSF UIF VOJUT PG  <$IPPTF MC ] DBM ] EBZ ] MCDBM ] DBMMC ] DBMEBZ ] MCEBZ ]
EBZMC ] EBZDBM>
XIBU BSF UIF VOJUT PG  <$IPPTF MC ] DBM ] EBZ ] MCDBM ] DBMMC ] DBMEBZ ] MCEBZ ]
EBZMC ] EBZDBM>
	5IJOL BCPVU XIBU UIJT TUBUFNFOU NFBOT JO UFSNT PG UIF XFJHIU PG UIF TVCKFDU BOE UIF OVNCFS PG
DBMPSJFT UIBU UIF TVCKFDU DPOTVNFT

	D
 *O UIF TUBUFNFOU f −1(157) ! 2300
XIBU BSF UIF VOJUT PG  <$IPPTF MC ] DBM ] EBZ ] MCDBM ] DBMMC ] DBMEBZ ] MCEBZ ]
EBZMC ] EBZDBM>
XIBU BSF UIF VOJUT PG  <$IPPTF MC ] DBM ] EBZ ] MCDBM ] DBMMC ] DBMEBZ ] MCEBZ ]
EBZMC ] EBZDBM>
	5IJOL BCPVU XIBU UIJT TUBUFNFOU NFBOT JO UFSNT PG UIF XFJHIU PG UIF TVCKFDU BOE UIF OVNCFS PG
DBMPSJFT UIBU UIF TVCKFDU DPOTVNFT

	E
8IBU BSF UIF VOJUT PG f ′(c) ! dW/dc <$IPPTF MC ] DBM ] EBZ ] MCDBM ] DBMMC ] DBMEBZ
] MCEBZ ] EBZMC ] EBZDBM>
	F
 4VQQPTF UIBU 4BN SFBET BCPVU f ′ JO UIJT TUVEZ BOE ESBXT UIF GPMMPXJOH DPODMVTJPO *G
4BN JODSFBTFT IFS BWFSBHF DBMPSJF JOUBLF GSPN  UP  DBMPSJFT QFS EBZ UIFO IFS XFJHIU
XJMM JODSFBTF CZ BQQSPYJNBUFMZ  QPVOET
'JMM JO UIF CMBOLT CFMPX TP UIBU UIF FRVBUJPO TVQQPSUT IFS DPODMVTJPO
f ′
( )
!
 5IF EJTQMBDFNFOU 	JO NFUFST
 PG B QBSUJDMF NPWJOH JO B TUSBJHIU MJOF JT HJWFO CZ
s ! t2 − 5t + 12,
XIFSF t JT NFBTVSFE JO TFDPOET
	"

	J
 'JOE UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PWFS UIF UJNF JOUFSWBM <>

 *OUFSQSFUJOH FTUJNBUJOH BOE VTJOH UIF EFSJWBUJWF
"WFSBHF 7FMPDJUZ 
	JJ
 'JOE UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PWFS UIF UJNF JOUFSWBM <>
"WFSBHF 7FMPDJUZ 
	JJJ
 'JOE UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PWFS UIF UJNF JOUFSWBM <>
"WFSBHF 7FMPDJUZ 
	JW
 'JOE UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PWFS UIF UJNF JOUFSWBM <>
"WFSBHF 7FMPDJUZ 
	#
 'JOE UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ XIFO t ! 4
*OTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ 
 " DVQ PG DPЙFF IBT JUT UFNQFSBUVSF F 	JO EFHSFFT 'BISFOIFJU
 BU UJNF t HJWFO CZ UIF GVOD
UJPO F(t) ! 75 + 110e−0.05t  XIFSF UJNF JT NFBTVSFE JO NJOVUFT
B 6TF B DFOUSBM EJЙFSFODF XJUI h ! 0.01 UP FTUJNBUF UIF WBMVF PG F′(10)
C 8IBU BSF UIF VOJUT PO UIF WBMVF PG F′(10) UIBU ZPV DPNQVUFE JO 	B
 8IBU JT UIF QSBDUJDBM
NFBOJOH PG UIF WBMVF PG F′(10) 
D 8IJDI EP ZPV FYQFDU UP CF HSFBUFS F′(10) PS F′(20) 8IZ 
E 8SJUF B TFOUFODF UIBU EFTDSJCFT UIF CFIBWJPS PG UIF GVODUJPO y ! F′(t) PO UIF UJNF JOUFS
WBM 0 ≤ t ≤ 30 )PX EP ZPV UIJOL JUT HSBQI XJMM MPPL 8IZ 
 5IF UFNQFSBUVSF DIBOHF T 	JO 'BISFOIFJU EFHSFFT
 JO B QBUJFOU UIBU JT HFOFSBUFE CZ B
EPTF q 	JO NJMMJMJUFST
 PG B ESVH JT HJWFO CZ UIF GVODUJPO T ! f (q)
B 8IBU EPFT JU NFBO UP TBZ f (50) ! 0.75 8SJUF B DPNQMFUF TFOUFODF UP FYQMBJO VTJOH
DPSSFDU VOJUT
C " QFSTPOɒT TFOTJUJWJUZ s UP UIF ESVH JT EFКOFE CZ UIF GVODUJPO s(q) ! f ′(q) 8IBU BSF
UIF VOJUT PG TFOTJUJWJUZ 
D 4VQQPTF UIBU f ′(50) ! −0.02 8SJUF B DPNQMFUF TFOUFODF UP FYQMBJO UIF NFBOJOH PG UIJT
WBMVF *ODMVEF JO ZPVS SFTQPOTF UIF JOGPSNBUJPO HJWFO JO 	B

 5IF WFMPDJUZ PG B CBMM UIBU IBT CFFO UPTTFE WFSUJDBMMZ JO UIF BJS JT HJWFO CZ v(t) ! 16 − 32t
XIFSF v JT NFBTVSFE JO GFFU QFS TFDPOE BOE t JT NFBTVSFE JO TFDPOET 5IF CBMM JT JO UIF BJS
GSPN t ! 0 VOUJM t ! 2
B 8IFO JT UIF CBMMɒT WFMPDJUZ HSFBUFTU 
C %FUFSNJOF UIF WBMVF PG v′(1) +VTUJGZ ZPVS UIJOLJOH
D 8IBU BSF UIF VOJUT PO UIF WBMVF PG v′(1) 8IBU EPFT UIJT WBMVF BOE UIF DPSSFTQPOEJOH
VOJUT UFMM ZPV BCPVU UIF CFIBWJPS PG UIF CBMM BU UJNF t ! 1 
E 8IBU JT UIF QIZTJDBM NFBOJOH PG UIF GVODUJPO v′(t) 
 5IF WBMVF V  PG B QBSUJDVMBS BVUPNPCJMF 	JO EPMMBST
 EFQFOET PO UIF OVNCFS PG NJMFT m
UIF DBS IBT CFFO ESJWFO BDDPSEJOH UP UIF GVODUJPO V ! h(m)
B 4VQQPTF UIBU h(40000) ! 15500 BOE h(55000) ! 13200 8IBU JT UIF BWFSBHF SBUF PG
DIBOHF PG h PO UIF JOUFSWBM [40000, 55000] BOE XIBU BSF UIF VOJUT PO UIJT WBMVF 

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
C *O BEEJUJPO UP UIF JOGPSNBUJPO HJWFO JO 	B
 TBZ UIBU h(70000) ! 11100 %FUFSNJOF UIF
CFTU QPTTJCMF FTUJNBUF PG h′(55000) BOE XSJUF POF TFOUFODF UP FYQMBJO UIF NFBOJOH PG
ZPVS SFTVMU JODMVEJOH VOJUT PO ZPVS BOTXFS
D 8IJDI WBMVF EP ZPV FYQFDU UP CF HSFBUFS h′(30000) PS h′(80000) 8IZ 
E 8SJUF B TFOUFODF UP EFTDSJCF UIF MPOHUFSN CFIBWJPS PG UIF GVODUJPO V ! h(m) QMVT
BOPUIFS TFOUFODF UP EFTDSJCF UIF MPOHUFSN CFIBWJPS PG h′(m) 1SPWJEF ZPVS EJTDVTTJPO
JO QSBDUJDBM UFSNT SFHBSEJOH UIF WBMVF PG UIF DBS BOE UIF SBUF BU XIJDI UIBU WBMVF JT
DIBOHJOH

 5IF TFDPOE EFSJWBUJWF
 5IF TFDPOE EFSJWBUJWF
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX EPFT UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO UFMM VT XIFUIFS UIF GVODUJPO JT JODSFBTJOH PS
EFDSFBTJOH BU B QPJOU PS PO BO JOUFSWBM 
ə 8IBU DBO XF MFBSO CZ UBLJOH UIF EFSJWBUJWF PG UIF EFSJWBUJWF 	UP BDIJFWF UIF TFDPOE
EFSJWBUJWF
 PG B GVODUJPO f  
ə 8IBU EPFT JU NFBO UP TBZ UIBU B GVODUJPO JT DPODBWF VQ PS DPODBWF EPXO )PX BSF
UIFTF DIBSBDUFSJTUJDT DPOOFDUFE UP DFSUBJO QSPQFSUJFT PG UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO 
ə 8IBU BSF UIF VOJUT PG UIF TFDPOE EFSJWBUJWF )PX EP UIFZ IFMQ VT VOEFSTUBOE UIF SBUF
PG DIBOHF PG UIF SBUF PG DIBOHF 
(JWFO B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO y ! f (x) XF LOPX UIBU JUT EFSJWBUJWF y ! f ′(x) JT B SFMBUFE
GVODUJPO XIPTF PVUQVU BU B WBMVF x ! a UFMMT VT UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP y ! f (x) BU
UIF QPJOU (a , f (a)) 5IBU JT IFJHIUT PO UIF EFSJWBUJWF HSBQI UFMM VT UIF WBMVFT PG TMPQFT PO UIF
PSJHJOBM GVODUJPOɒT HSBQI 5IFSFGPSF UIF EFSJWBUJWF UFMMT VT JNQPSUBOU JOGPSNBUJPO BCPVU UIF
GVODUJPO f 
"U BOZ QPJOU XIFSF f ′(x) JT QPTJUJWF JU
NFBOT UIBU UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP
f JT QPTJUJWF 0O BO JOUFSWBM XIFSF f ′(x) JT
QPTJUJWF XF UIFSFGPSF TBZ UIF GVODUJPO f JT
JODSFBTJOH 	PS SJTJOH
 4JNJMBSMZ JG f ′(x) JT
OFHBUJWF PO BO JOUFSWBM XF LOPX UIBU UIF
HSBQI PG f JT EFDSFBTJOH 	PS GBMMJOH

A
B
'JHVSF  5XP UBOHFOU MJOFT PO B HSBQI
*O UIF OFYU QBSU PG PVS TUVEZ XF XPSL UP VOEFSTUBOE OPU POMZ XIFUIFS UIF GVODUJPO f JT JO
DSFBTJOH PS EFDSFBTJOH PO BO JOUFSWBM CVU BMTP IPX UIF GVODUJPO f JT JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH
$PNQBSJOH UIF UXP UBOHFOU MJOFT TIPXO JO 'JHVSF  XF TFF UIBU BU QPJOU A UIF WBMVF PG
f ′(x) JT QPTJUJWF BOE SFMBUJWFMZ DMPTF UP [FSP XIJDI DPJODJEFTXJUI UIF HSBQI SJTJOH TMPXMZ #Z
DPOUSBTU BU QPJOU B UIF EFSJWBUJWF JT OFHBUJWF BOE SFMBUJWFMZ MBSHF JO BCTPMVUF WBMVF XIJDI JT

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
UJFE UP UIF GBDU UIBU f JT EFDSFBTJOH SBQJEMZ BU B *U BMTP NBLFT TFOTF UP OPU POMZ BTL XIFUIFS
UIF WBMVF PG UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO JT QPTJUJWF PS OFHBUJWF BOEXIFUIFS UIF EFSJWBUJWF JT MBSHF
PS TNBMM CVU BMTP UP BTL ɔIPX JT UIF EFSJWBUJWF DIBOHJOH ɕ
8F BMTP OPX LOPX UIBU UIF EFSJWBUJWF y ! f ′(x) JT JUTFMG B GVODUJPO 5IJT NFBOT UIBU XF DBO
DPOTJEFS UBLJOH JUT EFSJWBUJWF ɏ UIF EFSJWBUJWF PG UIF EFSJWBUJWF ɏ BOE UIFSFGPSF BTL RVFT
UJPOT MJLF ɔXIBU EPFT UIF EFSJWBUJWF PG UIF EFSJWBUJWF UFMM VT BCPVU IPX UIF PSJHJOBM GVODUJPO
CFIBWFT ɕ "T XF IBWF EPOF SFHVMBSMZ JO PVS XPSL UP EBUF XF TUBSU XJUI BO JOWFTUJHBUJPO PG
B GBNJMJBS QSPCMFN JO UIF DPOUFYU PG B NPWJOH PCKFDU
1SFWJFX "DUJWJUZ 
5IF QPTJUJPO PG B DBS ESJWJOH BMPOH B
TUSBJHIU SPBE BU UJNF t JO NJOVUFT JT HJWFO
CZ UIF GVODUJPO y ! s(t) UIBU JT QJDUVSFE
JO 'JHVSF  5IF DBSɒT QPTJUJPO GVOD
UJPO IBT VOJUT NFBTVSFE JO UIPVTBOET PG
GFFU 'PS JOTUBODF UIF QPJOU (2, 4) PO UIF
HSBQI JOEJDBUFT UIBU BGUFS  NJOVUFT UIF
DBS IBT USBWFMFE  GFFU
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'JHVSF  5IF HSBQI PG y ! s(t) UIF
QPTJUJPO PG UIF DBS 	NFBTVSFE JO UIPV
TBOET PG GFFU GSPN JUT TUBSUJOH MPDBUJPO
 BU
UJNF t JO NJOVUFT
B *O FWFSZEBZ MBOHVBHF EFTDSJCF UIF CFIBWJPS PG UIF DBS PWFS UIF QSPWJEFE UJNF
JOUFSWBM *O QBSUJDVMBS ZPV TIPVME DBSFGVMMZ EJTDVTT XIBU JT IBQQFOJOH PO FBDI PG
UIF UJNF JOUFSWBMT [0, 1] [1, 2] [2, 3] [3, 4] BOE [4, 5] QMVT QSPWJEF DPNNFOUBSZ
PWFSBMM PO XIBU UIF DBS JT EPJOH PO UIF JOUFSWBM [0, 12]
C 0O UIF MFGUIBOE BYFT QSPWJEFE JO 'JHVSF  TLFUDI B DBSFGVM BDDVSBUF HSBQI PG
y ! s′(t)

 5IF TFDPOE EFSJWBUJWF
D 8IBU JT UIF NFBOJOH PG UIF GVODUJPO y ! s′(t) JO UIF DPOUFYU PG UIF HJWFO QSPCMFN 
8IBU DBO XF TBZ BCPVU UIF DBSɒT CFIBWJPS XIFO s′(t) JT QPTJUJWF XIFO s′(t) JT
[FSP XIFO s′(t) JT OFHBUJWF 
E 3FOBNF UIF GVODUJPO ZPV HSBQIFE JO 	C
 UP CF DBMMFE y ! v(t) %FTDSJCF UIF CFIBW
JPS PG v JO XPSET VTJOH QISBTFT MJLF ɔv JT JODSFBTJOH PO UIF JOUFSWBM . . .ɕ BOE ɔv JT
DPOTUBOU PO UIF JOUFSWBM . . .ɕ
F 4LFUDI B HSBQI PG UIF GVODUJPO y ! v′(t) PO UIF SJHIUIBOE BYFT QSPWJEF JO 'JH
VSF  8SJUF BU MFBTU POF TFOUFODF UP FYQMBJO IPX UIF CFIBWJPS PG v′(t) JT DPO
OFDUFE UP UIF HSBQI PG y ! v(t)
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'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH y ! v(t) ! s′(t) BOE y ! v′(t)
 *ODSFBTJOH EFDSFBTJOH PS OFJUIFS
8IFO XF MPPL BU UIF HSBQI PG B GVODUJPO UIFSF BSF GFBUVSFT UIBU TUSJLF VT OBUVSBMMZ BOE
DPNNPO MBOHVBHF DBO CF VTFE UP OBNF UIFTF GFBUVSFT *O NBOZ EJЙFSFOU TFUUJOHT TP GBS
XF IBWF JOUVJUJWFMZ VTFE UIF XPSET JODSFBTJOH BOE EFDSFBTJOH UP EFTDSJCF B GVODUJPOɒT HSBQI
)FSF XF DPOOFDU UIFTF UFSNT NPSF GPSNBMMZ UP B GVODUJPOɒT CFIBWJPS PO BO JOUFSWBM PG JOQVU
WBMVFT
%FКOJUJPO  (JWFO B GVODUJPO f (x) EFКOFE PO UIF JOUFSWBM (a , b) XF TBZ UIBU f JT JO
DSFBTJOH PO (a , b) QSPWJEFE UIBU GPS BMM x y JO UIF JOUFSWBM (a , b) JG x < y UIFO f (x) < f (y)
4JNJMBSMZ XF TBZ UIBU f JT EFDSFBTJOH PO (a , b) QSPWJEFE UIBU GPS BMM x y JO UIF JOUFSWBM (a , b)
JG x < y UIFO f (x) > f (y)

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
4JNQMZ QVU BO JODSFBTJOH GVODUJPO JT POF UIBU JT SJTJOH BT XF NPWF GSPN MFGU UP SJHIU BMPOH
UIF HSBQI BOE B EFDSFBTJOH GVODUJPO JT POF UIBU GBMMT BT UIF WBMVF PG UIF JOQVU JODSFBTFT 'PS
B GVODUJPO UIBU IBT B EFSJWBUJWF XF DBO VTF UIF TJHO PG UIF EFSJWBUJWF UP EFUFSNJOF XIFUIFS
PS OPU UIF GVODUJPO JT JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH
-FU f CF B GVODUJPO UIBU JT EJЙFSFOUJBCMF PO BO JOUFSWBM (a , b) 8F TBZ UIBU f JT JODSFBTJOH PO
(a , b) JG BOE POMZ JG f ′(x) > 0 GPS FWFSZ x TVDI UIBU a < x < b TJNJMBSMZ f JT EFDSFBTJOH PO
(a , b) JG BOE POMZ JG f ′(x) < 0 *G f ′(a) ! 0 UIFO XF TBZ f JT OFJUIFS JODSFBTJOH OPS EFDSFBTJOH
BU x ! a
'PS FYBNQMF UIF GVODUJPO QJDUVSFE JO 'JH
VSF  JT JODSFBTJOH PO UIF FOUJSF JOUFSWBM
−2 < x < 0 /PUF UIBU BU CPUI x ! ±2 BOE
x ! 0 XF TBZ UIBU f JT OFJUIFS JODSFBTJOH
OPS EFDSFBTJOH CFDBVTF f ′(x) ! 0 BU UIFTF
WBMVFT
-2 2
-2
2
A
By= f (x)
'JHVSF  " GVODUJPO UIBU JT EFDSFBTJOH
PO UIF JOUFSWBMT −3 < x < −2 BOE 0 < x < 2
BOE JODSFBTJOH PO −2 < x < 0 BOE 2 < x <
3
 5IF 4FDPOE %FSJWBUJWF
'PS BOZ GVODUJPO XF BSF OPX BDDVTUPNFE UP JOWFTUJHBUJOH JUT CFIBWJPS CZ UIJOLJOH BCPVU JUT
EFSJWBUJWF (JWFO B GVODUJPO f  JUT EFSJWBUJWF JT B OFX GVODUJPO POF UIBU JT HJWFO CZ UIF SVMF
f ′(x) ! lim
h→0
f (x + h) − f (x)
h
.
#FDBVTF f ′ JT JUTFMG B GVODUJPO JU JT QFSGFDUMZ GFBTJCMF GPS VT UP DPOTJEFS UIF EFSJWBUJWF PG UIF
EFSJWBUJWF XIJDI JT UIF OFX GVODUJPO y ! [ f ′(x)]′ 8F DBMM UIJT SFTVMUJOH GVODUJPO UIF TFDPOE
EFSJWBUJWF PG y ! f (x) BOE EFOPUF UIF TFDPOE EFSJWBUJWF CZ y ! f ′′(x) %VF UP UIF QSFTFODF
PG NVMUJQMF QPTTJCMF EFSJWBUJWFT XF XJMM TPNFUJNFT DBMM f ′ ɔUIF КSTU EFSJWBUJWFɕ PG f  SBUIFS
UIBO TJNQMZ ɔUIF EFSJWBUJWFɕ PG f  'PSNBMMZ UIF TFDPOE EFSJWBUJWF JT EFКOFE CZ UIF MJNJU

 5IF TFDPOE EFSJWBUJWF
EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF PG UIF КSTU EFSJWBUJWF
f ′′(x) ! lim
h→0
f ′(x + h) − f ′(x)
h
.
8F OPUF UIBU BMM PG UIF FTUBCMJTIFE NFBOJOH PG UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO TUJMM IPMET TP XIFO
XF DPNQVUF y ! f ′′(x) UIJT OFX GVODUJPO NFBTVSFT TMPQFT PG UBOHFOU MJOFT UP UIF DVSWF
y ! f ′(x) BT XFMM BT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG y ! f ′(x) *O PUIFS XPSET KVTU
BT UIF КSTU EFSJWBUJWF NFBTVSFT UIF SBUF BU XIJDI UIF PSJHJOBM GVODUJPO DIBOHFT UIF TFDPOE
EFSJWBUJWF NFBTVSFT UIF SBUF BU XIJDI UIF КSTU EFSJWBUJWF DIBOHFT 5IJT NFBOT UIBU UIF TFD
POE EFSJWBUJWF USBDLT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF
PG f  5IBU JT UIF TFDPOE EFSJWBUJWF XJMM IFMQ VT UP VOEFSTUBOE IPX UIF SBUF PG DIBOHF PG UIF
PSJHJOBM GVODUJPO JT JUTFMG DIBOHJOH
 $PODBWJUZ
*O BEEJUJPO UP BTLJOH XIFUIFS B GVODUJPO JT JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH JU JT BMTP OBUVSBM UP JO
RVJSF IPX B GVODUJPO JT JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH 5P CFHJO UIFSF BSF UISFF CBTJD CFIBWJPST
UIBU BO JODSFBTJOH GVODUJPO DBO EFNPOTUSBUF PO BO JOUFSWBM BT QJDUVSFE JO 'JHVSF  UIF
GVODUJPO DBO JODSFBTF NPSF BOE NPSF SBQJEMZ JODSFBTF BU UIF TBNF SBUF PS JODSFBTF JO B
XBZ UIBU JT TMPXJOH EPXO 'VOEBNFOUBMMZ XF BSF CFHJOOJOH UP UIJOL BCPVU IPX B QBSUJDV
MBS DVSWF CFOET XJUI UIF OBUVSBM DPNQBSJTPO CFJOH NBEF UP MJOFT XIJDI EPOɒU CFOE BU BMM
.PSF UIBO UIJT XFXBOU UP VOEFSTUBOE IPX UIF CFOE JO B GVODUJPOɒT HSBQI JT UJFE UP CFIBWJPS
DIBSBDUFSJ[FE CZ UIF КSTU EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO
'JHVSF  5ISFF GVODUJPOT UIBU BSF BMM JODSFBTJOH CVU EPJOH TP BU BO JODSFBTJOH SBUF BU B
DPOTUBOU SBUF BOE BU B EFDSFBTJOH SBUF SFTQFDUJWFMZ
'PS UIF MFGUNPTU DVSWF JO 'JHVSF  QJDUVSF B TFRVFODF PG UBOHFOU MJOFT UP UIF DVSWF "T
XFNPWF GSPN MFGU UP SJHIU UIF TMPQFT PG UIPTF UBOHFOU MJOFT XJMM JODSFBTF 5IFSFGPSF UIF SBUF
PG DIBOHF PG UIF QJDUVSFE GVODUJPO JT JODSFBTJOH BOE UIJT FYQMBJOT XIZ XF TBZ UIJT GVODUJPO
JT JODSFBTJOH BU BO JODSFBTJOH SBUF 'PS UIF SJHIUNPTU HSBQI JO 'JHVSF  PCTFSWF UIBU BT
x JODSFBTFT UIF GVODUJPO JODSFBTFT CVU UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF EFDSFBTFT IFODF UIJT
GVODUJPO JT JODSFBTJOH BU B EFDSFBTJOH SBUF

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
0G DPVSTF TJNJMBS PQUJPOT IPME GPS IPX B GVODUJPO DBO EFDSFBTF )FSF XF NVTU CF FYUSB
DBSFGVM XJUI PVS MBOHVBHF TJODF EFDSFBTJOH GVODUJPOT JOWPMWF OFHBUJWF TMPQFT BOE OFHB
UJWF OVNCFST QSFTFOU BO JOUFSFTUJOH TJUVBUJPO JO UIF UFOTJPO CFUXFFO DPNNPO MBOHVBHF BOE
NBUIFNBUJDBM MBOHVBHF 'PS FYBNQMF JU DBO CF UFNQUJOH UP TBZ UIBU ɔ−100 JT CJHHFS UIBO
−2ɕ #VU XF NVTU SFNFNCFS UIBU XIFO XF TBZ POF OVNCFS JT HSFBUFS UIBO BOPUIFS UIJT EF
TDSJCFT IPX UIF OVNCFST MJF PO B OVNCFS MJOF x < y QSPWJEFE UIBU x MJFT UP UIF MFGU PG y 4P
PG DPVSTF −100 JT MFTT UIBO −2 *OGPSNBMMZ JU NJHIU CF IFMQGVM UP TBZ UIBU ɔ−100 JT NPSF OFH
BUJWF UIBO −2ɕ 5IJT MFBET VT UP OPUF QBSUJDVMBSMZ UIBU XIFO B GVODUJPOɒT WBMVFT BSF OFHBUJWF
BOE UIPTF WBMVFT TVCTFRVFOUMZ HFU NPSF OFHBUJWF UIF GVODUJPO NVTU CF EFDSFBTJOH
'JHVSF  'SPN MFGU UP SJHIU UISFF GVODUJPOT UIBU BSF BMM EFDSFBTJOH CVU EPJOH TP JO EJG
GFSFOU XBZT
/PX DPOTJEFS UIF UISFF HSBQIT TIPXO JO 'JHVSF  $MFBSMZ UIF NJEEMF HSBQI EFNPO
TUSBUFT UIF CFIBWJPS PG B GVODUJPO EFDSFBTJOH BU B DPOTUBOU SBUF *G XF UIJOL BCPVU B TFRVFODF
PG UBOHFOU MJOFT UP UIF КSTU DVSWF UIBU QSPHSFTT GSPN MFGU UP SJHIU XF TFF UIBU UIF TMPQFT PG
UIFTF MJOFT HFU MFTT BOE MFTT OFHBUJWF BT XF NPWF GSPN MFGU UP SJHIU 5IBU NFBOT UIBU UIF WBM
VFT PG UIF КSTU EFSJWBUJWF XIJMF BMM OFHBUJWF BSF JODSFBTJOH BOE UIVTXF TBZ UIBU UIF MFGUNPTU
DVSWF JT EFDSFBTJOH BU BO JODSFBTJOH SBUF
5IJT MFBWFT POMZ UIF SJHIUNPTU DVSWF JO 'JHVSF  UP DPOTJEFS 'PS UIBU GVODUJPO UIF TMPQF
PG UIF UBOHFOU MJOF JT OFHBUJWF UISPVHIPVU UIF QJDUVSFE JOUFSWBM CVU BT XF NPWF GSPN MFGU UP
SJHIU UIF TMPQFT HFU NPSF BOE NPSF OFHBUJWF )FODF UIF TMPQF PG UIF DVSWF JT EFDSFBTJOH
BOE XF TBZ UIBU UIF GVODUJPO JT EFDSFBTJOH BU B EFDSFBTJOH SBUF
5IJT MFBET VT UP JOUSPEVDF UIF OPUJPO PG DPODBWJUZ XIJDI QSPWJEFT TJNQMFS MBOHVBHF UP EF
TDSJCF TPNF PG UIFTF CFIBWJPST *OGPSNBMMZ XIFO B DVSWF PQFOT VQ PO B HJWFO JOUFSWBM
MJLF UIF VQSJHIU QBSBCPMB y ! x2 PS UIF FYQPOFOUJBM HSPXUI GVODUJPO y ! ex  XF TBZ UIBU
UIF DVSWF JT DPODBWF VQ PO UIBU JOUFSWBM -JLFXJTF XIFO B DVSWF PQFOT EPXO TVDI BT UIF
QBSBCPMB y ! −x2 PS UIF PQQPTJUF PG UIF FYQPOFOUJBM GVODUJPO y ! −ex  XF TBZ UIBU UIF GVOD
UJPO JT DPODBWF EPXO 5IJT CFIBWJPS JT MJOLFE UP CPUI UIF КSTU BOE TFDPOE EFSJWBUJWFT PG UIF
GVODUJPO
*O 'JHVSF  XF TFF UXP GVODUJPOT BMPOH XJUI B TFRVFODF PG UBOHFOU MJOFT UP FBDI 0O
UIF MFGUIBOE QMPU XIFSF UIF GVODUJPO JT DPODBWF VQ PCTFSWF UIBU UIF UBOHFOU MJOFT UP UIF

 5IF TFDPOE EFSJWBUJWF
DVSWF BMXBZT MJF CFMPX UIF DVSWF JUTFMG BOE UIBU BT XF NPWF GSPN MFGU UP SJHIU UIF TMPQF PG
UIF UBOHFOU MJOF JT JODSFBTJOH 4BJE EJЙFSFOUMZ UIF GVODUJPO f JT DPODBWF VQ PO UIF JOUFSWBM
TIPXO CFDBVTF JUT EFSJWBUJWF f ′ JT JODSFBTJOH PO UIBU JOUFSWBM 4JNJMBSMZ PO UIF SJHIUIBOE
QMPU JO 'JHVSF  XIFSF UIF GVODUJPO TIPXO JT DPODBWF EPXO UIFSFXF TFF UIBU UIF UBOHFOU
MJOFT BMXBZ MJF BCPWF UIF DVSWF BOE UIBU UIF WBMVF PG UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF JT EFDSFBTJOH
BT XF NPWF GSPN MFGU UP SJHIU )FODF XIBU NBLFT f DPODBWF EPXO PO UIF JOUFSWBM JT UIF GBDU
UIBU JUT EFSJWBUJWF f ′ JT EFDSFBTJOH
'JHVSF  "U MFGU B GVODUJPO UIBU JT DPODBWF VQ BU SJHIU POF UIBU JT DPODBWF EPXO
8F TUBUF UIFTF NPTU SFDFOU PCTFSWBUJPOT GPSNBMMZ BT UIF EFКOJUJPOT PG UIF UFSNT DPODBWF VQ
BOE DPODBWF EPXO
%FКOJUJPO  -FU f CF B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO PO BO JOUFSWBM (a , b) 5IFO f JT DPODBWF
VQ PO (a , b) JG BOE POMZ JG f ′ JT JODSFBTJOH PO (a , b) f JT DPODBWF EPXO PO (a , b) JG BOE POMZ JG
f ′ JT EFDSFBTJOH PO (a , b)
5IF GPMMPXJOH BDUJWJUJFT MFBE VT UP GVSUIFS FYQMPSF IPX UIF КSTU BOE TFDPOE EFSJWBUJWFT PG
B GVODUJPO EFUFSNJOF UIF CFIBWJPS BOE TIBQF PG JUT HSBQI 8F CFHJO CZ SFWJTJUJOH 1SFWJFX
"DUJWJUZ 
"DUJWJUZ  5IF QPTJUJPO PG B DBS ESJWJOH BMPOH B TUSBJHIU SPBE BU UJNF t JO NJOVUFT
JT HJWFO CZ UIF GVODUJPO y ! s(t) UIBU JT QJDUVSFE JO 'JHVSF  5IF DBSɒT QPTJUJPO
GVODUJPO IBT VOJUT NFBTVSFE JO UIPVTBOET PG GFFU 3FNFNCFS UIBU ZPV XPSLFE XJUI
UIJT GVODUJPO BOE TLFUDIFE HSBQIT PG y ! v(t) ! s′(t) BOE y ! v′(t) JO 1SFWJFX "DUJW
JUZ 

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
B 0O XIBU JOUFSWBMT JT UIF QPTJUJPO
GVODUJPO y ! s(t) JODSFBTJOH EF
DSFBTJOH 8IZ 
C 0O XIJDI JOUFSWBMT JT UIF WFMPDJUZ
GVODUJPO y ! v(t) ! s′(t) JODSFBT
JOH EFDSFBTJOH OFJUIFS 8IZ 
D "DDFMFSBUJPO JT EFКOFE UP CF UIF JO
TUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG WFMPD
JUZ BT UIF BDDFMFSBUJPO PG BO PCKFDU
NFBTVSFT UIF SBUF BU XIJDI UIF WF
MPDJUZ PG UIF PCKFDU JT DIBOHJOH 4BZ
UIBU UIF DBSɒT BDDFMFSBUJPO GVODUJPO
JT OBNFE a(t) )PX JT a(t) DPN
QVUFE GSPN v(t) )PX JT a(t) DPN
QVUFE GSPN s(t) &YQMBJO
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'JHVSF  5IF HSBQI PG y ! s(t) UIF
QPTJUJPO PG UIF DBS 	NFBTVSFE JO UIPV
TBOET PG GFFU GSPN JUT TUBSUJOH MPDBUJPO
 BU
UJNF t JO NJOVUFT
E 8IBU DBO ZPV TBZ BCPVU s′′ XIFOFWFS s′ JT JODSFBTJOH 8IZ 
F 6TJOH POMZ UIF XPSET JODSFBTJOH EFDSFBTJOH DPOTUBOU DPODBWF VQ DPODBWF EPXO BOE
MJOFBS DPNQMFUF UIF GPMMPXJOH TFOUFODFT 'PS UIF QPTJUJPO GVODUJPO s XJUI WFMPDJUZ
v BOE BDDFMFSBUJPO a
ə PO BO JOUFSWBM XIFSF v JT QPTJUJWF s JT 
ə PO BO JOUFSWBM XIFSF v JT OFHBUJWF s JT 
ə PO BO JOUFSWBM XIFSF v JT [FSP s JT 
ə PO BO JOUFSWBM XIFSF a JT QPTJUJWF v JT 
ə PO BO JOUFSWBM XIFSF a JT OFHBUJWF v JT 
ə PO BO JOUFSWBM XIFSF a JT [FSP v JT 
ə PO BO JOUFSWBM XIFSF a JT QPTJUJWF s JT 
ə PO BO JOUFSWBM XIFSF a JT OFHBUJWF s JT 
ə PO BO JOUFSWBM XIFSF a JT [FSP s JT 
5IF DPOUFYU PG QPTJUJPO WFMPDJUZ BOE BDDFMFSBUJPO JT BO FYDFMMFOU POF JO XIJDI UP VOEFSTUBOE
IPX B GVODUJPO JUT КSTU EFSJWBUJWF BOE JUT TFDPOE EFSJWBUJWF BSF SFMBUFE UP POF BOPUIFS *O
"DUJWJUZ  XF DBO SFQMBDF s v BOE a XJUI BO BSCJUSBSZ GVODUJPO f BOE JUT EFSJWBUJWFT f ′

 5IF TFDPOE EFSJWBUJWF
BOE f ′′ BOE FTTFOUJBMMZ BMM UIF TBNF PCTFSWBUJPOT IPME *O QBSUJDVMBS OPUF UIBU f ′ JT JODSFBT
JOH JG BOE POMZ JG f JT DPODBWF VQ BOE TJNJMBSMZ f ′ JT JODSFBTJOH JG BOE POMZ JG f ′′ JT QPTJUJWF
-JLFXJTF f ′ JT EFDSFBTJOH JG BOE POMZ JG f JT DPODBWF EPXO BOE f ′ JT EFDSFBTJOH JG BOE POMZ
JG f ′′ JT OFHBUJWF
"DUJWJUZ  " QPUBUP JT QMBDFE JO BO PWFO BOE UIF QPUBUPɒT UFNQFSBUVSF F 	JO EFHSFFT
'BISFOIFJU
 BU WBSJPVT QPJOUT JO UJNF JT UBLFO BOE SFDPSEFE JO UIF GPMMPXJOH UBCMF 5JNF
t JT NFBTVSFE JO NJOVUFT *O "DUJWJUZ  XF DPNQVUFE BQQSPYJNBUJPOT UP F′(30) BOE
F′(60) VTJOH DFOUSBM EJЙFSFODFT 5IPTF WBMVFT BOENPSF BSF QSPWJEFE JO UIF TFDPOE UBCMF
CFMPX BMPOH XJUI TFWFSBM PUIFST DPNQVUFE JO UIF TBNF XBZ
t F(t)
0 70
15 180.5
30 251
45 296
60 324.5
75 342.8
90 354.5
t F′(t)
0 /"
15 6.03
30 3.85
45 2.45
60 1.56
75 1.00
90 /"
5BCMF  4FMFDU WBMVFT PG F(t) 5BCMF  4FMFDU WBMVFT PG F′(t)
B 8IBU BSF UIF VOJUT PO UIF WBMVFT PG F′(t) 
C 6TF B DFOUSBM EJЙFSFODF UP FTUJNBUF UIF WBMVF PG F′′(30)
D 8IBU JT UIF NFBOJOH PG UIF WBMVF PG F′′(30) UIBU ZPV IBWF DPNQVUFE JO 	C
 JO UFSNT
PG UIF QPUBUPɒT UFNQFSBUVSF 8SJUF TFWFSBM DBSFGVM TFOUFODFT UIBU EJTDVTT XJUI
BQQSPQSJBUF VOJUT UIF WBMVFT PG F(30) F′(30) BOE F′′(30) BOE FYQMBJO UIF PWFSBMM
CFIBWJPS PG UIF QPUBUPɒT UFNQFSBUVSF BU UIJT QPJOU JO UJNF
E 0WFSBMM JT UIF QPUBUPɒT UFNQFSBUVSF JODSFBTJOH BU BO JODSFBTJOH SBUF JODSFBTJOH BU
B DPOTUBOU SBUF PS JODSFBTJOH BU B EFDSFBTJOH SBUF 8IZ 
"DUJWJUZ  5IJT BDUJWJUZ CVJMET PO PVS FYQFSJFODF BOE VOEFSTUBOEJOH PG IPX UP
TLFUDI UIF HSBQI PG f ′ HJWFO UIF HSBQI PG f 
*O 'JHVSF  HJWFO UIF SFTQFDUJWF HSBQIT PG UXP EJЙFSFOU GVODUJPOT f  TLFUDI UIF
DPSSFTQPOEJOH HSBQI PG f ′ PO UIF КSTU BYFT CFMPX BOE UIFO TLFUDI f ′′ PO UIF TFDPOE TFU
PG BYFT *O BEEJUJPO GPS FBDI XSJUF TFWFSBM DBSFGVM TFOUFODFT JO UIF TQJSJU PG UIPTF JO
"DUJWJUZ  UIBU DPOOFDU UIF CFIBWJPST PG f  f ′ BOE f ′′ 'PS JOTUBODF XSJUF TPNFUIJOH
TVDI BT

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
f ′ JT PO UIF JOUFSWBM  XIJDI JT DPOOFDUFE UP UIF GBDU UIBU
f JT PO UIF TBNF JOUFSWBM  BOE f ′′ JT PO UIF
JOUFSWBM BT XFMM
CVU PG DPVSTF XJUI UIF CMBOLT КMMFE JO 5ISPVHIPVU WJFX UIF TDBMF PG UIF HSJE GPS UIF
HSBQI PG f BT CFJOH 1× 1 BOE BTTVNF UIF IPSJ[POUBM TDBMF PG UIF HSJE GPS UIF HSBQI PG f ′
JT JEFOUJDBM UP UIBU GPS f  *G ZPV OFFE UP BEKVTU UIF WFSUJDBM TDBMF PO UIF BYFT GPS UIF HSBQI
PG f ′ PS f ′′ ZPV TIPVME MBCFM UIBU BDDPSEJOHMZ
f
x
f ′
x
f ′′
x
f
x
f ′
x
f ′′
x
'JHVSF  5XP HJWFO GVODUJPOT f  XJUI BYFT QSPWJEFE GPS QMPUUJOH f ′ BOE f ′′ CFMPX

 5IF TFDPOE EFSJWBUJWF
4VNNBSZ
ə " EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO f JT JODSFBTJOH BU B QPJOU PS PO BO JOUFSWBM XIFOFWFS JUT КSTU
EFSJWBUJWF JT QPTJUJWF BOE EFDSFBTJOH XIFOFWFS JUT КSTU EFSJWBUJWF JT OFHBUJWF
ə #Z UBLJOH UIF EFSJWBUJWF PG UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO f  XF BSSJWF BU UIF TFDPOEEFSJWB
UJWF f ′′ 5IF TFDPOE EFSJWBUJWF NFBTVSFT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG UIF КSTU
EFSJWBUJWF BOE UIVT UIF TJHO PG UIF TFDPOE EFSJWBUJWF UFMMT VT XIFUIFS PS OPU UIF TMPQF
PG UIF UBOHFOU MJOF UP f JT JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH
ə " EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO JT DPODBWF VQ XIFOFWFS JUT КSTU EFSJWBUJWF JT JODSFBTJOH 	PS
FRVJWBMFOUMZ XIFOFWFS JUT TFDPOE EFSJWBUJWF JT QPTJUJWF
 BOE DPODBWF EPXO XIFOFWFS
JUT КSTU EFSJWBUJWF JT EFDSFBTJOH 	PS FRVJWBMFOUMZ XIFOFWFS JUT TFDPOE EFSJWBUJWF JT OFH
BUJWF
 &YBNQMFT PG GVODUJPOT UIBU BSF FWFSZXIFSF DPODBWF VQ BSF y ! x2 BOE y ! ex 
FYBNQMFT PG GVODUJPOT UIBU BSF FWFSZXIFSF DPODBWF EPXO BSF y ! −x2 BOE y ! −ex 
ə 5IF VOJUT PO UIF TFDPOE EFSJWBUJWF BSF ɔVOJUT PG PVUQVU QFS VOJU PG JOQVU QFS VOJU PG
JOQVUɕ 5IFZ UFMM VT IPX UIF WBMVF PG UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO JT DIBOHJOH JO SFTQPOTF UP
DIBOHFT JO UIF JOQVU *O PUIFS XPSET UIF TFDPOE EFSJWBUJWF UFMMT VT UIF SBUF PG DIBOHF
PG UIF SBUF PG DIBOHF PG UIF PSJHJOBM GVODUJPO
&YFSDJTFT
 $POTJEFS UIF GVODUJPO f (x) HSBQIFE CFMPX
'PS UIJT GVODUJPO BSF UIF GPMMPXJOH OPO[FSP RVBOUJUJFT QPTJUJWF PS OFHBUJWF 
f (4) JT <$IPPTF QPTJUJWF ] OFHBUJWF>
f ′(4) JT <$IPPTF QPTJUJWF ] OFHBUJWF>
f ′′(4) JT <$IPPTF QPTJUJWF ] OFHBUJWF>
	#FDBVTF UIJT JT B NVMUJQMF DIPJDF QSPCMFN JU XJMM OPU TIPX XIJDI QBSUT PG UIF QSPCMFN BSF DPSSFDU PS
JODPSSFDU XIFO ZPV TVCNJU JU


$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
 "U FYBDUMZ UXP PG UIF MBCFMFE QPJOUT JO UIF КHVSF CFMPX XIJDI TIPXT B GVODUJPO f  UIF
EFSJWBUJWF f ′ JT [FSP UIF TFDPOE EFSJWBUJWF f ′′ JT OPU [FSP BU BOZ PG UIF MBCFMFE QPJOUT 4FMFDU
UIF DPSSFDU TJHOT GPS FBDI PG f  f ′ BOE f ′′ BU FBDI NBSLFE QPJOU
1PJOU " # $ % &
f <$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
<$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
<$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
<$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
<$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
f ′ <$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
<$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
<$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
<$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
<$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
f ′′ <$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
<$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
<$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
<$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
<$IPPTF
QPTJUJWF
] [FSP ]
OFHBUJWF>
 4VQQPTF UIBU BO BDDFMFSBUJOH DBS HPFT GSPN NQI UP  NQI JO КWF TFDPOET *UT WFMPDJUZ
JT HJWFO JO UIF GPMMPXJOH UBCMF DPOWFSUFE GSPN NJMFT QFS IPVS UP GFFU QFS TFDPOE TP UIBU
BMM UJNF NFBTVSFNFOUT BSF JO TFDPOET 	/PUF  NQI JT  GUTFD
 'JOE UIF BWFSBHF
BDDFMFSBUJPO PG UIF DBS PWFS FBDI PG UIF КSTU UXP TFDPOET
t 	T
      
v(t) 	GUT
      
BWFSBHF BDDFMFSBUJPO PWFS UIF КSTU TFDPOE 
IFMQ 	VOJUT

BWFSBHF BDDFMFSBUJPO PWFS UIF TFDPOE TFDPOE 
IFMQ 	VOJUT

 -FU P(t) SFQSFTFOU UIF QSJDF PG B TIBSF PG TUPDL PG B DPSQPSBUJPO BU UJNF t 8IBU EPFT FBDI
PG UIF GPMMPXJOH TUBUFNFOUT UFMM VT BCPVU UIF TJHOT PG UIF КSTU BOE TFDPOE EFSJWBUJWFT PG P(t) 

 5IF TFDPOE EFSJWBUJWF
	B
 5IF QSJDF PG UIF TUPDL JT SJTJOH TMPXFS BOE TMPXFS
5IF КSTU EFSJWBUJWF PG P(t) JT <$IPPTF QPTJUJWF ] [FSP ] OFHBUJWF>
5IF TFDPOE EFSJWBUJWF PG P(t) JT <$IPPTF QPTJUJWF ] [FSP ] OFHBUJWF>
	C
 5IF QSJDF PG UIF TUPDL JT KVTU QBTU XIFSF JU CPUUPNFE PVU
5IF КSTU EFSJWBUJWF PG P(t) JT <$IPPTF QPTJUJWF ] [FSP ] OFHBUJWF>
5IF TFDPOE EFSJWBUJWF PG P(t) JT <$IPPTF QPTJUJWF ] [FSP ] OFHBUJWF>
 5IF HSBQI PG f ′ 	OPU f 
 JT HJWFO CFMPX
	/PUF UIBU UIJT JT B HSBQI PG f ′ OPU B HSBQI PG f 

"U XIJDI PG UIF NBSLFE WBMVFT PG x JT
" f (x) HSFBUFTU x !
# f (x) MFBTU x !
$ f ′(x) HSFBUFTU x !
% f ′(x) MFBTU x !
& f ′′(x) HSFBUFTU x !
' f ′′(x) MFBTU x !
 4VQQPTF UIBU y ! f (x) JT B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO GPS XIJDI UIF GPMMPXJOH JOGPSNBUJPO JT
LOPXO f (2) ! −3 f ′(2) ! 1.5 f ′′(2) ! −0.25
B *T f JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH BU x ! 2 *T f DPODBWF VQ PS DPODBWF EPXO BU x ! 2 
C %P ZPV FYQFDU f (2.1) UP CF HSFBUFS UIBO −3 FRVBM UP −3 PS MFTT UIBO −3 8IZ 
D %P ZPV FYQFDU f ′(2.1) UP CF HSFBUFS UIBO 1.5 FRVBM UP 1.5 PS MFTT UIBO 1.5 8IZ 
E 4LFUDI B HSBQI PG y ! f (x) OFBS (2, f (2)) BOE JODMVEF B HSBQI PG UIF UBOHFOU MJOF
 'PS B DFSUBJO GVODUJPO y ! !(x) JUT EFSJWBUJWF JT HJWFO CZ UIF GVODUJPO QJDUVSFE JO 'JH
VSF 

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
B 8IBU JT UIF BQQSPYJNBUF TMPQF PG UIF
UBOHFOU MJOF UP y ! !(x) BU UIF QPJOU
(2, !(2)) 
C )PX NBOZ SFBM OVNCFS TPMVUJPOT DBO
UIFSF CF UP UIF FRVBUJPO !(x) ! 0 
+VTUJGZ ZPVS DPODMVTJPO GVMMZ BOE DBSF
GVMMZ CZ FYQMBJOJOH XIBU ZPV LOPX
BCPVU IPX UIF HSBQI PG !NVTU CFIBWF
CBTFE PO UIF HJWFO HSBQI PG !′
D 0O UIF JOUFSWBM−3 < x < 3 IPXNBOZ
UJNFT EPFT UIF DPODBWJUZ PG ! DIBOHF 
8IZ 
E 6TF UIF QSPWJEFE HSBQI UP FTUJNBUF
UIF WBMVF PG !′′(2)
-3 -1 1 3
2
4
y= g′(x)
'JHVSF  5IF HSBQI PG y ! !′(x)
 "CVOHFF KVNQFSɒT IFJHIU h 	JO GFFU 
 BU UJNF t 	JO TFDPOET
 JT HJWFO JO QBSU CZ UIF UBCMF
t 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
h(t) 200 184.2 159.9 131.9 104.7 81.8 65.5 56.8 55.5 60.4 69.8
t 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0 8.5 9.0 9.5 10.0
h(t) 81.6 93.7 104.4 112.6 117.7 119.4 118.2 114.8 110.0 104.7
B 6TF UIF HJWFO EBUB UP FTUJNBUF h′(4.5) h′(5) BOE h′(5.5) "U XIJDI PG UIFTF UJNFT JT UIF
CVOHFF KVNQFS SJTJOH NPTU SBQJEMZ 
C 6TF UIF HJWFO EBUB BOE ZPVS XPSL JO 	B
 UP FTUJNBUF h′′(5)
D 8IBU QIZTJDBM QSPQFSUZ PG UIF CVOHFF KVNQFS EPFT UIF WBMVF PG h′′(5) NFBTVSF 8IBU
BSF JUT VOJUT 
E #BTFE PO UIF EBUB PO XIBU BQQSPYJNBUF UJNF JOUFSWBMT JT UIF GVODUJPO y ! h(t) DPODBWF
EPXO 8IBU JT IBQQFOJOH UP UIF WFMPDJUZ PG UIF CVOHFF KVNQFS PO UIFTF UJNF JOUFSWBMT 
 'PS FBDI QSPNQU UIBU GPMMPXT TLFUDI B QPTTJCMF HSBQI PG B GVODUJPO PO UIF JOUFSWBM −3 <
x < 3 UIBU TBUJTКFT UIF TUBUFE QSPQFSUJFT
B y ! f (x) TVDI UIBU f JT JODSFBTJOH PO −3 < x < 3 DPODBWF VQ PO −3 < x < 0 BOE
DPODBWF EPXO PO 0 < x < 3
C y ! !(x) TVDI UIBU ! JT JODSFBTJOH PO −3 < x < 3 DPODBWF EPXO PO −3 < x < 0 BOE
DPODBWF VQ PO 0 < x < 3
D y ! h(x) TVDI UIBU h JT EFDSFBTJOH PO −3 < x < 3 DPODBWF VQ PO −3 < x < −1 OFJUIFS
DPODBWF VQ OPS DPODBWF EPXO PO −1 < x < 1 BOE DPODBWF EPXO PO 1 < x < 3

 5IF TFDPOE EFSJWBUJWF
E y ! p(x) TVDI UIBU p JT EFDSFBTJOH BOE DPODBWF EPXO PO −3 < x < 0 BOE JT JODSFBTJOH
BOE DPODBWF EPXO PO 0 < x < 3

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
 -JNJUT $POUJOVJUZ BOE %JЙFSFOUJBCJMJUZ
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU EPFT JUNFBO HSBQIJDBMMZ UP TBZ UIBU f IBT MJNJU L BT x → a )PX JT UIJT DPOOFDUFE
UP IBWJOH B MFGUIBOE MJNJU BU x ! a BOE IBWJOH B SJHIUIBOE MJNJU BU x ! a 
ə 8IBU EPFT JU NFBO UP TBZ UIBU B GVODUJPO f JT DPOUJOVPVT BU x ! a 8IBU SPMF EP MJNJUT
QMBZ JO EFUFSNJOJOH XIFUIFS PS OPU B GVODUJPO JT DPOUJOVPVT BU B QPJOU 
ə 8IBU EPFT JU NFBO HSBQIJDBMMZ UP TBZ UIBU B GVODUJPO f JT EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a )PX
JT UIJT DPOOFDUFE UP UIF GVODUJPO CFJOH MPDBMMZ MJOFBS 
ə )PX BSF UIF DIBSBDUFSJTUJDT PG B GVODUJPO IBWJOH B MJNJU CFJOH DPOUJOVPVT BOE CFJOH
EJЙFSFOUJBCMF BU B HJWFO QPJOU SFMBUFE UP POF BOPUIFS 
*O 4FDUJPO  XF MFBSOFE BCPVU IPX UIF DPODFQU PG MJNJUT DBO CF VTFE UP TUVEZ UIF USFOE
PG B GVODUJPO OFBS B КYFE JOQVU WBMVF "T XF TUVEZ TVDI USFOET XF BSF GVOEBNFOUBMMZ JO
UFSFTUFE JO LOPXJOH IPX XFMMCFIBWFE UIF GVODUJPO JT BU UIF HJWFO QPJOU TBZ x ! a *O UIJT
QSFTFOU TFDUJPO XF BJN UP FYQBOE PVS QFSTQFDUJWF BOE EFWFMPQ MBOHVBHF BOE VOEFSTUBOEJOH
UP RVBOUJGZ IPX UIF GVODUJPO BDUT BOE IPX JUT WBMVF DIBOHFT OFBS B QBSUJDVMBS QPJOU #FZPOE
UIJOLJOH BCPVU XIFUIFS PS OPU UIF GVODUJPO IBT B MJNJU L BU x ! a XF XJMM BMTP DPOTJEFS UIF
WBMVF PG UIF GVODUJPO f (a) BOE IPX UIJT WBMVF JT SFMBUFE UP limx→a f (x) BT XFMM BT XIFUIFS
PS OPU UIF GVODUJPO IBT B EFSJWBUJWF f ′(a) BU UIF QPJOU PG JOUFSFTU 5ISPVHIPVU XF XJMM CVJME
PO BOE GPSNBMJ[F JEFBT UIBU XF IBWF FODPVOUFSFE JO TFWFSBM TFUUJOHT
8F CFHJO UP DPOTJEFS UIFTF JTTVFT UISPVHI UIF GPMMPXJOH QSFWJFX BDUJWJUZ UIBU BTLT ZPV UP
DPOTJEFS UIF HSBQI PG B GVODUJPO XJUI B WBSJFUZ PG JOUFSFTUJOH CFIBWJPST
1SFWJFX "DUJWJUZ  " GVODUJPO f EFКOFE PO −4 < x < 4 JT HJWFO CZ UIF HSBQI JO
'JHVSF  6TF UIF HSBQI UP BOTXFS FBDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT /PUF UP UIF SJHIU
PG x ! 2 UIF HSBQI PG f JT FYIJCJUJOH JOКOJUF PTDJMMBUPSZ CFIBWJPS TJNJMBS UP UIF GVODUJPO
sin(πx ) UIBU XF FODPVOUFSFE JO UIF LFZ FYBNQMF FBSMZ JO 4FDUJPO 
B 'PS FBDI PG UIF WBMVFT a ! −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3 EFUFSNJOFXIFUIFS PS OPU limx→a f (x)
FYJTUT *G UIF GVODUJPO IBT B MJNJU L BU B HJWFO QPJOU TUBUF UIF WBMVF PG UIF MJNJU VTJOH
UIF OPUBUJPO limx→a f (x) ! L *G UIF GVODUJPO EPFT OPU IBWF B MJNJU BU B HJWFO QPJOU
XSJUF B TFOUFODF UP FYQMBJO XIZ
C 'PS FBDI PG UIF WBMVFT PG a GSPN QBSU 	B
 XIFSF f IBT B MJNJU EFUFSNJOF UIF WBMVF
PG f (a) BU FBDI TVDI QPJOU *O BEEJUJPO GPS FBDI TVDI a WBMVF EPFT f (a) IBWF UIF
TBNF WBMVF BT limx→a f (x) 
D 'PS FBDI PG UIF WBMVFT a ! −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3 EFUFSNJOF XIFUIFS PS OPU f ′(a)

 -JNJUT $POUJOVJUZ BOE %JЙFSFOUJBCJMJUZ
FYJTUT *O QBSUJDVMBS CBTFE PO UIF HJWFO HSBQI BTL ZPVSTFMG JG JU JT SFBTPOBCMF UP
TBZ UIBU f IBT B UBOHFOU MJOF BU (a , f (a)) GPS FBDI PG UIF HJWFO aWBMVFT *G TP WJTVBMMZ
FTUJNBUF UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP КOE UIF WBMVF PG f ′(a)
-3 -2 -1 1 2 3
-3
-2
-1
1
2
3
f
'JHVSF  5IF HSBQI PG y ! f (x)
 )BWJOH B MJNJU BU B QPJOU
*O 4FDUJPO  XF КSTU FODPVOUFSFE MJNJUT BOE MFBSOFE UIBU XF TBZ UIBU f IBT MJNJU L BT x
BQQSPBDIFT a BOE XSJUF limx→a f (x) ! L QSPWJEFE UIBU XF DBO NBLF UIF WBMVF PG f (x) BT
DMPTF UP L BT XF MJLF CZ UBLJOH x TVМDJFOUMZ DMPTF 	CVU OPU FRVBM UP
 a )FSF XF FYQBOE
GVSUIFS PO UIJT EFКOJUJPO BOE GPDVT JO NPSF EFQUI PO XIBU JU NFBOT GPS B GVODUJPO OPU UP
IBWF B MJNJU BU B HJWFO WBMVF
&TTFOUJBMMZ UIFSF BSF UXP CFIBWJPST UIBU B GVODUJPO DBO FYIJCJU BU B QPJOU XIFSF JU GBJMT UP
IBWF B MJNJU *O 'JHVSF  BU MFGU XF TFF B GVODUJPO f XIPTF HSBQI TIPXT B KVNQ BU a ! 1
*O QBSUJDVMBS JG XF MFU x BQQSPBDI  GSPN UIF MFGU TJEF UIF WBMVF PG f BQQSPBDIFT  XIJMF JG
XF MFU x HP UP 1 GSPN UIF SJHIU UIF WBMVF PG f UFOET UP  #FDBVTF UIF WBMVF PG f EPFT OPU
BQQSPBDI B TJOHMF OVNCFS BT x HFUT BSCJUSBSJMZ DMPTF UP  GSPN CPUI TJEFT XF LOPX UIBU f
EPFT OPU IBWF B MJNJU BU a ! 1
4JODF f EPFT BQQSPBDI B TJOHMF WBMVF PO FBDI TJEF PG a ! 1 XF DBO JOUSPEVDF UIF OPUJPO PG
MFGU BOE SJHIU 	PS POFTJEFE
 MJNJUT 8F TBZ UIBU f IBT MJNJU L1 BT x BQQSPBDIFT a GSPN UIF MFGU BOE
XSJUF
lim
x→a− f (x) ! L1
QSPWJEFE UIBU XF DBO NBLF UIF WBMVF PG f (x) BT DMPTF UP L1 BT XF MJLF CZ UBLJOH x TVМDJFOUMZ
DMPTF UP a XIJMF BMXBZT IBWJOH x < a *O UIJT DBTF XF DBMM L1 UIF MFGUIBOE MJNJU PG f BT x
BQQSPBDIFT a 4JNJMBSMZ XF TBZ L2 JT UIF SJHIUIBOE MJNJU PG f BT x BQQSPBDIFT a BOE XSJUF
lim
x→a+ f (x) ! L2

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
QSPWJEFE UIBU XF DBO NBLF UIF WBMVF PG f (x) BT DMPTF UP L2 BT XF MJLF CZ UBLJOH x TVМDJFOUMZ
DMPTF UP a XIJMF BMXBZT IBWJOH x > a *O UIF HSBQI PG UIF GVODUJPO f JO 'JHVSF  XF TFF
UIBU
lim
x→1− f (x) ! 2 BOE limx→1+ f (x) ! 3
BOE QSFDJTFMZ CFDBVTF UIF MFGU BOE SJHIU MJNJUT BSF OPU FRVBM UIF PWFSBMM MJNJU PG f BT x → 1
GBJMT UP FYJTU
1
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'JHVSF  'VODUJPOT f BOE ! UIBU FBDI GBJM UP IBWF B MJNJU BU a ! 1
'PS UIF GVODUJPO ! QJDUVSFE BU SJHIU JO 'JHVSF  UIF GVODUJPO GBJMT UP IBWF B MJNJU BU a ! 1
GPS B EJЙFSFOU SFBTPO 8IJMF UIF GVODUJPO EPFT OPU IBWF B KVNQ JO JUT HSBQI BU a ! 1 JU JT
TUJMM OPU UIF DBTF UIBU ! BQQSPBDIFT B TJOHMF WBMVF BT x BQQSPBDIFT  *O QBSUJDVMBS EVF UP UIF
JOКOJUFMZ PTDJMMBUJOH CFIBWJPS PG ! UP UIF SJHIU PG a ! 1 XF TBZ UIBU UIF SJHIUIBOE MJNJU PG !
BT x → 1+ EPFT OPU FYJTU BOE UIVT limx→1 !(x) EPFT OPU FYJTU.
5P TVNNBSJ[F BOZUJNF FJUIFS B MFGU PS SJHIUIBOE MJNJU GBJMT UP FYJTU PS UIF MFGU BOE SJHIU
IBOE MJNJUT BSF OPU FRVBM UP FBDI PUIFS UIF PWFSBMM MJNJU XJMM OPU FYJTU 4BJE EJЙFSFOUMZ
" GVODUJPO f IBT MJNJU L BT x → a JG BOE POMZ JG
lim
x→a− f (x) ! L ! limx→a+ f (x).
5IBU JT B GVODUJPO IBT B MJNJU BU x ! a JG BOE POMZ JG CPUI UIF MFGU BOE SJHIUIBOE MJNJUT BU
x ! a FYJTU BOE TIBSF UIF TBNF WBMVF
*O 1SFWJFX "DUJWJUZ  UIF GVODUJPO f HJWFO JO 'JHVSF  POMZ GBJMT UP IBWF B MJNJU BU UXP
WBMVFT BU a ! −2 	XIFSF UIF MFGU BOE SJHIUIBOE MJNJUT BSF  BOE −1 SFTQFDUJWFMZ
 BOE BU
x ! 2 XIFSF limx→2+ f (x) EPFT OPU FYJTU
 /PUF XFMM UIBU FWFO BU WBMVFT MJLF a ! −1 BOE
a ! 0 XIFSF UIFSF BSF IPMFT JO UIF HSBQI UIF MJNJU TUJMM FYJTUT

 -JNJUT $POUJOVJUZ BOE %JЙFSFOUJBCJMJUZ
"DUJWJUZ  $POTJEFS B GVODUJPO UIBU JT QJFDFXJTFEFКOFE BDDPSEJOH UP UIF GPSNVMB
f (x) !
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
3(x + 2) + 2 GPS −3 < x < −2
2
3 (x + 2) + 1 GPS −2 ≤ x < −1
2
3 (x + 2) + 1 GPS −1 < x < 1
2 GPS x ! 1
4 − x GPS x > 1
6TF UIF HJWFO GPSNVMB UP BOTXFS UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT
-2 -1 1 2
-1
1
2
3
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH UIF GVODUJPO y ! f (x) JO "DUJWJUZ 
B 'PS FBDI PG UIF WBMVFT a ! −2,−1, 0, 1, 2 DPNQVUF f (a)
C 'PS FBDI PG UIF WBMVFT a ! −2,−1, 0, 1, 2 EFUFSNJOF limx→a− f (x) BOE limx→a+ f (x)
D 'PS FBDI PG UIF WBMVFT a ! −2,−1, 0, 1, 2 EFUFSNJOF limx→a f (x) *G UIF MJNJU GBJMT
UP FYJTU FYQMBJO XIZ CZ EJTDVTTJOH UIF MFGU BOE SJHIUIBOE MJNJUT BU UIF SFMFWBOU
aWBMVF
E 'PS XIJDI WBMVFT PG a JT UIF GPMMPXJOH TUBUFNFOU USVF 
lim
x→a f (x) ! f (a)
F 0O UIF BYFT QSPWJEFE JO 'JHVSF  TLFUDI BO BDDVSBUF MBCFMFE HSBQI PG y ! f (x)
#F TVSF UP DBSFGVMMZ VTF PQFO DJSDMFT 	◦
 BOE КMMFE DJSDMFT 	•
 UP SFQSFTFOU LFZ QPJOUT
PO UIF HSBQI BT EJDUBUFE CZ UIF QJFDFXJTF GPSNVMB

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
 #FJOH DPOUJOVPVT BU B QPJOU
*OUVJUJWFMZ B GVODUJPO JT DPOUJOVPVT JG XF DBO ESBX JU XJUIPVU FWFS MJGUJOH PVS QFODJM GSPN UIF
QBHF "MUFSOBUJWFMZ XF NJHIU TBZ UIBU UIF HSBQI PG B DPOUJOVPVT GVODUJPO IBT OP KVNQT PS
IPMFT JO JU 8F КSTU DPOTJEFS UISFF TQFDJКD TJUVBUJPOT JO 'JHVSF  XIFSF BMM UISFF GVODUJPOT
IBWF B MJNJU BU a ! 1 BOE UIFO XPSL UP NBLF UIF JEFB PG DPOUJOVJUZ NPSF QSFDJTF
1
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'JHVSF  'VODUJPOT f  ! BOE h UIBU EFNPOTUSBUF TVCUMZ EJЙFSFOU CFIBWJPST BU a ! 1
/PUF UIBU f (1) JT OPU EFКOFE XIJDI MFBET UP UIF SFTVMUJOH IPMF JO UIF HSBQI PG f BU a ! 1 8F
XJMM OBUVSBMMZ TBZ UIBU f JT OPU DPOUJOVPVT BU a ! 1 'PS UIF OFYU GVODUJPO ! JO JO 'JHVSF 
XF PCTFSWF UIBU XIJMF limx→1 !(x) ! 3 UIF WBMVF PG !(1) ! 2 BOE UIVT UIF MJNJU EPFT OPU
FRVBM UIF GVODUJPO WBMVF )FSF UPP XF XJMM TBZ UIBU ! JT OPU DPOUJOVPVT FWFO UIPVHI UIF
GVODUJPO JT EFКOFE BU a ! 1 'JOBMMZ UIF GVODUJPO h BQQFBST UP CF UIF NPTU XFMMCFIBWFE PG
BMM UISFF TJODF BU a ! 1 JUT MJNJU BOE JUT GVODUJPO WBMVF BHSFF 5IBU JT
lim
x→1 h(x) ! 3 ! h(1).
8JUI OP IPMF PS KVNQ JO UIF HSBQI PG h BU a ! 1 XF EFTJSF UP TBZ UIBU h JT DPOUJOVPVT UIFSF
.PSF GPSNBMMZ XF NBLF UIF GPMMPXJOH EFКOJUJPO
%FКOJUJPO  " GVODUJPO f JT DPOUJOVPVT BU x ! a QSPWJEFE UIBU
B f IBT B MJNJU BT x → a
C f JT EFКOFE BU x ! a BOE
D limx→a f (x) ! f (a).
$POEJUJPOT 	B
 BOE 	C
 BSF UFDIOJDBMMZ DPOUBJOFE JNQMJDJUMZ JO 	D
 CVU XF TUBUF UIFN FYQMJDJUMZ
UP FNQIBTJ[F UIFJS JOEJWJEVBM JNQPSUBODF *O XPSET 	D
 FTTFOUJBMMZ TBZT UIBU B GVODUJPO JT
DPOUJOVPVT BU x ! a QSPWJEFE UIBU JUT MJNJU BT x → a FYJTUT BOE FRVBMT JUT GVODUJPO WBMVF BU
x ! a *G B GVODUJPO JT DPOUJOVPVT BU FWFSZ QPJOU JO BO JOUFSWBM [a , b] XF TBZ UIF GVODUJPO JT
ɔDPOUJOVPVT PO [a , b]ɕ *G B GVODUJPO JT DPOUJOVPVT BU FWFSZ QPJOU JO JUT EPNBJO XF TJNQMZ TBZ
UIF GVODUJPO JT ɔDPOUJOVPVTɕ 5IVT DPOUJOVPVT GVODUJPOT BSF QBSUJDVMBSMZ OJDF UP FWBMVBUF
UIF MJNJU PG B DPOUJOVPVT GVODUJPO BU B QPJOU BMM XF OFFE UP EP JT FWBMVBUF UIF GVODUJPO

 -JNJUT $POUJOVJUZ BOE %JЙFSFOUJBCJMJUZ
'PS FYBNQMF DPOTJEFS p(x) ! x2 − 2x + 3 *U DBO CF QSPWFE UIBU FWFSZ QPMZOPNJBM JT B
DPOUJOVPVT GVODUJPO BU FWFSZ SFBM OVNCFS BOE UIVT JG XF XPVME MJLF UP LOPX limx→2 p(x)
XF TJNQMZ DPNQVUF
lim
x→2(x
2 − 2x + 3) ! 22 − 2 · 2 + 3 ! 3.
5IJT SPVUF PG TVCTUJUVUJOH BO JOQVU WBMVF UP FWBMVBUF B MJNJUXPSLT BOZUJNFXF LOPX UIF GVOD
UJPO CFJOH DPOTJEFSFE JT DPOUJOVPVT #FTJEFT QPMZOPNJBM GVODUJPOT BMM FYQPOFOUJBM GVODUJPOT
BOE UIF TJOF BOE DPTJOF GVODUJPOT BSF DPOUJOVPVT BU FWFSZ QPJOU BT BSF NBOZ PUIFS GBNJMJBS
GVODUJPOT BOE DPNCJOBUJPOT UIFSFPG
"DUJWJUZ  5IJT BDUJWJUZ CVJMET PO ZPVS XPSL JO 1SFWJFX "DUJWJUZ  VTJOH UIF
TBNF GVODUJPO f BT HJWFO CZ UIF HSBQI UIBU JT SFQFBUFE JO 'JHVSF 
B "U XIJDI WBMVFT PG a EPFT limx→a f (x) OPU FYJTU 
C "U XIJDI WBMVFT PG a JT f (a) OPU EFКOFE 
D "U XIJDI WBMVFT PG a EPFT f IBWF B MJNJU CVU limx→a f (x) ! f (a) 
D 4UBUF BMM WBMVFT PG a GPS XIJDI f JT
OPU DPOUJOVPVT BU x ! a
E 8IJDI DPOEJUJPO JT TUSPOHFS BOE
IFODF JNQMJFT UIF PUIFS f IBT B
MJNJU BU x ! a PS f JT DPOUJOVPVT BU
x ! a &YQMBJO BOE IFODF DPN
QMFUF UIF GPMMPXJOH TFOUFODF ɔ*G
f BU x ! a UIFO f
BU x ! aɕ XIFSF ZPV
DPNQMFUF UIF CMBOLT XJUI IBT B MJNJU
BOE JT DPOUJOVPVT VTJOH FBDI QISBTF
PODF
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'JHVSF  5IF HSBQI PG y ! f (x) GPS
"DUJWJUZ 
 #FJOH EJЙFSFOUJBCMF BU B QPJOU
8F SFDBMM UIBU B GVODUJPO f JT TBJE UP CF EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a XIFOFWFS f ′(a) FYJTUT .PSF
PWFS GPS f ′(a) UP FYJTU XF LOPX UIBU UIF GVODUJPO y ! f (x) NVTU IBWF B UBOHFOU MJOF BU UIF
QPJOU (a , f (a)) TJODF f ′(a) JT QSFDJTFMZ UIF TMPQF PG UIJT MJOF *O PSEFS UP FWFO BTL JG f IBT B
UBOHFOU MJOF BU (a , f (a)) JU JT OFDFTTBSZ UIBU f CF DPOUJOVPVT BU x ! a JG f GBJMT UP IBWF B MJNJU

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
BU x ! a JG f (a) JT OPU EFКOFE PS JG f (a) EPFT OPU FRVBM UIF WBMVF PG limx→a f (x) UIFO JU
EPFTOɒU FWFO NBLF TFOTF UP UBML BCPVU B UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF BU UIJT QPJOU
*OEFFE JU DBO CF QSPWFE GPSNBMMZ UIBU JG B GVODUJPO f JT EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a UIFO JU NVTU
CF DPOUJOVPVT BU x ! a 4P JG f JT OPU DPOUJOVPVT BU x ! a UIFO JU JT BVUPNBUJDBMMZ UIF
DBTF UIBU f JT OPU EJЙFSFOUJBCMF UIFSF 'PS FYBNQMF JO 'JHVSF  GSPN PVS FBSMZ EJTDVTTJPO
PG DPOUJOVJUZ CPUI f BOE ! GBJM UP CF EJЙFSFOUJBCMF BU x ! 1 CFDBVTF OFJUIFS GVODUJPO JT
DPOUJOVPVT BU x ! 1 #VU DBO B GVODUJPO GBJM UP CF EJЙFSFOUJBCMF BU B QPJOU XIFSF UIF GVODUJPO
JT DPOUJOVPVT 
*O 'JHVSF  XF SFWJTJU UIF TJUVBUJPO XIFSF B GVODUJPO IBT B TIBSQ DPSOFS BU B QPJOU TPNF
UIJOH XF FODPVOUFSFE TFWFSBM UJNFT JO 4FDUJPO  'PS UIF QJDUVSFE GVODUJPO f  XF PCTFSWF
UIBU f JT DMFBSMZ DPOUJOVPVT BU a ! 1 TJODF limx→1 f (x) ! 1 ! f (1).
1
1
f
(1,1)
'JHVSF  " GVODUJPO f UIBU JT DPOUJOVPVT BU a ! 1 CVU OPU EJЙFSFOUJBCMF BU a ! 1 BU SJHIU
XF [PPN JO PO UIF QPJOU (1, 1) JO B NBHOJКFE WFSTJPO PG UIF CPY JO UIF MFGUIBOE QMPU
#VU UIF GVODUJPO f JO 'JHVSF  JT OPU EJЙFSFOUJBCMF BU a ! 1 CFDBVTF f ′(1) GBJMT UP FYJTU
0OF XBZ UP TFF UIJT JT UP PCTFSWF UIBU f ′(x) ! −1 GPS FWFSZ WBMVF PG x UIBU JT MFTT UIBO  XIJMF
f ′(x) ! +1 GPS FWFSZ WBMVF PG x UIBU JT HSFBUFS UIBO  5IBU NBLFT JU TFFN UIBU FJUIFS +1 PS
−1 XPVME CF FRVBMMZ HPPE DBOEJEBUFT GPS UIF WBMVF PG UIF EFSJWBUJWF BU x ! 1 "MUFSOBUFMZ
XF DPVME VTF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP BUUFNQU UP DPNQVUF f ′(1) BOE EJTDPWFS
UIBU UIF EFSJWBUJWF EPFT OPU FYJTU " TJNJMBS QSPCMFN XJMM CF JOWFTUJHBUFE JO "DUJWJUZ 
'JOBMMZ XF DBO BMTP TFF WJTVBMMZ UIBU UIF GVODUJPO f JO 'JHVSF  EPFT OPU IBWF B UBOHFOU
MJOF 8IFO XF [PPN JO PO (1, 1) PO UIF HSBQI PG f  OP NBUUFS IPX DMPTFMZ XF FYBNJOF UIF
GVODUJPO JU XJMM BMXBZT MPPL MJLF B ɔ7ɕ BOE OFWFS MJLF B TJOHMF MJOF XIJDI UFMMT VT UIFSF JT OP
QPTTJCJMJUZ GPS B UBOHFOU MJOF UIFSF
5P NBLF B NPSF HFOFSBM PCTFSWBUJPO JG B GVODUJPO EPFT IBWF B UBOHFOU MJOF BU B HJWFO QPJOU
XIFO XF [PPN JO PO UIF QPJOU PG UBOHFODZ UIF GVODUJPO BOE UIF UBOHFOU MJOF TIPVME BQQFBS
FTTFOUJBMMZ JOEJTUJOHVJTIBCMFy $POWFSTFMZ JG XF IBWF B GVODUJPO TVDI UIBU XIFO XF [PPN
JO PO B QPJOU UIF GVODUJPO MPPLT MJLF B TJOHMF TUSBJHIU MJOF UIFO UIF GVODUJPO TIPVME IBWF B
UBOHFOU MJOF UIFSF BOE UIVT CF EJЙFSFOUJBCMF )FODF B GVODUJPO UIBU JT EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a
XJMM VQ DMPTF MPPL NPSF BOE NPSF MJLF JUT UBOHFOU MJOF BU (a , f (a)) BOE UIVT XF TBZ UIBU B
y4FF GPS JOTUBODF IUUQHWTVFEVT+ GPS BO BQQMFU 	EVF UP %BWJE "VTUJO (746
 XIFSF [PPNJOH JO TIPXT UIF
JODSFBTJOH TJNJMBSJUZ CFUXFFO UIF UBOHFOU MJOF BOE UIF DVSWF

 -JNJUT $POUJOVJUZ BOE %JЙFSFOUJBCJMJUZ
GVODUJPO JT EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a JT MPDBMMZ MJOFBS
5P TVNNBSJ[F UIF QSFDFEJOH EJTDVTTJPO PG EJЙFSFOUJBCJMJUZ BOE DPOUJOVJUZ XF NBLF TFWFSBM
JNQPSUBOU PCTFSWBUJPOT
ə *G f JT EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a UIFO f JT DPOUJOVPVT BU x ! a &RVJWBMFOUMZ JG f GBJMT
UP CF DPOUJOVPVT BU x ! a UIFO f XJMM OPU CF EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a
ə " GVODUJPO DBO CF DPOUJOVPVT BU B QPJOU CVU OPU CF EJЙFSFOUJBCMF UIFSF *O QBSUJD
VMBS B GVODUJPO f JT OPU EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a JG UIF HSBQI IBT B TIBSQ DPSOFS 	PS
DVTQ
 BU UIF QPJOU (a , f (a))
ə *G f JT EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a UIFO f JT MPDBMMZ MJOFBS BU x ! a 5IBU JT XIFO B GVOD
UJPO JT EJЙFSFOUJBCMF JU MPPLT MJOFBS XIFO WJFXFE VQ DMPTF CFDBVTF JU SFTFNCMFT
JUT UBOHFOU MJOF UIFSF
"DUJWJUZ  *O UIJT BDUJWJUZ XF FYQMPSF UXP EJЙFSFOU GVODUJPOT BOE DMBTTJGZ UIF QPJOUT
BU XIJDI FBDI JT OPU EJЙFSFOUJBCMF -FU ! CF UIF GVODUJPO HJWFO CZ UIF SVMF !(x) ! |x | BOE
MFU f CF UIF GVODUJPO UIBU XF IBWF QSFWJPVTMZ FYQMPSFE JO 1SFWJFX "DUJWJUZ  XIPTF
HSBQI JT HJWFO BHBJO JO 'JHVSF 
B 3FBTPOJOH WJTVBMMZ FYQMBJO XIZ !
JT EJЙFSFOUJBCMF BU FWFSZ QPJOU x
TVDI UIBU x ! 0
C 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF
EFSJWBUJWF UP TIPX UIBU !′(0) !
limh→0 |h |h .
D &YQMBJO XIZ !′(0) GBJMT UP FYJTU CZ
VTJOH TNBMM QPTJUJWF BOE OFHBUJWF
WBMVFT PG h
E 4UBUF BMM WBMVFT PG a GPS XIJDI f JT
OPU EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a 'PS FBDI
QSPWJEF B SFBTPO GPS ZPVS DPODMV
TJPO
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'JHVSF  5IF HSBQI PG y ! f (x) GPS
"DUJWJUZ 
F 5SVF PS GBMTF JG B GVODUJPO p JT EJЙFSFOUJBCMF BU x ! b UIFO limx→b p(x) NVTU FYJTU
8IZ 

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
4VNNBSZ
ə " GVODUJPO f IBT MJNJU L BT x → a JG BOE POMZ JG f IBT B MFGUIBOE MJNJU BU x ! a IBT B
SJHIUIBOE MJNJU BU x ! a BOE UIF MFGU BOE SJHIUIBOE MJNJUT BSF FRVBM 7JTVBMMZ UIJT
NFBOT UIBU UIFSF DBO CF B IPMF JO UIF HSBQI BU x ! a CVU UIF GVODUJPO NVTU BQQSPBDI
UIF TBNF TJOHMF WBMVF GSPN FJUIFS TJEF PG x ! a
ə " GVODUJPO f JT DPOUJOVPVT BU x ! a XIFOFWFS f (a) JT EFКOFE f IBT B MJNJU BT x → a
BOE UIF WBMVF PG UIF MJNJU BOE UIF WBMVF PG UIF GVODUJPO BHSFF 5IJT HVBSBOUFFT UIBU
UIFSF JT OPU B IPMF PS KVNQ JO UIF HSBQI PG f BU x ! a
ə " GVODUJPO f JT EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a XIFOFWFS f ′(a) FYJTUT XIJDI NFBOT UIBU f IBT B
UBOHFOU MJOF BU (a , f (a)) BOE UIVT f JT MPDBMMZ MJOFBS BU UIF WBMVF x ! a *OGPSNBMMZ UIJT
NFBOT UIBU UIF GVODUJPO MPPLT MJLF B MJOF XIFO WJFXFE VQ DMPTF BU (a , f (a)) BOE UIBU
UIFSF JT OPU B DPSOFS QPJOU PS DVTQ BU (a , f (a))
ə 0G UIF UISFF DPOEJUJPOT EJTDVTTFE JO UIJT TFDUJPO 	IBWJOH B MJNJU BU x ! a CFJOH DPO
UJOVPVT BU x ! a BOE CFJOH EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a
 UIF TUSPOHFTU DPOEJUJPO JT CFJOH
EJЙFSFOUJBCMF BOE UIF OFYU TUSPOHFTU JT CFJOH DPOUJOVPVT *O QBSUJDVMBS JG f JT EJЙFS
FOUJBCMF BU x ! a UIFO f JT BMTP DPOUJOVPVT BU x ! a BOE JG f JT DPOUJOVPVT BU x ! a
UIFO f IBT B MJNJU BU x ! a
&YFSDJTFT
 6TF UIF КHVSF CFMPX XIJDI HJWFT B HSBQI PG UIF GVODUJPO f (x) UP HJWF WBMVFT GPS UIF
JOEJDBUFE MJNJUT *G B MJNJU EPFT OPU FYJTU FOUFS OPOF
	B
 lim
x→−2 f (x)  IFMQ 	MJNJUT

	C
 lim
x→0 f (x) 
	D
 lim
x→2 f (x) 
	E
 lim
x→3 f (x) 

 -JNJUT $POUJOVJUZ BOE %JЙFSFOUJBCJMJUZ
 'PS UIF GVODUJPO
f (x) !
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2x − 5, 0 ≤ x < 3
4, x ! 3
x2 − 6x + 10, 3 < x
VTF BMHFCSB UP КOE FBDI PG UIF GPMMPXJOH MJNJUT
lim
x→3+ f (x) !
lim
x→3− f (x) !
lim
x→3 f (x) !
	'PS FBDI FOUFS %/& JG UIF MJNJU EPFT OPU FYJTU

4LFUDI B HSBQI PG f (x) UP DPOКSN ZPVS BOTXFST
 $POTJEFS UIF GVODUJPO HSBQIFE CFMPX
"U XIBU xWBMVFT EPFT UIF GVODUJPO BQQFBS UP OPU CF DPOUJOVPVT x !
"U XIBU xWBMVFT EPFT UIF GVODUJPO BQQFBS UP OPU CF EJЙFSFOUJBCMF x !
	&OUFS OPOF JG UIFSF BSF OP xWBMVFT UIBU BQQMZ FOUFS xWBMVFT BT B DPNNBTFQBSBUFE MJTU FH 

 'JOE k TP UIBU UIF GPMMPXJOH GVODUJPO JT DPOUJOVPVT
f (x) ! ⎧⎪⎨⎪⎩kx JG 0 ≤ x < 29x2 JG 2 ≤ x.
k !
 $POTJEFS UIF HSBQI PG UIF GVODUJPO y ! p(x) UIBU JT QSPWJEFE JO 'JHVSF  "TTVNF UIBU
FBDI QPSUJPO PG UIF HSBQI PG p JT B TUSBJHIU MJOF BT QJDUVSFE

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
-3 3
-3
3
p
-3 3
-3
3
'JHVSF  "U MFGU UIF QJFDFXJTF MJOFBS GVODUJPO y ! p(x) "U SJHIU BYFT GPS QMPUUJOH y !
p′(x)
B 4UBUF BMM WBMVFT PG a GPS XIJDI limx→a p(x) EPFT OPU FYJTU
C 4UBUF BMM WBMVFT PG a GPS XIJDI p JT OPU DPOUJOVPVT BU a
D 4UBUF BMM WBMVFT PG a GPS XIJDI p JT OPU EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a
E 0O UIF BYFT QSPWJEFE JO 'JHVSF  TLFUDI BO BDDVSBUF HSBQI PG y ! p′(x)
 'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH QSPNQUT HJWF BO FYBNQMF PG B GVODUJPO UIBU TBUJTКFT UIF TUBUFE
DSJUFSJB " GPSNVMB PS B HSBQI XJUI SFBTPOJOH JT TVМDJFOU GPS FBDI *G OP TVDI FYBNQMF JT
QPTTJCMF FYQMBJO XIZ
B " GVODUJPO f UIBU JT DPOUJOVPVT BU a ! 2 CVU OPU EJЙFSFOUJBCMF BU a ! 2
C " GVODUJPO ! UIBU JT EJЙFSFOUJBCMF BU a ! 3 CVU EPFT OPU IBWF B MJNJU BU a ! 3
D " GVODUJPO h UIBU IBT B MJNJU BU a ! −2 JT EFКOFE BU a ! −2 CVU JT OPU DPOUJOVPVT BU
a ! −2
E " GVODUJPO p UIBU TBUJTКFT BMM PG UIF GPMMPXJOH
ə p(−1) ! 3 BOE limx→−1 p(x) ! 2
ə p(0) ! 1 BOE p′(0) ! 0
ə limx→1 p(x) ! p(1) BOE p′(1) EPFT OPU FYJTU
 -FU h(x) CF B GVODUJPO XIPTF EFSJWBUJWF y ! h′(x) JT HJWFO CZ UIF HSBQI PO UIF SJHIU JO
'JHVSF 
B #BTFE PO UIF HSBQI PG y ! h′(x) XIBU DBO ZPV TBZ BCPVU UIF CFIBWJPS PG UIF GVODUJPO
y ! h(x) 

 -JNJUT $POUJOVJUZ BOE %JЙFSFOUJBCJMJUZ
C "U XIJDI WBMVFT PG x JT y ! h′(x) OPU EFКOFE 8IBU CFIBWJPS EPFT UIJT MFBE ZPV UP
FYQFDU UP TFF JO UIF HSBQI PG y ! h(x) 
D *T JU QPTTJCMF GPS y ! h(x) UP IBWF QPJOUT XIFSF h JT OPU DPOUJOVPVT &YQMBJO ZPVS
BOTXFS
E 0O UIF BYFT QSPWJEFE BU MFGU TLFUDI BU MFBTU UXP EJTUJODU HSBQIT UIBU BSF QPTTJCMF GVOD
UJPOT y ! h(x) UIBU FBDI IBWF B EFSJWBUJWF y ! h′(x) UIBU NBUDIFT UIF QSPWJEFE HSBQI
BU SJHIU &YQMBJO XIZ UIFSF BSF NVMUJQMF QPTTJCJMJUJFT GPS y ! h(x)
-3 3
-3
3
-3 -2 -1 1 2 3
-3
-2
-1
1
2
3
y= h′(x)
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH y ! h(x) BOE BU SJHIU UIF HSBQI PG y ! h′(x)
 $POTJEFS UIF GVODUJPO !(x) ! √|x |
B 6TF B HSBQI UP FYQMBJO WJTVBMMZ XIZ ! JT OPU EJЙFSFOUJBCMF BU x ! 0
C 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP TIPX UIBU
!′(0) ! lim
h→0
√|h |
h
.
D *OWFTUJHBUF UIF WBMVF PG !′(0) CZ FTUJNBUJOH UIF MJNJU JO 	C
 VTJOH TNBMM QPTJUJWF BOE
OFHBUJWF WBMVFT PG h 'PS JOTUBODF ZPV NJHIU DPNQVUF
√|−0.01|
0.01  #F TVSF UP VTF TFWFSBM
EJЙFSFOU WBMVFT PG h 	CPUI QPTJUJWF BOE OFHBUJWF
 JODMVEJOH POFT DMPTFS UP  UIBO 
8IBU EP ZPVS SFTVMUT UFMM ZPV BCPVU !′(0) 
E 6TF ZPVS HSBQI JO 	B
 UP TLFUDI BO BQQSPYJNBUF HSBQI PG y ! !′(x)

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
 5IF 5BOHFOU -JOF "QQSPYJNBUJPO
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU JT UIF GPSNVMB GPS UIF HFOFSBM UBOHFOU MJOF BQQSPYJNBUJPO UP B EJЙFSFOUJBCMF GVOD
UJPO y ! f (x) BU UIF QPJOU (a , f (a)) 
ə 8IBU JT UIF QSJODJQMF PG MPDBM MJOFBSJUZ BOE XIBU JT UIF MPDBM MJOFBSJ[BUJPO PG B EJЙFSFO
UJBCMF GVODUJPO f BU B QPJOU (a , f (a)) 
ə )PX EPFT LOPXJOH KVTU UIF UBOHFOU MJOF BQQSPYJNBUJPO UFMM VT JOGPSNBUJPO BCPVU UIF
CFIBWJPS PG UIF PSJHJOBM GVODUJPO JUTFMG OFBS UIF QPJOU PG BQQSPYJNBUJPO )PX EPFT
LOPXJOH UIF TFDPOE EFSJWBUJWFɒT WBMVF BU UIJT QPJOU QSPWJEF VT BEEJUJPOBM LOPXMFEHF
PG UIF PSJHJOBM GVODUJPOɒT CFIBWJPS 
"NPOH BMM GVODUJPOT MJOFBS GVODUJPOT BSF TJNQMFTU 0OF PG UIF QPXFSGVM DPOTFRVFODFT PG
B GVODUJPO y ! f (x) CFJOH EJЙFSFOUJBCMF BU B QPJOU (a , f (a)) JT UIBU VQ DMPTF UIF GVODUJPO
y ! f (x) JT MPDBMMZ MJOFBS BOE MPPLT MJLF JUT UBOHFOU MJOF BU UIBU QPJOU *O DFSUBJO DJSDVN
TUBODFT UIJT BMMPXT VT UP BQQSPYJNBUF UIF PSJHJOBM GVODUJPO f XJUI B TJNQMFS GVODUJPO L UIBU
JT MJOFBS UIJT DBO CF BEWBOUBHFPVT XIFO XF IBWF MJNJUFE JOGPSNBUJPO BCPVU f PS XIFO f
JT DPNQVUBUJPOBMMZ PS BMHFCSBJDBMMZ DPNQMJDBUFE 8F XJMM FYQMPSF BMM PG UIFTF TJUVBUJPOT JO
XIBU GPMMPXT
*U JT FTTFOUJBM UP SFDBMM UIBU XIFO f JT EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a UIF WBMVF PG f ′(a) QSPWJEFT
UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP y ! f (x) BU UIF QPJOU (a , f (a)) #Z LOPXJOH CPUI B QPJOU PO
UIF MJOF BOE UIF TMPQF PG UIF MJOF XF BSF UIVT BCMF UP КOE UIF FRVBUJPO PG UIF UBOHFOU MJOF
1SFWJFX "DUJWJUZ  XJMM SFGSFTI UIFTF DPODFQUT UISPVHI B LFZ FYBNQMF BOE TFU UIF TUBHF
GPS GVSUIFS TUVEZ
1SFWJFX "DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GVODUJPO y ! !(x) ! −x2 + 3x + 2
B 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP DPNQVUF B GPSNVMB GPS y ! !′(x)
C %FUFSNJOF UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP y ! !(x) BU UIF WBMVF x ! 2
D $PNQVUF !(2)
E 'JOE BO FRVBUJPO GPS UIF UBOHFOU MJOF UP y ! !(x) BU UIF QPJOU (2, !(2)) 8SJUF ZPVS
SFTVMU JO QPJOUTMPQF GPSNҎ
F 0O UIF BYFT QSPWJEFE JO 'JHVSF  TLFUDI BO BDDVSBUF MBCFMFE HSBQI PG y ! !(x)
BMPOH XJUI JUT UBOHFOU MJOF BU UIF QPJOU (2, !(2))

 5IF 5BOHFOU -JOF "QQSPYJNBUJPO
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH y ! !(x) BOE JUT UBOHFOU MJOF UP UIF QPJOU (2, !(2))
Ҏ3FDBMM UIBU B MJOF XJUI TMPQF m UIBU QBTTFT UISPVHI (x0 , y0) IBT FRVBUJPO y − y0 ! m(x − x0) BOE UIJT JT UIF
QPJOUTMPQF GPSN PG UIF FRVBUJPO
 5IF UBOHFOU MJOF
(JWFO B GVODUJPO f UIBU JT EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a XF LOPX UIBU XF DBO EFUFSNJOF UIF TMPQF
PG UIF UBOHFOU MJOF UP y ! f (x) BU (a , f (a)) CZ DPNQVUJOH f ′(a) 5IF SFTVMUJOH UBOHFOU MJOF
UISPVHI (a , f (a)) XJUI TMPQF m ! f ′(a) IBT JUT FRVBUJPO JO QPJOUTMPQF GPSN HJWFO CZ
y − f (a) ! f ′(a)(x − a),
XIJDI XF DBO BMTP FYQSFTT BT y ! f ′(a)(x − a) + f (a) /PUF XFMM UIFSF JT B NBKPS EJЙFSFODF
CFUXFFO f (a) BOE f (x) JO UIJT DPOUFYU 5IF GPSNFS JT B DPOTUBOU UIBU SFTVMUT GSPN VTJOH UIF
HJWFO КYFE WBMVF PG a XIJMF UIF MBUUFS JT UIF HFOFSBM FYQSFTTJPO GPS UIF SVMF UIBU EFКOFT UIF
GVODUJPO 5IF TBNF JT USVF GPS f ′(a) BOE f ′(x) XF NVTU DBSFGVMMZ EJTUJOHVJTI CFUXFFO UIFTF
FYQSFTTJPOT &BDI UJNF XF КOE UIF UBOHFOU MJOF XF OFFE UP FWBMVBUF UIF GVODUJPO BOE JUT
EFSJWBUJWF BU B КYFE aWBMVF
*O 'JHVSF  XF TFF B MBCFMFE QMPU PG UIF HSBQI PG B GVODUJPO f BOE JUT UBOHFOU MJOF BU UIF
QPJOU (a , f (a)) /PUJDF IPX XIFO XF [PPN JO XF TFF UIF MPDBM MJOFBSJUZ PG f NPSF DMFBSMZ
IJHIMJHIUFE BT UIF GVODUJPO BOE JUT UBOHFOU MJOF BSF OFBSMZ JOEJTUJOHVJTIBCMF VQ DMPTF 5IJT
DBO BMTP CF TFFO EZOBNJDBMMZ JO UIF KBWB BQQMFU BU IUUQHWTVFEVT+

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
x
y
y= f (x)
a
(a, f (a))
y= f ′(a)(x−a)+ f (a)
(a, f (a))
y= f (x)
y= L(x)
'JHVSF  " GVODUJPO y ! f (x) BOE JUT UBOHFOU MJOF BU UIF QPJOU (a , f (a)) BU MFGU GSPN B
EJTUBODF BOE BU SJHIU VQ DMPTF "U SJHIU XF MBCFM UIF UBOHFOU MJOF GVODUJPO CZ y ! L(x) BOE
PCTFSWF UIBU GPS x OFBS a f (x) ≈ L(x)
 5IF MPDBM MJOFBSJ[BUJPO
" TMJHIU DIBOHF JO QFSTQFDUJWF BOE OPUBUJPO XJMM FOBCMF VT UP CF NPSF QSFDJTF JO EJTDVTTJOH
IPX UIF UBOHFOU MJOF UP y ! f (x) BU (a , f (a)) BQQSPYJNBUFT f OFBS x ! a 5BLJOH UIF FRVBUJPO
GPS UIF UBOHFOU MJOF BOE TPMWJOH GPS y XF PCTFSWF UIBU UIF UBOHFOU MJOF JT HJWFO CZ
y ! f ′(a)(x − a) + f (a)
BOENPSFPWFS UIBU UIJT MJOF JT JUTFMG B GVODUJPO PG x 3FQMBDJOH UIF WBSJBCMF y XJUI UIF FYQSFT
TJPO L(x) XF DBMM
L(x) ! f ′(a)(x − a) + f (a)
UIF MPDBM MJOFBSJ[BUJPO PG f BU UIF QPJOU (a , f (a)) *O UIJT OPUBUJPO JU JT QBSUJDVMBSMZ JNQPSUBOU UP
PCTFSWF UIBU L(x) JT OPUIJOH NPSF UIBO B OFX OBNF GPS UIF UBOHFOU MJOF BOE UIBU GPS x DMPTF
UP a XF IBWF UIBU f (x) ≈ L(x)
4BZ GPS FYBNQMF UIBU XF LOPX UIBU B GVODUJPO y ! f (x) IBT JUT UBOHFOU MJOF BQQSPYJNBUJPO
HJWFO CZ L(x) ! 3 − 2(x − 1) BU UIF QPJOU (1, 3) CVU XF EP OPU LOPX BOZUIJOH FMTF BCPVU UIF
GVODUJPO f  *G XF BSF JOUFSFTUFE JO FTUJNBUJOH B WBMVF PG f (x) GPS x OFBS  TVDI BT f (1.2) XF
DBO VTF UIF GBDU UIBU f (1.2) ≈ L(1.2) BOE IFODF
f (1.2) ≈ L(1.2) ! 3 − 2(1.2 − 1) ! 3 − 2(0.2) ! 2.6.
"HBJO NVDI PG UIF OFX QFSTQFDUJWF IFSF JT POMZ JO OPUBUJPO TJODF y ! L(x) JT TJNQMZ B OFX
OBNF GPS UIF UBOHFOU MJOF GVODUJPO *O MJHIU PG UIJT OFX OPUBUJPO BOE PVS PCTFSWBUJPOT BCPWF

 5IF 5BOHFOU -JOF "QQSPYJNBUJPO
XF OPUF UIBU TJODF L(x) ! f (a)+ f ′(a)(x − a) BOE L(x) ≈ f (x) GPS x OFBS a JU BMTP GPMMPXT UIBU
XF DBO XSJUF
f (x) ≈ f (a) + f ′(a)(x − a) GPS x OFBS a.
5IF OFYU BDUJWJUZ FYQMPSFT TPNF BEEJUJPOBM JNQPSUBOU QSPQFSUJFT PG UIF MPDBM MJOFBSJ[BUJPO
y ! L(x) UP B GVODUJPO f BU HJWFO aWBMVF
"DUJWJUZ  4VQQPTF JU JT LOPXO UIBU GPS B HJWFO EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO y ! !(x) JUT
MPDBM MJOFBSJ[BUJPO BU UIF QPJOU XIFSF a ! −1 JT HJWFO CZ L(x) ! −2 + 3(x + 1)
B $PNQVUF UIF WBMVFT PG L(−1) BOE L′(−1)
C 8IBU NVTU CF UIF WBMVFT PG !(−1) BOE !′(−1) 8IZ 
D %P ZPV FYQFDU UIF WBMVF PG !(−1.03) UP CF HSFBUFS UIBO PS MFTT UIBO UIF WBMVF PG
!(−1) 8IZ 
E 6TF UIF MPDBM MJOFBSJ[BUJPO UP FTUJNBUF UIF WBMVF PG !(−1.03)
F 4VQQPTF UIBU ZPV BMTP LOPX UIBU !′′(−1) ! 2. 8IBU EPFT UIJT UFMM ZPV BCPVU UIF
HSBQI PG y ! !(x) BU a ! −1 
G 'PS x OFBS −1 TLFUDI UIF HSBQI PG UIF MPDBM MJOFBSJ[BUJPO y ! L(x) BT XFMM BT B
QPTTJCMF HSBQI PG y ! !(x) PO UIF BYFT QSPWJEFE JO 'JHVSF 
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH y ! L(x) BOE y ! !(x)
"T XF TBX JO UIF FYBNQMF QSPWJEFE CZ "DUJWJUZ  UIF MPDBM MJOFBSJ[BUJPO y ! L(x) JT B
MJOFBS GVODUJPO UIBU TIBSFT UXP JNQPSUBOU WBMVFT XJUI UIF GVODUJPO y ! f (x) UIBU JU JT EFSJWFE
GSPN *O QBSUJDVMBS PCTFSWF UIBU TJODF L(x) ! f (a) + f ′(a)(x − a) JU GPMMPXT UIBU L(a) ! f (a)
*O BEEJUJPO TJODF L JT B MJOFBS GVODUJPO JUT EFSJWBUJWF JT JUT TMPQF )FODF L′(x) ! f ′(a) GPS
FWFSZ WBMVF PG x BOE TQFDJКDBMMZ L′(a) ! f ′(a) 5IFSFGPSF XF TFF UIBU L JT B MJOFBS GVODUJPO
UIBU IBT CPUI UIF TBNF WBMVF BOE UIF TBNF TMPQF BT UIF GVODUJPO f BU UIF QPJOU (a , f (a))

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
*O TJUVBUJPOTXIFSFXF LOPX UIF MJOFBS BQQSPYJNBUJPO y ! L(x) XF UIFSFGPSF LOPX UIF PSJH
JOBM GVODUJPOɒT WBMVF BOE TMPQF BU UIF QPJOU PG UBOHFODZ 8IBU SFNBJOT VOLOPXO IPXFWFS
JT UIF TIBQF PG UIF GVODUJPO f BU UIF QPJOU PG UBOHFODZ 5IFSF BSF FTTFOUJBMMZ GPVS QPTTJCJMJUJFT
BT FOVNFSBUFE JO 'JHVSF 
'JHVSF  'PVS QPTTJCMF HSBQIT GPS B OPOMJOFBS EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO BOE IPX JU DBO CF
TJUVBUFE SFMBUJWF UP JUT UBOHFOU MJOF BU B QPJOU
5IFTF TUFN GSPN UIF GBDU UIBU UIFSF BSF UISFF PQUJPOT GPS UIF WBMVF PG UIF TFDPOE EFSJWBUJWF
FJUIFS f ′′(a) < 0 f ′′(a) ! 0 PS f ′′(a) > 0 *G f ′′(a) > 0 UIFO XF LOPX UIF HSBQI PG f JT
DPODBWF VQ BOE XF TFF UIF КSTU QPTTJCJMJUZ PO UIF MFGU XIFSF UIF UBOHFOU MJOF MJFT FOUJSFMZ
CFMPX UIF DVSWF *G f ′′(a) < 0 UIFO XF КOE PVSTFMWFT JO UIF TFDPOE TJUVBUJPO 	GSPN MFGU

XIFSF f JT DPODBWF EPXO BOE UIF UBOHFOU MJOF MJFT BCPWF UIF DVSWF *O UIF TJUVBUJPO XIFSF
f ′′(a) ! 0 BOE f ′′ DIBOHFT TJHO BU x ! a UIF DPODBWJUZ PG UIF HSBQI XJMM DIBOHF BOE XF XJMM
TFF FJUIFS UIF UIJSE PS GPVSUI PQUJPOy " КGUI PQUJPO 	UIBU JT OPU WFSZ JOUFSFTUJOH
 DBO PDDVS
XIJDI JT XIFSF UIF GVODUJPO f JT MJOFBS BOE TP f (x) ! L(x) GPS BMM WBMVFT PG x
5IF QMPUT JO 'JHVSF  IJHIMJHIU ZFU BOPUIFS JNQPSUBOU UIJOH UIBU XF DBO MFBSO GSPN UIF
DPODBWJUZ PG UIF HSBQI OFBS UIF QPJOU PG UBOHFODZ XIFUIFS UIF UBOHFOU MJOF MJFT BCPWF PS
CFMPX UIF DVSWF JUTFMG 5IJT JT LFZ CFDBVTF JU UFMMT VT XIFUIFS PS OPU UIF UBOHFOU MJOF BQ
QSPYJNBUJPOɒT WBMVFT XJMM CF UPP MBSHF PS UPP TNBMM JO DPNQBSJTPO UP UIF USVF WBMVF PG f  'PS
JOTUBODF JO UIF КSTU TJUVBUJPO JO UIF MFGUNPTU QMPU JO 'JHVSF  XIFSF f ′′(a) > 0 TJODF UIF
UBOHFOU MJOF GBMMT CFMPX UIF DVSWF XF LOPX UIBU L(x) ≤ f (x) GPS BMM WBMVFT PG x OFBS a
8F FYQMPSF UIFTF JEFBT GVSUIFS JO UIF GPMMPXJOH BDUJWJUZ
"DUJWJUZ  5IJT BDUJWJUZ DPODFSOT B GVODUJPO f (x) BCPVU XIJDI UIF GPMMPXJOH JOGPS
NBUJPO JT LOPXO
ə f JT B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO EFКOFE BU FWFSZ SFBM OVNCFS x
ə f (2) ! −1
ə y ! f ′(x) IBT JUT HSBQI HJWFO JO 'JHVSF 
y*U JT QPTTJCMF UP IBWF f ′′(a) ! 0 BOE IBWF f ′′ OPU DIBOHF TJHO BU x ! a JO XIJDI DBTF UIF HSBQI XJMM MPPL MJLF POF
PG UIF КSTU UXP PQUJPOT

 5IF 5BOHFOU -JOF "QQSPYJNBUJPO
2
2
x
2
2
x
y= f ′(x)
2
2
x
'JHVSF  "U DFOUFS B HSBQI PG y ! f ′(x) BU MFGU BYFT GPS QMPUUJOH y ! f (x) BU SJHIU
BYFT GPS QMPUUJOH y ! f ′′(x)
:PVS UBTL JT UP EFUFSNJOF BT NVDI JOGPSNBUJPO BT QPTTJCMF BCPVU f 	FTQFDJBMMZ OFBS UIF
WBMVF a ! 2
 CZ SFTQPOEJOH UP UIF RVFTUJPOT CFMPX
B 'JOE B GPSNVMB GPS UIF UBOHFOU MJOF BQQSPYJNBUJPO L(x) UP f BU UIF QPJOU (2,−1)
C 6TF UIF UBOHFOU MJOF BQQSPYJNBUJPO UP FTUJNBUF UIF WBMVF PG f (2.07) 4IPX ZPVS
XPSL DBSFGVMMZ BOE DMFBSMZ
D 4LFUDI B HSBQI PG y ! f ′′(x) PO UIF SJHIUIBOE HSJE JO 'JHVSF  MBCFM JU BQQSP
QSJBUFMZ
E *T UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP y ! f (x) JODSFBTJOH EFDSFBTJOH PS OFJUIFS XIFO
x ! 2 &YQMBJO
F 4LFUDI B QPTTJCMF HSBQI PG y ! f (x) OFBS x ! 2 PO UIF MFGUIBOE HSJE JO 'JHVSF 
*ODMVEF B TLFUDI PG y ! L(x) 	GPVOE JO QBSU 	B

 &YQMBJO IPX ZPV LOPX UIF HSBQI
PG y ! f (x) MPPLT MJLF ZPV IBWF ESBXO JU
G %PFT ZPVS FTUJNBUF JO 	C
 PWFS PS VOEFSFTUJNBUF UIF USVF WBMVF PG f (2.07) 8IZ 
5IF JEFB UIBU B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO MPPLT MJOFBS BOE DBO CF XFMMBQQSPYJNBUFE CZ B MJO
FBS GVODUJPO JT BO JNQPSUBOU POF UIBU КOET XJEF BQQMJDBUJPO JO DBMDVMVT 'PS FYBNQMF CZ
BQQSPYJNBUJOH B GVODUJPO XJUI JUT MPDBM MJOFBSJ[BUJPO JU JT QPTTJCMF UP EFWFMPQ BO FЙFDUJWF
BMHPSJUIN UP FTUJNBUF UIF [FSPFT PG B GVODUJPO -PDBM MJOFBSJUZ BMTP IFMQT VT UP NBLF GVSUIFS
TFOTF PG DFSUBJO DIBMMFOHJOH MJNJUT 'PS JOTUBODF XF IBWF TFFO UIBU B MJNJU TVDI BT
lim
x→0
sin(x)
x
JT JOEFUFSNJOBUF CFDBVTF CPUI JUT OVNFSBUPS BOE EFOPNJOBUPS UFOE UP  8IJMF UIFSF JT OP
BMHFCSB UIBU XF DBO EP UP TJNQMJGZ sin(x)x  JU JT TUSBJHIUGPSXBSE UP TIPX UIBU UIF MJOFBSJ[BUJPO PG
f (x) ! sin(x) BU UIF QPJOU (0, 0) JT HJWFO CZ L(x) ! x )FODF GPS WBMVFT PG x OFBS  sin(x) ≈ x
"T TVDI GPS WBMVFT PG x OFBS 
sin(x)
x
≈ x
x
! 1,

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
XIJDI NBLFT QMBVTJCMF UIF GBDU UIBU
lim
x→0
sin(x)
x
! 1.
5IFTF JEFBT BOE PUIFS BQQMJDBUJPOT PG MPDBM MJOFBSJUZ XJMM CF FYQMPSFE MBUFS PO JO PVS XPSL
4VNNBSZ
ə 5IF UBOHFOU MJOF UP B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO y ! f (x) BU UIF QPJOU (a , f (a)) JT HJWFO JO
QPJOUTMPQF GPSN CZ UIF FRVBUJPO
y − f (a) ! f ′(a)(x − a).
ə 5IF QSJODJQMF PG MPDBM MJOFBSJUZ UFMMT VT UIBU JG XF [PPN JO PO B QPJOU XIFSF B GVODUJPO
y ! f (x) JT EJЙFSFOUJBCMF UIF GVODUJPO TIPVME CFDPNF JOEJTUJOHVJTIBCMF GSPN JUT UBO
HFOU MJOF 5IBU JT B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO MPPLT MJOFBS XIFO WJFXFE VQ DMPTF 8F
SFOBNF UIF UBOHFOU MJOF UP CF UIF GVODUJPO y ! L(x) XIFSF L(x) ! f (a) + f ′(a)(x − a)
BOE OPUF UIBU f (x) ≈ L(x) GPS BMM x OFBS x ! a
ə *G XF LOPX UIF UBOHFOU MJOF BQQSPYJNBUJPO L(x) ! f (a) + f ′(a)(x − a) UIFO CFDBVTF
L(a) ! f (a) BOE L′(a) ! f ′(a) XF BMTP LOPX CPUI UIF WBMVF BOE UIF EFSJWBUJWF PG UIF
GVODUJPO y ! f (x) BU UIF QPJOU XIFSF x ! a *O PUIFS XPSET UIF MJOFBS BQQSPYJNBUJPO
UFMMT VT UIF IFJHIU BOE TMPQF PG UIF PSJHJOBM GVODUJPO *G JO BEEJUJPO XF LOPX UIF
WBMVF PG f ′′(a) XF UIFO LOPX XIFUIFS UIF UBOHFOU MJOF MJFT BCPWF PS CFMPX UIF HSBQI
PG y ! f (x) EFQFOEJOH PO UIF DPODBWJUZ PG f 
&YFSDJTFT
 6TF MJOFBS BQQSPYJNBUJPO UP BQQSPYJNBUF
√
25.3 BT GPMMPXT
-FU f (x) ! √x 5IF FRVBUJPO PG UIF UBOHFOU MJOF UP f (x) BU x ! 25 DBO CF XSJUUFO JO UIF GPSN
y ! mx + b $PNQVUF m BOE b
m !
b !
6TJOH UIJT КOE UIF BQQSPYJNBUJPO GPS
√
25.3
"OTXFS
 5IF КHVSF CFMPX TIPXT f (x) BOE JUT MPDBM MJOFBSJ[BUJPO BU x ! a y ! 2x − 3 	5IF MPDBM
MJOFBSJ[BUJPO JT TIPXO JO CMVF


 5IF 5BOHFOU -JOF "QQSPYJNBUJPO
8IBU JT UIF WBMVF PG a 
a !
8IBU JT UIF WBMVF PG f (a) 
f (a) !
6TF UIF MJOFBSJ[BUJPO UP BQQSPYJNBUF UIF WBMVF PG f (3.1)
f (3.1) !
*T UIF BQQSPYJNBUJPO BO VOEFS PS PWFSFTUJNBUF 
	&OUFS VOEFS PS PWFS

 4VQQPTF UIBU f (x) JT B GVODUJPO XJUI f (125) ! 76 BOE f ′(125) ! 8 &TUJNBUF f (128.5)
f (128.5) !
 5IF UFNQFSBUVSF H JO EFHSFFT $FMTJVT PG B DVQ PG DPЙFF QMBDFE PO UIF LJUDIFO DPVOUFS
JT HJWFO CZ H ! f (t) XIFSF t JT JO NJOVUFT TJODF UIF DPЙFF XBT QVU PO UIF DPVOUFS
	B
 *T f ′(t) QPTJUJWF PS OFHBUJWF <$IPPTF QPTJUJWF ] OFHBUJWF>
	#F TVSF UIBU ZPV BSF BCMF UP HJWF B SFBTPO GPS ZPVS BOTXFS

	C
 8IBU BSF UIF VOJUT PG f ′(25) IFMQ 	VOJUT

4VQQPTF UIBU | f ′(25)| ! 0.6 BOE f (25) ! 65 'JMM JO UIF CMBOLT 	JODMVEJOH VOJUT XIFSF OFFEFE

BOE TFMFDU UIF BQQSPQSJBUF UFSNT UP DPNQMFUF UIF GPMMPXJOH TUBUFNFOU BCPVU UIF UFNQFSBUVSF
PG UIF DPЙFF JO UIJT DBTF
"U NJOVUFT BGUFS UIF DPЙFFXBT QVU PO UIF DPVOUFS JUT <$IPPTF EFSJWBUJWF ] UFNQFSBUVSF
] DIBOHF JO UFNQFSBUVSF> JT BOE XJMM <$IPPTF JODSFBTF ] EFDSFBTF> CZ
BCPVU JO UIF OFYU  TFDPOET
 " DFSUBJO GVODUJPO y ! p(x) IBT JUT MPDBM MJOFBSJ[BUJPO BU a ! 3 HJWFO CZ L(x) ! −2x + 5
B 8IBU BSF UIF WBMVFT PG p(3) BOE p′(3) 8IZ 
C &TUJNBUF UIF WBMVF PG p(2.79)
D 4VQQPTF UIBU p′′(3) ! 0 BOE ZPV LOPX UIBU p′′(x) < 0 GPS x < 3 *T ZPVS FTUJNBUF JO 	C

UPP MBSHF PS UPP TNBMM 
E 4VQQPTF UIBU p′′(x) > 0 GPS x > 3 6TF UIJT GBDU BOE UIF BEEJUJPOBM JOGPSNBUJPO BCPWF UP
TLFUDI BO BDDVSBUF HSBQI PG y ! p(x) OFBS x ! 3 *ODMVEF B TLFUDI PG y ! L(x) JO ZPVS
XPSL

$IBQUFS  6OEFSTUBOEJOH UIF %FSJWBUJWF
 " QPUBUP JT QMBDFE JO BO PWFO BOE UIF QPUBUPɒT UFNQFSBUVSF F 	JO EFHSFFT 'BISFOIFJU
 BU
WBSJPVT QPJOUT JO UJNF JT UBLFO BOE SFDPSEFE JO UIF GPMMPXJOH UBCMF 5JNF t JT NFBTVSFE JO
NJOVUFT
t F(t)
0 70
15 180.5
30 251
45 296
60 324.5
75 342.8
90 354.5
5BCMF  5FNQFSBUVSF EBUB GPS UIF QPUBUP
B 6TF B DFOUSBM EJЙFSFODF UP FTUJNBUF F′(60) 6TF UIJT FTUJNBUF BT OFFEFE JO TVCTFRVFOU
RVFTUJPOT
C 'JOE UIF MPDBM MJOFBSJ[BUJPO y ! L(t) UP UIF GVODUJPO y ! F(t) BU UIF QPJOU XIFSF a ! 60
D %FUFSNJOF BO FTUJNBUF GPS F(63) CZ FNQMPZJOH UIF MPDBM MJOFBSJ[BUJPO
E %P ZPV UIJOL ZPVS FTUJNBUF JO 	D
 JT UPP MBSHF PS UPP TNBMM 8IZ 
 "O PCKFDU NPWJOH BMPOH B TUSBJHIU MJOF QBUI IBT B EJЙFSFOUJBCMF QPTJUJPO GVODUJPO y ! s(t)
s(t) NFBTVSFT UIF PCKFDUɒT QPTJUJPO SFMBUJWF UP UIF PSJHJO BU UJNF t *U JT LOPXO UIBU BU UJNF
t ! 9 TFDPOET UIF PCKFDUɒT QPTJUJPO JT s(9) ! 4 GFFU 	JF  GFFU UP UIF SJHIU PG UIF PSJHJO

'VSUIFSNPSF UIF PCKFDUɒT JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ BU t ! 9 JT −1.2 GFFU QFS TFDPOE BOE JUT
BDDFMFSBUJPO BU UIF TBNF JOTUBOU JT 0.08 GFFU QFS TFDPOE QFS TFDPOE
B 6TF MPDBM MJOFBSJUZ UP FTUJNBUF UIF QPTJUJPO PG UIF PCKFDU BU t ! 9.34
C *T ZPVS FTUJNBUF MJLFMZ UPP MBSHF PS UPP TNBMM 8IZ 
D *O FWFSZEBZ MBOHVBHF EFTDSJCF UIF CFIBWJPS PG UIF NPWJOH PCKFDU BU t ! 9 *T JU NPWJOH
UPXBSE UIF PSJHJO PS BXBZ GSPN JU *T JUT WFMPDJUZ JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH 
 'PS B DFSUBJO GVODUJPO f  JUT EFSJWBUJWF JT LOPXO UP CF f ′(x) ! (x − 1)e−x2  /PUF UIBU ZPV
EP OPU LOPX B GPSNVMB GPS y ! f (x)
B "U XIBU xWBMVF	T
 JT f ′(x) ! 0 +VTUJGZ ZPVS BOTXFS BMHFCSBJDBMMZ CVU JODMVEF B HSBQI
PG f ′ UP TVQQPSU ZPVS DPODMVTJPO
C 3FBTPOJOH HSBQIJDBMMZ GPS XIBU JOUFSWBMT PG xWBMVFT JT f ′′(x) > 0 8IBU EPFT UIJT UFMM
ZPV BCPVU UIF CFIBWJPS PG UIF PSJHJOBM GVODUJPO f  &YQMBJO
D "TTVNJOH UIBU f (2) ! −3 FTUJNBUF UIF WBMVF PG f (1.88) CZ КOEJOH BOE VTJOH UIF UBOHFOU
MJOF BQQSPYJNBUJPO UP f BU x ! 2 *T ZPVS FTUJNBUF MBSHFS PS TNBMMFS UIBO UIF USVF WBMVF
PG f (1.88) +VTUJGZ ZPVS BOTXFS

$)"15&3 
$PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
 &MFNFOUBSZ EFSJWBUJWF SVMFT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU BSF BMUFSOBUF OPUBUJPOT GPS UIF EFSJWBUJWF 
ə )PX DBOXF TPNFUJNFT VTF UIF BMHFCSBJD TUSVDUVSF PG B GVODUJPO f (x) UP FBTJMZ DPNQVUF
B GPSNVMB GPS f ′(x) 
ə 8IBU JT UIF EFSJWBUJWF PG B QPXFS GVODUJPO PG UIF GPSN f (x) ! xn 8IBU JT UIF EFSJWB
UJWF PG BO FYQPOFOUJBM GVODUJPO PG GPSN f (x) ! ax 
ə *G XF LOPX UIF EFSJWBUJWF PG y ! f (x) IPX JT UIF EFSJWBUJWF PG y ! k f (x) DPNQVUFE
XIFSF k JT B DPOTUBOU 
ə *G XF LOPX UIF EFSJWBUJWFT PG y ! f (x) BOE y ! !(x) IPX JT UIF EFSJWBUJWF PG y !
f (x) + !(x) DPNQVUFE 
*O $IBQUFS  XF EFWFMPQFE UIF DPODFQU PG UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO 8F OPX LOPX UIBU
UIF EFSJWBUJWF f ′ PG B GVODUJPO f NFBTVSFT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG f XJUI SFTQFDU
UP x BT XFMM BT UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP y ! f (x) BU BOZ HJWFO WBMVF PG x 5P EBUF
XF IBWF GPDVTFE QSJNBSJMZ PO JOUFSQSFUJOH UIF EFSJWBUJWF HSBQIJDBMMZ PS JO UIF DPOUFYU PG
GVODUJPOT JO B QIZTJDBM TFUUJOH BT B NFBOJOHGVM SBUF PG DIBOHF 5P BDUVBMMZ DBMDVMBUF UIF
WBMVF PG UIF EFSJWBUJWF BU B TQFDJКD QPJOU XF IBWF UZQJDBMMZ SFMJFE PO UIF MJNJU EFКOJUJPO PG
UIF EFSJWBUJWF
*O UIJT QSFTFOU DIBQUFS XF XJMM JOWFTUJHBUF IPX UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF
f ′(x) ! lim
h→0
f (x + h) − f (x)
h
,
MFBET UP JOUFSFTUJOH QBUUFSOT BOE SVMFT UIBU FOBCMF VT UP RVJDLMZ КOE B GPSNVMB GPS f ′(x) CBTFE
PO UIF GPSNVMB GPS f (x) XJUIPVU VTJOH UIF MJNJU EFКOJUJPO EJSFDUMZ 'PS FYBNQMF XF BMSFBEZ
LOPX UIBU JG f (x) ! x UIFO JU GPMMPXT UIBU f ′(x) ! 1 8IJMF XF DPVME VTF UIF MJNJU EFКOJUJPO
PG UIF EFSJWBUJWF UP DPOКSN UIJT XF LOPX JU UP CF USVF CFDBVTF f (x) JT B MJOFBS GVODUJPO XJUI
$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
TMPQF  BU FWFSZ WBMVF PG x 0OF PG PVS HPBMT JT UP CF BCMF UP UBLF TUBOEBSE GVODUJPOT TBZ POFT
TVDI BT !(x) ! 4x7 − sin(x) + 3ex  BOE CBTFE PO UIF BMHFCSBJD GPSN PG UIF GVODUJPO CF BCMF
UP BQQMZ TIPSUDVUT UP BMNPTU JNNFEJBUFMZ EFUFSNJOF UIF GPSNVMB GPS !′(x)
1SFWJFX "DUJWJUZ  'VODUJPOT PG UIF GPSN f (x) ! xn  XIFSF n ! 1, 2, 3, . . . BSF PGUFO
DBMMFE QPXFS GVODUJPOT 5IF КSTU UXP RVFTUJPOT CFMPX SFWJTJU XPSL XF EJE FBSMJFS JO
$IBQUFS  BOE UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT FYUFOE UIPTF JEFBT UP IJHIFS QPXFST PG x
B 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP КOE f ′(x) GPS f (x) ! x2
C 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP КOE f ′(x) GPS f (x) ! x3
D 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP КOE f ′(x) GPS f (x) ! x4 	)JOU (a+b)4 !
a4+4a3b+6a2b2+4ab3+ b4 "QQMZ UIJT SVMF UP (x+ h)4 XJUIJO UIF MJNJU EFКOJUJPO

E #BTFE PO ZPVS XPSL JO 	B
 	C
 BOE 	D
 XIBU EP ZPV DPOKFDUVSF JT UIF EFSJWBUJWF PG
f (x) ! x5 0G f (x) ! x13 
F $POKFDUVSF B GPSNVMB GPS UIF EFSJWBUJWF PG f (x) ! xn UIBU IPMET GPS BOZ QPTJUJWF
JOUFHFS n 5IBU JT HJWFO f (x) ! xn XIFSF n JT B QPTJUJWF JOUFHFS XIBU EP ZPV UIJOL
JT UIF GPSNVMB GPS f ′(x) 
 4PNF ,FZ /PUBUJPO
*O BEEJUJPO UP PVS VTVBM f ′ OPUBUJPO GPS UIF EFSJWBUJWF UIFSF BSF PUIFS XBZT UP TZNCPMJDBMMZ
EFOPUF UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO BT XFMM BT UIF JOTUSVDUJPO UP UBLF UIF EFSJWBUJWF 8F LOPX
UIBU JG XF IBWF B GVODUJPO TBZ f (x) ! x2 UIBU XF DBO EFOPUF JUT EFSJWBUJWF CZ f ′(x) BOE XF
XSJUF f ′(x) ! 2x &RVJWBMFOUMZ JG XF BSF UIJOLJOH NPSF BCPVU UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO y
BOE x XF TPNFUJNFT EFOPUF UIF EFSJWBUJWF PG y XJUI SFTQFDU UP x XJUI UIF TZNCPM
dy
dx
XIJDIXF SFBE ɔEFFZ EFFYɕ 5IJT OPUBUJPO DPNFT GSPN UIF GBDU UIBU UIF EFSJWBUJWF JT SFMBUFE
UP UIF TMPQF PG B MJOF BOE TMPQF JT NFBTVSFE CZ ∆y∆x  /PUF UIBU XIJMF XF SFBE
∆y
∆x BT ɔDIBOHF
JO y PWFS DIBOHF JO xɕ GPS UIF EFSJWBUJWF TZNCPM dydx  XF WJFX UIJT JT B TJOHMF TZNCPM OPU B
RVPUJFOU PG UXP RVBOUJUJFTy 'PS FYBNQMF JG y ! x2 XFɒMM XSJUF UIBU UIF EFSJWBUJWF JT dydx ! 2x.
'VSUIFSNPSF XF VTF B WBSJBOU PG dydx OPUBUJPO UP DPOWFZ UIF JOTUSVDUJPO UP UBLF UIF EFSJWBUJWF
PG B DFSUBJO RVBOUJUZ XJUI SFTQFDU UP B HJWFO WBSJBCMF *O QBSUJDVMBS JG XF XSJUF
d
dx
[!]
UIJT NFBOT ɔUBLF UIF EFSJWBUJWF PG UIF RVBOUJUZ JO ! XJUI SFTQFDU UP xɕ 5P DPOUJOVF PVS
FYBNQMF BCPWF XJUI UIF TRVBSJOH GVODUJPO IFSF XF NBZ XSJUF ddx [x2] ! 2x.
y5IBU JT XF EP OPU TBZ ɔEFFZ PWFS EFFYɕ

 &MFNFOUBSZ EFSJWBUJWF SVMFT
*U JT JNQPSUBOU UP OPUF UIBU UIF JOEFQFOEFOU WBSJBCMF DBO CF EJЙFSFOU GSPN x *G XF IBWF
f (z) ! z2 XF UIFO XSJUF f ′(z) ! 2z 4JNJMBSMZ JG y ! t2 XF DBO TBZ dydt ! 2t "OE DIBOHJOH
UIF WBSJBCMF BOE EFSJWBUJWF OPUBUJPO PODF NPSF JU JT BMTP USVF UIBU ddq [q2] ! 2q 5IJT OPUBUJPO
NBZ BMTP CF BQQMJFE UP TFDPOE EFSJWBUJWFT f ′′(z) ! ddz
[ d f
dz
]
!
d2 f
dz2 
*O XIBU GPMMPXT XFɒMM CF XPSLJOH UP XJEFMZ FYQBOE PVS SFQFSUPJSF PG GVODUJPOT GPS XIJDI XF
DBO RVJDLMZ DPNQVUF UIF DPSSFTQPOEJOH EFSJWBUJWF GPSNVMB
 $POTUBOU 1PXFS BOE &YQPOFOUJBM 'VODUJPOT
4P GBS XF LOPX UIF EFSJWBUJWF GPSNVMB GPS UXP JNQPSUBOU DMBTTFT PG GVODUJPOT DPOTUBOU
GVODUJPOT BOE QPXFS GVODUJPOT 'PS UIF КSTU LJOE PCTFSWF UIBU JG f (x) ! c JT B DPOTUBOU
GVODUJPO UIFO JUT HSBQI JT B IPSJ[POUBM MJOF XJUI TMPQF [FSP BU FWFSZ QPJOU 5IVT ddx [c] ! 0
8F TVNNBSJ[F UIJT XJUI UIF GPMMPXJOH SVMF
$POTUBOU 'VODUJPOT
'PS BOZ SFBM OVNCFS c JG f (x) ! c UIFO f ′(x) ! 0
5IVT JG f (x) ! 7 UIFO f ′(x) ! 0 4JNJMBSMZ ddx [
√
3] ! 0.
'PS QPXFS GVODUJPOT GSPN ZPVSXPSL JO 1SFWJFX"DUJWJUZ  ZPV IBWF DPOKFDUVSFE UIBU GPS
BOZ QPTJUJWF JOUFHFS n JG f (x) ! xn  UIFO f ′(x) ! nxn−1 /PU POMZ DBO UIJT SVMF CF GPSNBMMZ
QSPWFE UP IPME GPS BOZ QPTJUJWF JOUFHFS n CVU BMTP GPS BOZ OPO[FSP SFBM OVNCFS 	QPTJUJWF PS
OFHBUJWF

1PXFS 'VODUJPOT
'PS BOZ OPO[FSP SFBM OVNCFS JG f (x) ! xn  UIFO f ′(x) ! nxn−1
5IJT SVMF GPS QPXFS GVODUJPOT BMMPXT VT UP КOE EFSJWBUJWFT TVDI BT UIF GPMMPXJOH JG !(z) !
z−3 UIFO !′(z) ! −3z−4 4JNJMBSMZ JG h(t) ! t7/5 UIFO dhdt ! 75 t2/5 MJLFXJTF ddq [qπ] ! πqπ−1
"T XF OFYU UVSO UP UIJOLJOH BCPVU EFSJWBUJWFT PG DPNCJOBUJPOT PG CBTJD GVODUJPOT JU XJMM CF
JOTUSVDUJWF UP IBWF POF NPSF UZQF PG CBTJD GVODUJPO XIPTF EFSJWBUJWF GPSNVMB XF LOPX 'PS
OPX XF TJNQMZ TUBUF UIJT SVMF XJUIPVU FYQMBOBUJPO PS KVTUJКDBUJPO XF XJMM FYQMPSF XIZ UIJT
SVMF JT USVF JO POF PG UIF FYFSDJTFT BU UIF FOE PG UIJT TFDUJPO QMVT XF XJMM FODPVOUFS HSBQIJDBM
SFBTPOJOH GPS XIZ UIF SVMF JT QMBVTJCMF JO 1SFWJFX "DUJWJUZ 
&YQPOFOUJBM 'VODUJPOT
'PS BOZ QPTJUJWF SFBM OVNCFS a JG f (x) ! ax  UIFO f ′(x) ! ax ln(a)
'PS JOTUBODF UIJT SVMF UFMMT VT UIBU JG f (x) ! 2x  UIFO f ′(x) ! 2x ln(2) 4JNJMBSMZ GPS p(t) ! 10t 
p′(t) ! 10t ln(10) *U JT FTQFDJBMMZ JNQPSUBOU UP OPUF UIBU XIFO a ! e XIFSF e JT UIF CBTF PG
UIF OBUVSBM MPHBSJUIN GVODUJPO XF IBWF UIBU
d
dx
[ex] ! ex ln(e) ! ex

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
TJODF ln(e) ! 1 5IJT JT BO FYUSFNFMZ JNQPSUBOU QSPQFSUZ PG UIF GVODUJPO ex  JUT EFSJWBUJWF
GVODUJPO JT JUTFMG
'JOBMMZ OPUF DBSFGVMMZ UIF EJTUJODUJPO CFUXFFO QPXFS GVODUJPOT BOE FYQPOFOUJBM GVODUJPOT
JO QPXFS GVODUJPOT UIF WBSJBCMF JT JO UIF CBTF BT JO x2 XIJMF JO FYQPOFOUJBM GVODUJPOT UIF
WBSJBCMF JT JO UIF QPXFS BT JO 2x  "T XF DBO TFF GSPN UIF SVMFT UIJT NBLFT B CJH EJЙFSFODF
JO UIF GPSN PG UIF EFSJWBUJWF
5IF GPMMPXJOH BDUJWJUZ XJMM DIFDL ZPVS VOEFSTUBOEJOH PG UIF EFSJWBUJWFT PG UIF UISFF CBTJD
UZQFT PG GVODUJPOT OPUFE BCPWF
"DUJWJUZ  6TF UIF UISFF SVMFT BCPWF UP EFUFSNJOF UIF EFSJWBUJWF PG FBDI PG UIF GPM
MPXJOH GVODUJPOT 'PS FBDI TUBUF ZPVS BOTXFS VTJOH GVMM BOE QSPQFS OPUBUJPO MBCFMJOH
UIF EFSJWBUJWF XJUI JUT OBNF 'PS FYBNQMF JG ZPV BSF HJWFO B GVODUJPO h(z) ZPV TIPVME
XSJUF ɔh′(z) !ɕ PS ɔ dhdz !ɕ BT QBSU PG ZPVS SFTQPOTF
B f (t) ! π
C !(z) ! 7z
D h(w) ! w3/4
E p(x) ! 31/2
F r(t) ! (√2)t
G ddq [q−1]
H m(t) ! 1t3
 $POTUBOU .VMUJQMFT BOE 4VNT PG 'VODUJPOT
0G DPVSTF NPTU PG UIF GVODUJPOTXF FODPVOUFS JONBUIFNBUJDT BSFNPSF DPNQMJDBUFE UIBO CF
JOH TJNQMZ DPOTUBOU B QPXFS PG B WBSJBCMF PS B CBTF SBJTFE UP B WBSJBCMF QPXFS *O UIJT TFDUJPO
BOE TFWFSBM GPMMPXJOH XFXJMM MFBSO IPX UP RVJDLMZ DPNQVUF UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO DPO
TUSVDUFE BT BO BMHFCSBJD DPNCJOBUJPO PG CBTJD GVODUJPOT 'PS JOTUBODF XFɒE MJLF UP CF BCMF UP
VOEFSTUBOEIPX UP UBLF UIF EFSJWBUJWF PG B QPMZOPNJBM GVODUJPO TVDI BT p(t) ! 3t5−7t4+t2−9
XIJDI JT B GVODUJPO NBEF VQ PG DPOTUBOU NVMUJQMFT BOE TVNT PG QPXFST PG t 5P UIBU FOE XF
EFWFMPQ UXP OFX SVMFT UIF $POTUBOU .VMUJQMF 3VMF BOE UIF 4VN 3VMF
4BZ XF IBWF B GVODUJPO y ! f (x) XIPTF EFSJWBUJWF GPSNVMB JT LOPXO )PX JT UIF EFSJWBUJWF
PG y ! k f (x) SFMBUFE UP UIF EFSJWBUJWF PG UIF PSJHJOBM GVODUJPO 3FDBMM UIBU XIFO XF NVMUJQMZ
B GVODUJPO CZ B DPOTUBOU k XF WFSUJDBMMZ TUSFUDI UIF HSBQI CZ B GBDUPS PG |k | 	BOE SFЛFDU UIF
HSBQI BDSPTT y ! 0 JG k < 0
 5IJT WFSUJDBM TUSFUDI BЙFDUT UIF TMPQF PG UIF HSBQI NBLJOH UIF
TMPQF PG UIF GVODUJPO y ! k f (x) CF k UJNFT BT TUFFQ BT UIF TMPQF PG y ! f (x) *O UFSNT PG UIF
EFSJWBUJWF UIJT JT FTTFOUJBMMZ TBZJOH UIBU XIFO XF NVMUJQMZ B GVODUJPO CZ B GBDUPS PG k XF
DIBOHF UIF WBMVF PG JUT EFSJWBUJWF CZ B GBDUPS PG k BT XFMM 5IVTr UIF $POTUBOU .VMUJQMF 3VMF
IPMET
5IF $POTUBOU .VMUJQMF 3VMF
'PS BOZ SFBM OVNCFS k JG f (x) JT B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO XJUI EFSJWBUJWF f ′(x) UIFO
d
dx [k f (x)] ! k f ′(x)
r5IF $POTUBOU .VMUJQMF 3VMF DBO CF GPSNBMMZ QSPWFE BT B DPOTFRVFODF PG QSPQFSUJFT PG MJNJUT VTJOH UIF MJNJU
EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF

 &MFNFOUBSZ EFSJWBUJWF SVMFT
*O XPSET UIJT SVMF TBZT UIBU ɔUIF EFSJWBUJWF PG B DPOTUBOU UJNFT B GVODUJPO JT UIF DPOTUBOU
UJNFT UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPOɕ 'PS FYBNQMF JG !(t) ! 3 · 5t  XF IBWF !′(t) ! 3 · 5t ln(5)
4JNJMBSMZ ddz [5z−2] ! 5(−2z−3)
/FYU XF FYBNJOF XIBU IBQQFOT XIFO XF UBLF B TVN PG UXP GVODUJPOT *G XF IBWF y ! f (x)
BOE y ! !(x) XF DBO DPNQVUF B OFX GVODUJPO y ! ( f + !)(x) CZ BEEJOH UIF PVUQVUT PG UIF
UXP GVODUJPOT ( f + !)(x) ! f (x) + !(x) /PU POMZ EPFT UIJT SFTVMU JO UIF WBMVF PG UIF OFX
GVODUJPO CFJOH UIF TVN PG UIF WBMVFT PG UIF UXP LOPXO GVODUJPOT CVU BMTP UIF TMPQF PG UIF
OFX GVODUJPO JT UIF TVN PG UIF TMPQFT PG UIF LOPXO GVODUJPOT 5IFSFGPSFs XF BSSJWF BU UIF
GPMMPXJOH 4VN 3VMF GPS EFSJWBUJWFT
5IF 4VN 3VMF
*G f (x) BOE !(x) BSF EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOTXJUI EFSJWBUJWFT f ′(x) BOE !′(x) SFTQFDUJWFMZ
UIFO ddx [ f (x) + !(x)] ! f ′(x) + !′(x)
*O XPSET UIF 4VN3VMF UFMMT VT UIBU ɔUIF EFSJWBUJWF PG B TVN JT UIF TVN PG UIF EFSJWBUJWFTɕ *U
BMTP UFMMT VT UIBU BOZ UJNF XF UBLF B TVN PG UXP EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT UIF SFTVMU NVTU BMTP
CF EJЙFSFOUJBCMF 'VSUIFSNPSF CFDBVTF XF DBO WJFX UIF EJЙFSFODF GVODUJPO y ! ( f −!)(x) !
f (x) − !(x) BT y ! f (x) + (−1 · !(x)) UIF 4VN 3VMF BOE $POTUBOU .VMUJQMF 3VMFT UPHFUIFS
UFMM VT UIBU ddx [ f (x) + (−1 · !(x))] ! f ′(x) − !′(x) PS UIBU ɔUIF EFSJWBUJWF PG B EJЙFSFODF
JT UIF EJЙFSFODF PG UIF EFSJWBUJWFTɕ )FODF XF DBO OPX DPNQVUF EFSJWBUJWFT PG TVNT BOE
EJЙFSFODFT PG FMFNFOUBSZ GVODUJPOT 'PS JOTUBODF ddw (2w +w2) ! 2w ln(2)+ 2w BOE JG h(q) !
3q6 − 4q−3 UIFO h′(q) ! 3(6q5) − 4(−3q−4) ! 18q5 + 12q−4
"DUJWJUZ  6TF POMZ UIF SVMFT GPS DPOTUBOU QPXFS BOE FYQPOFOUJBM GVODUJPOT UP
HFUIFS XJUI UIF $POTUBOU .VMUJQMF BOE 4VN 3VMFT UP DPNQVUF UIF EFSJWBUJWF PG FBDI
GVODUJPO CFMPX XJUI SFTQFDU UP UIF HJWFO JOEFQFOEFOU WBSJBCMF /PUF XFMM UIBU XF EP
OPU ZFU LOPX BOZ SVMFT GPS IPX UP EJЙFSFOUJBUF UIF QSPEVDU PS RVPUJFOU PG GVODUJPOT
5IJT NFBOT UIBU ZPV NBZ IBWF UP EP TPNF BMHFCSB КSTU PO UIF GVODUJPOT CFMPX CFGPSF
ZPV DBO BDUVBMMZ VTF FYJTUJOH SVMFT UP DPNQVUF UIF EFTJSFE EFSJWBUJWF GPSNVMB *O FBDI
DBTF MBCFM UIF EFSJWBUJWF ZPV DBMDVMBUFXJUI JUT OBNF VTJOH QSPQFS OPUBUJPO TVDI BT f ′(x)
h′(z) dr/dt FUD
B f (x) ! x5/3 − x4 + 2x
C !(x) ! 14ex + 3x5 − x
D h(z) ! √z + 1z4 + 5z
E r(t) ! √53 t7 − πet + e4
F s(y) ! (y2 + 1)(y2 − 1)
G q(x) ! x3−x+2x
H p(a) ! 3a4 − 2a3 + 7a2 − a + 12
*O UIF TBNF XBZ UIBU XF IBWF TIPSUDVU SVMFT UP IFMQ VT КOE EFSJWBUJWFT XF JOUSPEVDF TPNF
MBOHVBHF UIBU JT TJNQMFS BOE TIPSUFS 0GUFO SBUIFS UIBO TBZ ɔUBLF UIF EFSJWBUJWF PG f ɕ XFɒMM
s-JLF UIF $POTUBOU .VMUJQMF 3VMF UIF 4VN 3VMF DBO CF GPSNBMMZ QSPWFE BT B DPOTFRVFODF PG QSPQFSUJFT PG MJNJUT
VTJOH UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
JOTUFBE TBZ TJNQMZ ɔEJЙFSFOUJBUF f ɕ 5IJT QISBTJOH JT UJFE UP UIF OPUJPO PG IBWJOH B EFSJWBUJWF
UP CFHJO XJUI JG UIF EFSJWBUJWF FYJTUT BU B QPJOU XF TBZ ɔ f JT EJЙFSFOUJBCMFɕ XIJDI JT UJFE UP
UIF GBDU UIBU f DBO CF EJЙFSFOUJBUFE
"T XFXPSLNPSF BOENPSF XJUI UIF BMHFCSBJD TUSVDUVSF PG GVODUJPOT JU JT JNQPSUBOU UP TUSJWF
UP EFWFMPQ B CJH QJDUVSF WJFX PG XIBU XF BSF EPJOH )FSF XF DBO OPUF TFWFSBM HFOFSBM PC
TFSWBUJPOT CBTFE PO UIF SVMFT XF IBWF TP GBS 0OF JT UIBU UIF EFSJWBUJWF PG BOZ QPMZOPNJBM
GVODUJPO XJMM CF BOPUIFS QPMZOPNJBM GVODUJPO BOE UIBU UIF EFHSFF PG UIF EFSJWBUJWF JT POF
MFTT UIBO UIF EFHSFF PG UIF PSJHJOBM GVODUJPO 'PS JOTUBODF JG p(t) ! 7t5 − 4t3 + 8t p JT B
EFHSFF  QPMZOPNJBM BOE JUT EFSJWBUJWF p′(t) ! 35t4 − 12t2 + 8 JT B EFHSFF  QPMZOPNJBM
"EEJUJPOBMMZ UIF EFSJWBUJWF PG BOZ FYQPOFOUJBM GVODUJPO JT BOPUIFS FYQPOFOUJBM GVODUJPO GPS
FYBNQMF JG !(z) ! 7 · 2z  UIFO !′(z) ! 7 · 2z ln(2) XIJDI JT BMTP FYQPOFOUJBM
'VSUIFSNPSF XIJMF PVS DVSSFOU FNQIBTJT JT PO MFBSOJOH TIPSUDVU SVMFT GPS КOEJOH EFSJWB
UJWFT XJUIPVU EJSFDUMZ VTJOH UIF MJNJU EFКOJUJPO XF TIPVME CF DFSUBJO OPU UP MPTF TJHIU PG
UIF GBDU UIBU BMM PG UIF NFBOJOH PG UIF EFSJWBUJWF TUJMM IPMET UIBU XF EFWFMPQFE JO $IBQUFS 
5IBU JT BOZUJNFXF DPNQVUF B EFSJWBUJWF UIBU EFSJWBUJWF NFBTVSFT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG
DIBOHF PG UIF PSJHJOBM GVODUJPO BT XFMM BT UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF BU BOZ TFMFDUFE QPJOU
PO UIF DVSWF 5IF GPMMPXJOH BDUJWJUZ BTLT ZPV UP DPNCJOF UIF KVTUEFWFMPQFE EFSJWBUJWF SVMFT
XJUI TPNF LFZ QFSTQFDUJWFT UIBU XF TUVEJFE JO $IBQUFS 
"DUJWJUZ  &BDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT BTLT ZPV UP VTF EFSJWBUJWFT UP BOTXFS
LFZ RVFTUJPOT BCPVU GVODUJPOT #F TVSF UP UIJOL DBSFGVMMZ BCPVU FBDI RVFTUJPO BOE UP VTF
QSPQFS OPUBUJPO JO ZPVS SFTQPOTFT
B 'JOE UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP h(z) ! √z + 1z BU UIF QPJOU XIFSF z ! 4
C " QPQVMBUJPO PG DFMMT JT HSPXJOH JO TVDI B XBZ UIBU JUT UPUBM OVNCFS JO NJMMJPOT JT
HJWFO CZ UIF GVODUJPO P(t) ! 2(1.37)t + 32 XIFSF t JT NFBTVSFE JO EBZT
J %FUFSNJOF UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF BU XIJDI UIF QPQVMBUJPO JT HSPXJOH PO EBZ
 BOE JODMVEF VOJUT PO ZPVS BOTXFS
JJ *T UIF QPQVMBUJPO HSPXJOH BU BO JODSFBTJOH SBUF PS HSPXJOH BU B EFDSFBTJOH
SBUF PO EBZ  &YQMBJO
D 'JOE BO FRVBUJPO GPS UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF p(a) ! 3a4 − 2a3 + 7a2 − a + 12 BU
UIF QPJOU XIFSF a ! −1
E 8IBU JT UIF EJЙFSFODF CFUXFFO CFJOH BTLFE UP КOE UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF
	BTLFE JO 	B

 BOE UIF FRVBUJPO PG UIF UBOHFOU MJOF 	BTLFE JO 	D

 
4VNNBSZ
ə (JWFO B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO y ! f (x) XF DBO FYQSFTT UIF EFSJWBUJWF PG f JO TFWFSBM
EJЙFSFOU OPUBUJPOT f ′(x) d fdx  dydx  BOE ddx [ f (x)]

 &MFNFOUBSZ EFSJWBUJWF SVMFT
ə 5IF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF MFBET UP QBUUFSOT BNPOH DFSUBJO GBNJMJFT PG GVOD
UJPOT UIBU FOBCMF VT UP DPNQVUF EFSJWBUJWF GPSNVMBT XJUIPVU SFTPSUJOH EJSFDUMZ UP UIF
MJNJU EFКOJUJPO 'PS FYBNQMF JG f JT B QPXFS GVODUJPO PG UIF GPSN f (x) ! xn  UIFO
f ′(x) ! nxn−1 GPS BOZ SFBM OVNCFS n PUIFS UIBO  5IJT JT DBMMFE UIF 3VMF GPS 1PXFS
'VODUJPOT
ə 8F IBWF TUBUFE B SVMF GPS EFSJWBUJWFT PG FYQPOFOUJBM GVODUJPOT JO UIF TBNF TQJSJU BT UIF
SVMF GPS QPXFS GVODUJPOT GPS BOZ QPTJUJWF SFBM OVNCFS a JG f (x) ! ax  UIFO f ′(x) !
ax ln(a)
ə *G XF BSF HJWFO B DPOTUBOU NVMUJQMF PG B GVODUJPO XIPTF EFSJWBUJWF XF LOPX PS B TVN
PG GVODUJPOT XIPTF EFSJWBUJWFT XF LOPX UIF $POTUBOU .VMUJQMF BOE 4VN 3VMFT NBLF
JU TUSBJHIUGPSXBSE UP DPNQVUF UIF EFSJWBUJWF PG UIF PWFSBMM GVODUJPO .PSF GPSNBMMZ
JG f (x) BOE !(x) BSF EJЙFSFOUJBCMF XJUI EFSJWBUJWFT f ′(x) BOE !′(x) BOE a BOE b BSF
DPOTUBOUT UIFO
d
dx
)
a f (x) + b!(x)* ! a f ′(x) + b!′(x).
&YFSDJTFT
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG y ! x15/16
dy
dx !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG f (x) ! 1
x17

f ′(x) !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG
y ! 9
√
x
dy
dx !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG f (t) ! 2t2 − 2t + 15
f ′(t) !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG y ! 4t12 − 7√t + 4t 
dy
dt !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG y ! √x(x2 + 4)
dy
dx !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG y ! x
5 + 2
x

dy
dx
!

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
 'JOE BO FRVBUJPO GPS UIF MJOF UBOHFOU UP UIF HSBQI PG f BU (2, 27) XIFSF f JT HJWFO CZ
f (x) ! 4x3 − 4x2 + 11
y !
 *G f (x) ! x3 + 3x2 − 189x + 1 КOE BOBMZUJDBMMZ BMM WBMVFT PG x GPS XIJDI f ′(x) ! 0 	&OUFS
ZPVS BOTXFS BT B DPNNB TFQBSBUFE MJTU PG OVNCFST FH 

x !
 -FU f BOE ! CF EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT GPS XIJDI UIF GPMMPXJOH JOGPSNBUJPO JT LOPXO
f (2) ! 5 !(2) ! −3 f ′(2) ! −1/2 !′(2) ! 2
B -FU h CF UIF OFX GVODUJPO EFКOFE CZ UIF SVMF h(x) ! 3 f (x)−4!(x) %FUFSNJOF h(2) BOE
h′(2)
C 'JOE BO FRVBUJPO GPS UIF UBOHFOU MJOF UP y ! h(x) BU UIF QPJOU (2, h(2))
D -FU p CF UIF GVODUJPO EFКOFE CZ UIF SVMF p(x) ! −2 f (x) + 12!(x) *T p JODSFBTJOH EF
DSFBTJOH PS OFJUIFS BU a ! 2 8IZ 
E &TUJNBUF UIF WBMVF PG p(2.03) CZ VTJOH UIF MPDBM MJOFBSJ[BUJPO PG p BU UIF QPJOU (2, p(2))
 -FU GVODUJPOT p BOE q CF UIF QJFDFXJTF MJOFBS GVODUJPOT HJWFO CZ UIFJS SFTQFDUJWF HSBQIT
JO 'JHVSF  6TF UIF HSBQIT UP BOTXFS UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT
-3 -2 -1 1 2 3
-3
-2
-1
1
2
3
p
q
'JHVSF  5IF HSBQIT PG p 	JO CMVF
 BOE q 	JO HSFFO

B "U XIBU WBMVFT PG x JT p OPU EJЙFSFOUJBCMF "U XIBU WBMVFT PG x JT q OPU EJЙFSFOUJBCMF 
8IZ 
C -FU r(x) ! p(x) + 2q(x) "U XIBU WBMVFT PG x JT r OPU EJЙFSFOUJBCMF 8IZ 
D %FUFSNJOF r′(−2) BOE r′(0)

 &MFNFOUBSZ EFSJWBUJWF SVMFT
E 'JOE BO FRVBUJPO GPS UIF UBOHFOU MJOF UP y ! r(x) BU UIF QPJOU (2, r(2))
 $POTJEFS UIF GVODUJPOT r(t) ! tt BOE s(t) ! arccos(t) GPS XIJDI ZPV BSF HJWFO UIF GBDUT
UIBU r′(t) ! tt(ln(t)+1) BOE s′(t) ! − 1√
1−t2  %P OPU CF DPODFSOFEXJUI XIFSF UIFTF EFSJWBUJWF
GPSNVMBT DPNF GSPN 8F SFTUSJDU PVS JOUFSFTU JO CPUI GVODUJPOT UP UIF EPNBJO 0 < t < 1
B -FU w(t) ! 3tt − 2 arccos(t) %FUFSNJOF w′(t)
C 'JOE BO FRVBUJPO GPS UIF UBOHFOU MJOF UP y ! w(t) BU UIF QPJOU ( 12 , w( 12 ))
D -FU v(t) ! tt + arccos(t) *T v JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH BU UIF JOTUBOU t ! 12 8IZ 
 -FU f (x) ! ax  5IF HPBM PG UIJT QSPCMFN JT UP FYQMPSF IPX UIF WBMVF PG a BЙFDUT UIF
EFSJWBUJWF PG f (x) XJUIPVU BTTVNJOH XF LOPX UIF SVMF GPS ddx [ax] UIBU XF IBWF TUBUFE BOE
VTFE JO FBSMJFS XPSL JO UIJT TFDUJPO
B 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP TIPX UIBU
f ′(x) ! lim
h→0
ax · ah − ax
h
.
C &YQMBJO XIZ JU JT BMTP USVF UIBU
f ′(x) ! ax · lim
h→0
ah − 1
h
.
D 6TF DPNQVUJOH UFDIOPMPHZ BOE TNBMM WBMVFT PG h UP FTUJNBUF UIF WBMVF PG
L ! lim
h→0
ah − 1
h
XIFO a ! 2 %P MJLFXJTF XIFO a ! 3
E /PUF UIBU JU XPVME CF JEFBM JG UIF WBMVF PG UIF MJNJU L XBT 1 GPS UIFO f XPVME CF B
QBSUJDVMBSMZ TQFDJBM GVODUJPO JUT EFSJWBUJWF XPVME CF TJNQMZ ax  XIJDI XPVME NFBO
UIBU JUT EFSJWBUJWF JT JUTFMG #Z FYQFSJNFOUJOH XJUI EJЙFSFOU WBMVFT PG a CFUXFFO 2 BOE
3 USZ UP КOE B WBMVF GPS a GPS XIJDI
L ! lim
h→0
ah − 1
h
! 1.
F $PNQVUF ln(2) BOE ln(3) 8IBU EPFT ZPVS XPSL JO 	C
 BOE 	D
 TVHHFTU JT USVF BCPVU
d
dx [2x] BOE ddx [3x] 
G )PX EP ZPVS JOWFTUJHBUJPOT JO 	E
 MFBE UP B QBSUJDVMBSMZ JNQPSUBOU GBDU BCPVU UIF GVOD
UJPO f (x) ! ex 

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
 5IF TJOF BOE DPTJOF GVODUJPOT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU JT B HSBQIJDBM KVTUJКDBUJPO GPS XIZ ddx [ax] ! ax ln(a) 
ə 8IBU EP UIF HSBQIT PG y ! sin(x) BOE y ! cos(x) TVHHFTU BT GPSNVMBT GPS UIFJS SFTQFD
UJWF EFSJWBUJWFT 
ə 0ODF XF LOPX UIF EFSJWBUJWFT PG sin(x) BOE cos(x) IPX EP QSFWJPVT EFSJWBUJWF SVMFT
XPSL XIFO UIFTF GVODUJPOT BSF JOWPMWFE 
5ISPVHIPVU $IBQUFS  XFXJMM CFXPSLJOH UP EFWFMPQ TIPSUDVU EFSJWBUJWF SVMFT UIBUXJMM IFMQ
VT UP CZQBTT UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF JO PSEFS UP RVJDLMZ EFUFSNJOF UIF GPSNVMB
GPS f ′(x) XIFO XF BSF HJWFO B GPSNVMB GPS f (x) *O 4FDUJPO  XF MFBSOFE UIF SVMF GPS QPXFS
GVODUJPOT UIBU JG f (x) ! xn  UIFO f ′(x) ! nxn−1 BOE KVTUJКFE UIJT JO QBSU EVF UP SFTVMUT
GSPN EJЙFSFOU nWBMVFT XIFO BQQMZJOH UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF 8F BMTP TUBUFE
UIF SVMF GPS FYQPOFOUJBM GVODUJPOT UIBU JG a JT B QPTJUJWF SFBM OVNCFS BOE f (x) ! ax  UIFO
f ′(x) ! ax ln(a) -BUFS JO UIJT QSFTFOU TFDUJPO XF BSF HPJOH UPXPSL UP DPOKFDUVSF GPSNVMBT GPS
UIF TJOF BOE DPTJOF GVODUJPOT QSJNBSJMZ UISPVHI B HSBQIJDBM BSHVNFOU 5P IFMQ TFU UIF TUBHF
GPS EPJOH TP UIF GPMMPXJOH QSFWJFX BDUJWJUZ BTLT ZPV UP UIJOL BCPVU FYQPOFOUJBM GVODUJPOT
BOE XIZ JU JT SFBTPOBCMF UP UIJOL UIBU UIF EFSJWBUJWF PG BO FYQPOFOUJBM GVODUJPO JT B DPOTUBOU
UJNFT UIF FYQPOFOUJBM GVODUJPO JUTFMG
1SFWJFX "DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GVODUJPO !(x) ! 2x  XIJDI JT HSBQIFE JO 'JH
VSF 
B "U FBDI PG x ! −2,−1, 0, 1, 2 VTF B TUSBJHIUFEHF UP TLFUDI BO BDDVSBUF UBOHFOU MJOF
UP y ! !(x)
C 6TF UIF QSPWJEFE HSJE UP FTUJNBUF UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF ZPV ESFX BU FBDI
QPJOU JO 	B

D 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP FTUJNBUF !′(0) CZ VTJOH TNBMM WBMVFT PG
h BOE DPNQBSF UIF SFTVMU UP ZPVS WJTVBM FTUJNBUF GPS UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF
UP y ! !(x) BU x ! 0 JO 	C

E #BTFE PO ZPVS XPSL JO 	B
 	C
 BOE 	D
 TLFUDI BO BDDVSBUF HSBQI PG y ! !′(x) PO
UIF BYFT BEKBDFOU UP UIF HSBQI PG y ! !(x)
F 8SJUF BU MFBTU POF TFOUFODF UIBU FYQMBJOT XIZ JU JT SFBTPOBCMF UP UIJOL UIBU !′(x) !
c!(x) XIFSF c JT B DPOTUBOU *O BEEJUJPO DBMDVMBUF ln(2) BOE UIFO EJTDVTT IPX UIJT
WBMVF DPNCJOFE XJUI ZPVS XPSL BCPWF SFBTPOBCMZ TVHHFTUT UIBU !′(x) ! 2x ln(2)

 5IF TJOF BOE DPTJOF GVODUJPOT
-2 -1 1 2
1
2
3
4
5
6
7
-2 -1 1 2
1
2
3
4
5
6
7
'JHVSF  "U MFGU UIF HSBQI PG y ! !(x) ! 2x  "U SJHIU BYFT GPS QMPUUJOH y ! !′(x)
 5IF TJOF BOE DPTJOF GVODUJPOT
5IF TJOF BOE DPTJOF GVODUJPOT BSF BNPOH UIFNPTU JNQPSUBOU GVODUJPOT JO BMM PG NBUIFNBUJDT
4PNFUJNFT DBMMFE UIF DJSDVMBS GVODUJPOT EVF UP UIFJS HFOFTJT JO UIF VOJU DJSDMF  UIFTF QFSJPEJD
GVODUJPOT QMBZ B LFZ SPMF JO NPEFMJOH SFQFBUJOH QIFOPNFOB TVDI BT UIF MPDBUJPO PG B QPJOU
PO B CJDZDMF UJSF UIF CFIBWJPS PG BO PTDJMMBUJOH NBTT BUUBDIFE UP B TQSJOH UJEBM FMFWBUJPOT
BOE NPSF -JLF QPMZOPNJBM BOE FYQPOFOUJBM GVODUJPOT UIF TJOF BOE DPTJOF GVODUJPOT BSF
DPOTJEFSFE CBTJD GVODUJPOT POFT UIBU BSF PGUFO VTFE JO UIF CVJMEJOH PG NPSF DPNQMJDBUFE
GVODUJPOT "T TVDI XF XPVME MJLF UP LOPX GPSNVMBT GPS ddx [sin(x)] BOE ddx [cos(x)] BOE UIF
OFYU UXP BDUJWJUJFT MFBE VT UP UIBU FOE
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GVODUJPO f (x) ! sin(x) XIJDI JT HSBQIFE JO 'JHVSF 
CFMPX /PUF DBSFGVMMZ UIBU UIF HSJE JO UIF EJBHSBN EPFT OPU IBWF CPYFT UIBU BSF 1×1 CVU
SBUIFS BQQSPYJNBUFMZ 1.57 × 1 BT UIF IPSJ[POUBM TDBMF PG UIF HSJE JT π/2 VOJUT QFS CPY
-1
1
−2π −π π
2π
−2π −π π 2π
-1
1
'JHVSF  "U MFGU UIF HSBQI PG y ! f (x) ! sin(x)
B "U FBDI PG x ! −2π,− 3π2 ,−π,−π2 , 0, π2 , π, 3π2 , 2π, VTF B TUSBJHIUFEHF UP TLFUDI BO

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
BDDVSBUF UBOHFOU MJOF UP y ! f (x)
C 6TF UIF QSPWJEFE HSJE UP FTUJNBUF UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF ZPV ESFX BU FBDI
QPJOU 1BZ DBSFGVM BUUFOUJPO UP UIF TDBMF PG UIF HSJE
D 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP FTUJNBUF f ′(0) CZ VTJOH TNBMM WBMVFT PG
h BOE DPNQBSF UIF SFTVMU UP ZPVS WJTVBM FTUJNBUF GPS UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF
UP y ! f (x) BU x ! 0 JO 	C
 6TJOH QFSJPEJDJUZ XIBU EPFT UIJT SFTVMU TVHHFTU BCPVU
f ′(2π) BCPVU f ′(−2π) 
E #BTFE PO ZPVS XPSL JO 	B
 	C
 BOE 	D
 TLFUDI BO BDDVSBUF HSBQI PG y ! f ′(x) PO
UIF BYFT BEKBDFOU UP UIF HSBQI PG y ! f (x)
F 8IBU GBNJMJBS GVODUJPO EP ZPV UIJOL JT UIF EFSJWBUJWF PG f (x) ! sin(x) 
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GVODUJPO !(x) ! cos(x) XIJDI JT HSBQIFE JO 'JHVSF 
CFMPX /PUF DBSFGVMMZ UIBU UIF HSJE JO UIF EJBHSBN EPFT OPU IBWF CPYFT UIBU BSF 1×1 CVU
SBUIFS BQQSPYJNBUFMZ 1.57 × 1 BT UIF IPSJ[POUBM TDBMF PG UIF HSJE JT π/2 VOJUT QFS CPY
-1
1
−2π −π π 2π −2π −π π 2π
-1
1
'JHVSF  "U MFGU UIF HSBQI PG y ! !(x) ! cos(x)
B "U FBDI PG x ! −2π,− 3π2 ,−π,−π2 , 0, π2 , π, 3π2 , 2π, VTF B TUSBJHIUFEHF UP TLFUDI BO
BDDVSBUF UBOHFOU MJOF UP y ! !(x)
C 6TF UIF QSPWJEFE HSJE UP FTUJNBUF UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF ZPV ESFX BU FBDI
QPJOU "HBJO OPUF UIF TDBMF PG UIF BYFT BOE HSJE
D 6TF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP FTUJNBUF !′(π2 ) CZ VTJOH TNBMM WBMVFT PG
h BOE DPNQBSF UIF SFTVMU UP ZPVS WJTVBM FTUJNBUF GPS UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF
UP y ! !(x) BU x ! π2 JO 	C
 6TJOH QFSJPEJDJUZ XIBU EPFT UIJT SFTVMU TVHHFTU BCPVU
!′(− 3π2 ) DBO TZNNFUSZ PO UIF HSBQI IFMQ ZPV FTUJNBUF PUIFS TMPQFT FBTJMZ 
E #BTFE PO ZPVS XPSL JO 	B
 	C
 BOE 	D
 TLFUDI BO BDDVSBUF HSBQI PG y ! !′(x) PO
UIF BYFT BEKBDFOU UP UIF HSBQI PG y ! !(x)
F 8IBU GBNJMJBS GVODUJPO EP ZPV UIJOL JT UIF EFSJWBUJWF PG !(x) ! cos(x) 
5IF SFTVMUT PG UIF UXP QSFDFEJOH BDUJWJUJFT TVHHFTU UIBU UIF TJOF BOE DPTJOF GVODUJPOT OPU
POMZ IBWF UIF CFBVUJGVM JOUFSSFMBUJPOTIJQT UIBU BSF MFBSOFE JO B DPVSTF JO USJHPOPNFUSZ ɏ
DPOOFDUJPOT TVDI BT UIF JEFOUJUJFT sin2(x) + cos2(x) ! 1 BOE cos(x − π2 ) ! sin(x) ɏ CVU UIBU

 5IF TJOF BOE DPTJOF GVODUJPOT
UIFZ BSF FWFO GVSUIFS MJOLFE UISPVHI DBMDVMVT BT UIF EFSJWBUJWF PG FBDI JOWPMWFT UIF PUIFS
5IF GPMMPXJOH SVMFT TVNNBSJ[F UIF SFTVMUT PG UIF BDUJWJUJFTy
4JOF BOE $PTJOF 'VODUJPOT
'PS BMM SFBM OVNCFST x
d
dx
[sin(x)] ! cos(x) BOE d
dx
[cos(x)] ! − sin(x).
8F IBWF OPX BEEFE UXP BEEJUJPOBM GVODUJPOT UP PVS MJCSBSZ PG CBTJD GVODUJPOT XIPTF EFSJWB
UJWFT XF LOPX QPXFS GVODUJPOT FYQPOFOUJBM GVODUJPOT BOE UIF TJOF BOE DPTJOF GVODUJPOT
5IF DPOTUBOU NVMUJQMF BOE TVN SVMFT TUJMM IPME PG DPVSTF BOE BMM PG UIF JOIFSFOU NFBOJOH PG
UIF EFSJWBUJWF QFSTJTUT SFHBSEMFTT PG UIF GVODUJPOT UIBU BSF VTFE UP DPOTUJUVUF B HJWFO DIPJDF
PG f (x) 5IF GPMMPXJOH BDUJWJUZ QVUT PVS OFX LOPXMFEHF PG UIF EFSJWBUJWFT PG sin(x) BOE
cos(x) UP XPSL
"DUJWJUZ  "OTXFS FBDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT 8IFSF B EFSJWBUJWF JT SFRVFTUFE
CF TVSF UP MBCFM UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO XJUI JUT OBNF VTJOH QSPQFS OPUBUJPO
B %FUFSNJOF UIF EFSJWBUJWF PG h(t) ! 3 cos(t) − 4 sin(t)
C 'JOE UIF FYBDU TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP y ! f (x) ! 2x + sin(x)2 BU UIF QPJOU XIFSF
x ! π6 
D 'JOE UIF FRVBUJPO PG UIF UBOHFOU MJOF UP y ! !(x) ! x2 + 2 cos(x) BU UIF QPJOU XIFSF
x ! π2 
E %FUFSNJOF UIF EFSJWBUJWF PG p(z) ! z4 + 4z + 4 cos(z) − sin(π2 )
F 5IF GVODUJPO P(t) ! 24 + 8 sin(t) SFQSFTFOUT B QPQVMBUJPO PG B QBSUJDVMBS LJOE PG
BOJNBM UIBU MJWFT PO B TNBMM JTMBOE XIFSF P JT NFBTVSFE JO IVOESFET BOE t JT NFB
TVSFE JO EFDBEFT TJODF +BOVBSZ   8IBU JT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF
PG P PO +BOVBSZ   8IBU BSF UIF VOJUT PG UIJT RVBOUJUZ 8SJUF B TFOUFODF JO
FWFSZEBZ MBOHVBHF UIBU FYQMBJOT IPX UIF QPQVMBUJPO JT CFIBWJOH BU UIJT QPJOU JO
UJNF
4VNNBSZ
ə *G XF DPOTJEFS UIF HSBQI PG BO FYQPOFOUJBM GVODUJPO f (x) ! ax (a > 1) UIF HSBQI PG
f ′(x) CFIBWFT TJNJMBSMZ BQQFBSJOH FYQPOFOUJBM BOE BT B QPTTJCMZ TDBMFE WFSTJPO PG UIF
PSJHJOBM GVODUJPO ax  'PS f (x) ! 2x  DBSFGVM BOBMZTJT PG UIF HSBQI BOE JUT TMPQFT TVHHFTUT
UIBU ddx [2x] ! 2x ln(2) XIJDI JT B TQFDJBM DBTF PG UIF SVMF XF TUBUFE JO 4FDUJPO 
ə #Z DBSFGVMMZ BOBMZ[JOH UIF HSBQIT PG y ! sin(x) BOE y ! cos(x) QMVT VTJOH UIF MJNJU
EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF BU TFMFDU QPJOUT XF GPVOE UIBU ddx [sin(x)] ! cos(x) BOE
y5IFTF UXP SVMFT NBZ CF GPSNBMMZ QSPWFE VTJOH UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF BOE UIF FYQBOTJPO JEFOUJUJFT
GPS sin(x + h) BOE cos(x + h)

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
d
dx [cos(x)] ! − sin(x)
ə 8F OPUF UIBU BMM QSFWJPVTMZ FODPVOUFSFE EFSJWBUJWF SVMFT TUJMM IPME CVU OPXNBZ BMTP CF
BQQMJFE UP GVODUJPOT JOWPMWJOH UIF TJOF BOE DPTJOF QMVT BMM PG UIF FTUBCMJTIFE NFBOJOH
PG UIF EFSJWBUJWF BQQMJFT UP UIFTF USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT BT XFMM
&YFSDJTFT
 4VQQPTF UIBU V(t) ! 24 · 1.07t + 6 sin(t) SFQSFTFOUT UIF WBMVF PG B QFSTPOɒT JOWFTUNFOU
QPSUGPMJP JO UIPVTBOET PG EPMMBST JO ZFBS t XIFSF t ! 0 DPSSFTQPOET UP +BOVBSZ  
B "UXIBU JOTUBOUBOFPVT SBUF JT UIF QPSUGPMJPɒT WBMVF DIBOHJOH PO +BOVBSZ   *ODMVEF
VOJUT PO ZPVS BOTXFS
C %FUFSNJOF UIF WBMVF PG V′′(2) 8IBU BSF UIF VOJUT PO UIJT RVBOUJUZ BOE XIBU EPFT JU UFMM
ZPV BCPVU IPX UIF QPSUGPMJPɒT WBMVF JT DIBOHJOH 
D 0O UIF JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 20 HSBQI UIF GVODUJPO V(t) ! 24 · 1.07t + 6 sin(t) BOE EFTDSJCF
JUT CFIBWJPS JO UIF DPOUFYU PG UIF QSPCMFN 5IFO DPNQBSF UIF HSBQIT PG UIF GVODUJPOT
A(t) ! 24 · 1.07t BOE V(t) ! 24 · 1.07t +6 sin(t) BT XFMM BT UIF HSBQIT PG UIFJS EFSJWBUJWFT
A′(t) BOE V′(t) 8IBU JT UIF JNQBDU PG UIF UFSN 6 sin(t) PO UIF CFIBWJPS PG UIF GVODUJPO
V(t) 
 -FU f (x) ! 3 cos(x) − 2 sin(x) + 6
B %FUFSNJOF UIF FYBDU TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP y ! f (x) BU UIF QPJOU XIFSF a ! π4 
C %FUFSNJOF UIF UBOHFOU MJOF BQQSPYJNBUJPO UP y ! f (x) BU UIF QPJOU XIFSF a ! π
D "U UIF QPJOU XIFSF a ! π2  JT f JODSFBTJOH EFDSFBTJOH PS OFJUIFS 
E "U UIF QPJOU XIFSF a ! 3π2  EPFT UIF UBOHFOU MJOF UP y ! f (x) MJF BCPWF UIF DVSWF CFMPX
UIF DVSWF PS OFJUIFS )PX DBO ZPV BOTXFS UIJT RVFTUJPO XJUIPVU FWFO HSBQIJOH UIF
GVODUJPO PS UIF UBOHFOU MJOF 
 *O UIJT FYFSDJTF XF FYQMPSF IPX UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWFNPSF GPSNBMMZ TIPXT
UIBU ddx [sin(x)] ! cos(x) -FUUJOH f (x) ! sin(x) OPUF UIBU UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF
UFMMT VT UIBU
f ′(x) ! lim
h→0
sin(x + h) − sin(x)
h
.
B 3FDBMM UIF USJHPOPNFUSJD JEFOUJUZ GPS UIF TJOF PG B TVN PG BOHMFT α BOE β sin(α + β) !
sin(α) cos(β) + cos(α) sin(β) 6TF UIJT JEFOUJUZ BOE TPNF BMHFCSB UP TIPX UIBU
f ′(x) ! lim
h→0
sin(x)(cos(h) − 1) + cos(x) sin(h)
h
.
C /FYU OPUF UIBU BT h DIBOHFT x SFNBJOT DPOTUBOU &YQMBJO XIZ JU UIFSFGPSF NBLFT TFOTF
UP TBZ UIBU
f ′(x) ! sin(x) · lim
h→0
cos(h) − 1
h
+ cos(x) · lim
h→0
sin(h)
h
.

 5IF TJOF BOE DPTJOF GVODUJPOT
D 'JOBMMZ VTF TNBMM WBMVFT PG h UP FTUJNBUF UIF WBMVFT PG UIF UXP MJNJUT JO 	D

lim
h→0
cos(h) − 1
h
BOE lim
h→0
sin(h)
h
.
E 8IBU EP ZPVS SFTVMUT JO 	D
 UIVT UFMM ZPV BCPVU f ′(x) 
F #Z FNVMBUJOH UIF TUFQT UBLFO BCPWF VTF UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UP BSHVF
DPOWJODJOHMZ UIBU ddx [cos(x)] ! − sin(x).

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
 5IF QSPEVDU BOE RVPUJFOU SVMFT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX EPFT UIF BMHFCSBJD TUSVDUVSF PG B GVODUJPO EJSFDU VT JO DPNQVUJOH JUT EFSJWBUJWF
VTJOH TIPSUDVU SVMFT 
ə )PX EP XF DPNQVUF UIF EFSJWBUJWF PG B QSPEVDU PG UXP CBTJD GVODUJPOT JO UFSNT PG UIF
EFSJWBUJWFT PG UIF CBTJD GVODUJPOT 
ə )PX EP XF DPNQVUF UIF EFSJWBUJWF PG B RVPUJFOU PG UXP CBTJD GVODUJPOT JO UFSNT PG UIF
EFSJWBUJWFT PG UIF CBTJD GVODUJPOT 
ə )PX EP UIF QSPEVDU BOE RVPUJFOU SVMFT DPNCJOF XJUI UIF TVN BOE DPOTUBOU NVMUJQMF
SVMFT UP FYQBOE UIF MJCSBSZ PG GVODUJPOT XF DBO RVJDLMZ EJЙFSFOUJBUF 
4P GBS UIF CBTJD GVODUJPOT XF LOPX IPX UP EJЙFSFOUJBUF JODMVEF QPXFS GVODUJPOT 	xn
 FYQP
OFOUJBM GVODUJPOT 	ax
 BOE UIF UXP GVOEBNFOUBM USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT 	sin(x) BOE cos(x)

8JUI UIF TVN SVMF BOE DPOTUBOU NVMUJQMF SVMFT XF DBO BMTP DPNQVUF UIF EFSJWBUJWF PG DPN
CJOFE GVODUJPOT TVDI BT
f (x) ! 7x11 − 4 · 9x + π sin(x) − √3 cos(x),
CFDBVTF UIF GVODUJPO f JT GVOEBNFOUBMMZ B TVN PG CBTJD GVODUJPOT *OEFFE XF DBO OPX
RVJDLMZ TBZ UIBU f ′(x) ! 77x10 − 4 · 9x ln(9) + π cos(x) + √3 sin(x)
#VU XF DBO PG DPVSTF DPNCJOF CBTJD GVODUJPOT JO XBZT PUIFS UIBO NVMUJQMZJOH UIFN CZ DPO
TUBOUT BOE UBLJOH TVNT BOE EJЙFSFODFT 'PS FYBNQMF XF DPVME DPOTJEFS UIF GVODUJPO UIBU
SFTVMUT GSPN B QSPEVDU PG UXP CBTJD GVODUJPOT TVDI BT
p(z) ! z3 cos(z),
PS BOPUIFS UIBU JT HFOFSBUFE CZ UIF RVPUJFOU PG UXP CBTJD GVODUJPOT POF MJLF
q(t) ! sin(t)2t .
8IJMF UIF EFSJWBUJWF PG B TVN JT UIF TVN PG UIF EFSJWBUJWFT JU UVSOT PVU UIBU UIF SVMFT GPS
DPNQVUJOH EFSJWBUJWFT PG QSPEVDUT BOE RVPUJFOUT BSF NPSF DPNQMJDBUFE *O XIBU GPMMPXT XF
FYQMPSF XIZ UIJT JT UIF DBTF XIBU UIF QSPEVDU BOE RVPUJFOU SVMFT BDUVBMMZ TBZ BOE XPSL UP
FYQBOE PVS SFQFSUPJSF PG GVODUJPOTXF DBO FBTJMZ EJЙFSFOUJBUF 5P TUBSU 1SFWJFX"DUJWJUZ 
BTLT ZPV UP JOWFTUJHBUF UIF EFSJWBUJWF PG B QSPEVDU BOE RVPUJFOU PG UXP QPMZOPNJBMT
1SFWJFX "DUJWJUZ  -FU f BOE ! CF UIF GVODUJPOT EFКOFE CZ f (t) ! 2t2 BOE !(t) !
t3 + 4t
B %FUFSNJOF f ′(t) BOE !′(t)

 5IF QSPEVDU BOE RVPUJFOU SVMFT
C -FU p(t) ! 2t2(t3 + 4t) BOE PCTFSWF UIBU p(t) ! f (t) · !(t) 3FXSJUF UIF GPSNVMB GPS
p CZ EJTUSJCVUJOH UIF 2t2 UFSN 5IFO DPNQVUF p′(t) VTJOH UIF TVN BOE DPOTUBOU
NVMUJQMF SVMFT
D 5SVF PS GBMTF p′(t) ! f ′(t) · !′(t)
E -FU q(t) ! t3+4t2t2 BOE PCTFSWF UIBU q(t) ! !(t)f (t)  3FXSJUF UIF GPSNVMB GPS q CZ EJWJEJOH
FBDI UFSN JO UIF OVNFSBUPS CZ UIF EFOPNJOBUPS BOE TJNQMJGZ UP XSJUF q BT B TVN PG
DPOTUBOU NVMUJQMFT PG QPXFST PG t 5IFO DPNQVUF q′(t) VTJOH UIF TVN BOE DPOTUBOU
NVMUJQMF SVMFT
F 5SVF PS GBMTF q′(t) ! !′(t)f ′(t) 
 5IF QSPEVDU SVMF
"T QBSU 	C
 PG 1SFWJFX "DUJWJUZ  TIPXT JU JT OPU USVF JO HFOFSBM UIBU UIF EFSJWBUJWF PG B
QSPEVDU PG UXP GVODUJPOT JT UIF QSPEVDU PG UIF EFSJWBUJWFT PG UIPTF GVODUJPOT *OEFFE UIF
SVMF GPS EJЙFSFOUJBUJOH B GVODUJPO PG UIF GPSN p(x) ! f (x) · !(x) JO UFSNT PG UIF EFSJWBUJWFT PG
f BOE ! JT NPSF DPNQMJDBUFE UIBO TJNQMZ UBLJOH UIF QSPEVDU PG UIF EFSJWBUJWFT PG f BOE !
5P TFF GVSUIFS XIZ UIJT JT UIF DBTF BT XFMM BT UP CFHJO UP VOEFSTUBOE IPX UIF QSPEVDU SVMF
BDUVBMMZ XPSLT XF DPOTJEFS BO FYBNQMF JOWPMWJOH NFBOJOHGVM GVODUJPOT
4BZ UIBU BO JOWFTUPS JT SFHVMBSMZ QVSDIBTJOH TUPDL JO B QBSUJDVMBS DPNQBOZ -FU N(t) CF B
GVODUJPO UIBU SFQSFTFOUT UIF OVNCFS PG TIBSFT PXOFE PO EBZ t XIFSF t ! 0 SFQSFTFOUT UIF
КSTU EBZ PO XIJDI TIBSFT XFSF QVSDIBTFE 'VSUIFS MFU S(t) CF B GVODUJPO UIBU HJWFT UIF WBMVF
PG POF TIBSF PG UIF TUPDL PO EBZ t OPUF UIBU UIF VOJUT PO S(t) BSF EPMMBST QFS TIBSF .PSFPWFS
UP DPNQVUF UIF UPUBM WBMVF PO EBZ t PG UIF TUPDL IFME CZ UIF JOWFTUPS XF VTF UIF GVODUJPO
V(t) ! N(t) · S(t) #Z UBLJOH UIF QSPEVDU
V(t) ! N(t) TIBSFT · S(t)EPMMBST QFS TIBSF,
XFIBWF UIF UPUBM WBMVF JO EPMMBST PG UIF TIBSFT IFME 0CTFSWF UIBU PWFS UJNF CPUI UIF OVNCFS
PG TIBSFT BOE UIF WBMVF PG B HJWFO TIBSF XJMM WBSZ 5IF EFSJWBUJWF N′(t) NFBTVSFT UIF SBUF
BU XIJDI UIF OVNCFS PG TIBSFT IFME JT DIBOHJOH XIJMF S′(t) NFBTVSFT UIF SBUF BU XIJDI UIF
WBMVF QFS TIBSF JT DIBOHJOH 5IF CJH RVFTUJPOXFɒE MJLF UP BOTXFS JT IPXEP UIFTF SFTQFDUJWF
SBUFT PG DIBOHF BЙFDU UIF SBUF PG DIBOHF PG UIF UPUBM WBMVF GVODUJPO 
5PIFMQ CFUUFS VOEFSTUBOE UIF SFMBUJPOTIJQ BNPOH DIBOHFT JON  S BOEV  MFUɒT DPOTJEFS TPNF
TQFDJКD EBUB 4VQQPTF UIBU PO EBZ  UIF JOWFTUPS PXOT  TIBSFT PG TUPDL BOE UIF TUPDLɒT
DVSSFOU WBMVF JT  QFS TIBSF 5IJT UFMMT VT UIBU N(100) ! 520 BOE S(100) ! 27.50 *O
BEEJUJPO TBZ UIBU PO EBZ  UIF JOWFTUPS QVSDIBTFT BO BEEJUJPOBM  TIBSFT 	TP UIF OVNCFS
PG TIBSFT IFME JT SJTJOH BU B SBUF PG  TIBSFT QFS EBZ
 BOE UIBU PO UIBU TBNF EBZ UIF QSJDF PG
UIF TUPDL JT SJTJOH BU B SBUF PG  EPMMBST QFS TIBSF QFS EBZ 7JFXFE JO DBMDVMVT OPUBUJPO UIJT
UFMMT VT UIBU N′(100) ! 12 	TIBSFT QFS EBZ
 BOE S′(100) ! 0.75 	EPMMBST QFS TIBSF QFS EBZ
 "U
XIBU SBUF JT UIF WBMVF PG UIF JOWFTUPSɒT UPUBM IPMEJOHT DIBOHJOH PO EBZ  
0CTFSWF UIBU UIF JODSFBTF JO UPUBM WBMVF DPNFT GSPN UXP TPVSDFT UIF HSPXJOH OVNCFS PG
TIBSFT BOE UIF SJTJOH WBMVF PG FBDI TIBSF *G POMZ UIF OVNCFS PG TIBSFT JT SJTJOH 	BOE UIF

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
WBMVF PG FBDI TIBSF JT DPOTUBOU
 UIF SBUF BU XIJDI XIJDI UPUBM WBMVF XPVME SJTF JT GPVOE CZ
DPNQVUJOH UIF QSPEVDU PG UIF DVSSFOU WBMVF PG UIF TIBSFT XJUI UIF SBUF BU XIJDI UIF OVNCFS
PG TIBSFT JT DIBOHJOH 5IBU JT UIF SBUF BU XIJDI UPUBM WBMVF XPVME DIBOHF JT HJWFO CZ
S(100) · N′(100) ! 27.50 EPMMBSTTIBSF · 12
TIBSFT
EBZ ! 330
EPMMBST
EBZ .
/PUF QBSUJDVMBSMZ IPX UIF VOJUT NBLF TFOTF BOE FYQMBJO UIBU XF BSF КOEJOH UIF SBUF BU XIJDI
UIF UPUBM WBMVF V JT DIBOHJOH NFBTVSFE JO EPMMBST QFS EBZ *G JOTUFBE UIF OVNCFS PG TIBSFT
JT DPOTUBOU CVU UIF WBMVF PG FBDI TIBSF JT SJTJOH UIFO UIF SBUF BU XIJDI UIF UPUBM WBMVF XPVME
SJTF JT GPVOE TJNJMBSMZ CZ UBLJOH UIF QSPEVDU PG UIF OVNCFS PG TIBSFT XJUI UIF SBUF PG DIBOHF
PG TIBSF WBMVF *O QBSUJDVMBS UIF SBUF UPUBM WBMVF JT SJTJOH JT
N(100) · S′(100) ! 520 TIBSFT · 0.75 EPMMBST QFS TIBSFEBZ ! 390
EPMMBST
EBZ .
0G DPVSTF XIFO CPUI UIF OVNCFS PG TIBSFT JT DIBOHJOH BOE UIF WBMVF PG FBDI TIBSF JT DIBOH
JOH XF IBWF UP JODMVEF CPUI PG UIFTF TPVSDFT BOE IFODF UIF SBUF BU XIJDI UIF UPUBM WBMVF JT
SJTJOH JT
V′(100) ! S(100) · N′(100) + N(100) · S′(100) ! 330 + 390 ! 720 EPMMBSTEBZ .
5IJT UFMMT VT UIBU XF FYQFDU UIF UPUBM WBMVF PG UIF JOWFTUPSɒT IPMEJOHT UP SJTF CZ BCPVU  PO
UIF UI EBZy
/FYU XF FYQBOE PVS QFSTQFDUJWF GSPN UIF TQFDJКD FYBNQMF BCPWF UP UIF NPSF HFOFSBM BOE
BCTUSBDU TFUUJOH PG B QSPEVDU p PG UXP EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT f BOE ! *G XF IBWF P(x) !
f (x) · !(x) PVS XPSL BCPWF TVHHFTUT UIBU P′(x) ! f (x)!′(x) + !(x) f ′(x). *OEFFE B GPSNBM
QSPPG VTJOH UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF DBO CF HJWFO UP TIPX UIBU UIF GPMMPXJOH
SVMF DBMMFE UIF QSPEVDU SVMF IPMET JO HFOFSBM
1SPEVDU 3VMF
*G f BOE ! BSF EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT UIFO UIFJS QSPEVDU P(x) ! f (x) · !(x) JT BMTP B
EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO BOE
P′(x) ! f (x)!′(x) + !(x) f ′(x).
*O MJHIU PG UIF FBSMJFS FYBNQMF JOWPMWJOH TIBSFT PG TUPDL UIF QSPEVDU SVMF BMTP NBLFT TFOTF
JOUVJUJWFMZ UIF SBUF PG DIBOHF PG P TIPVME UBLF JOUP BDDPVOU CPUI IPX GBTU f BOE ! BSF DIBOH
JOH BT XFMM BT IPX MBSHF f BOE ! BSF BU UIF QPJOU PG JOUFSFTU 'VSUIFSNPSF XF OPUF JO XPSET
y8IJMF UIJT FYBNQMF IJHIMJHIUT XIZ UIF QSPEVDU SVMF JT USVF UIFSF BSF TPNF TVCUMF JTTVFT UP SFDPHOJ[F 'PS POF
JG UIF TUPDLɒT WBMVF SFBMMZ EPFT SJTF FYBDUMZ  PO EBZ  BOE UIF OVNCFS PG TIBSFT SFBMMZ SJTFT CZ  PO EBZ
 UIFO XFɒE FYQFDU UIBU V(101) ! N(101) · S(101) ! 532 · 28.25 ! 15029 *G BT OPUFE BCPWF XF FYQFDU UIF
UPUBM WBMVF UP SJTF CZ  UIFO XJUI V(100) ! N(100) · S(100) ! 520 · 27.50 ! 14300 UIFO JU TFFNT MJLF XF
TIPVME КOE UIBU V(101) ! V(100) + 720 ! 15020. 8IZ EP UIF UXP SFTVMUT EJЙFS CZ  0OF XBZ UP VOEFSTUBOE
XIZ UIJT EJЙFSFODF PDDVST JT UP SFDPHOJ[F UIBU N′(100) ! 12 SFQSFTFOUT BO JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF XIJMF
PVS 	JOGPSNBM
 EJTDVTTJPO IBT BMTP UIPVHIU PG UIJT OVNCFS BT UIF UPUBM DIBOHF JO UIF OVNCFS PG TIBSFT PWFS UIF
DPVSTF PG B TJOHMF EBZ 5IF GPSNBM QSPPG PG UIF QSPEVDU SVMF SFDPODJMFT UIJT JTTVF CZ UBLJOH UIF MJNJU BT UIF DIBOHF
JO UIF JOQVU UFOET UP [FSP

 5IF QSPEVDU BOE RVPUJFOU SVMFT
XIBU UIF QSPEVDU SVMF TBZT JG P JT UIF QSPEVDU PG UXP GVODUJPOT f 	UIF КSTU GVODUJPO
 BOE
! 	UIF TFDPOE
 UIFO ɔUIF EFSJWBUJWF PG P JT UIF КSTU UJNFT UIF EFSJWBUJWF PG UIF TFDPOE QMVT
UIF TFDPOE UJNFT UIF EFSJWBUJWF PG UIF КSTUɕ *U JT PGUFO B IFMQGVM NFOUBM FYFSDJTF UP TBZ UIJT
QISBTJOH BMPVE XIFO FYFDVUJOH UIF QSPEVDU SVMF
'PS FYBNQMF JG P(z) ! z3 · cos(z) XF DBO OPX VTF UIF QSPEVDU SVMF UP EJЙFSFOUJBUF P 5IF
КSTU GVODUJPO JT z3 BOE UIF TFDPOE GVODUJPO JT cos(z) #Z UIF QSPEVDU SVMF P′ XJMM CF HJWFO
CZ UIF КSTU z3 UJNFT UIF EFSJWBUJWF PG UIF TFDPOE − sin(z) QMVT UIF TFDPOE cos(z) UJNFT UIF
EFSJWBUJWF PG UIF КSTU 3z2 5IBU JT
P′(z) ! z3(− sin(z)) + cos(z)3z2 ! −z3 sin(z) + 3z2 cos(z).
5IF GPMMPXJOH BDUJWJUZ GVSUIFS FYQMPSFT UIF VTF PG UIF QSPEVDU SVMF
"DUJWJUZ  6TF UIF QSPEVDU SVMF UP BOTXFS FBDI PG UIF RVFTUJPOT CFMPX 5ISPVHI
PVU CF TVSF UP DBSFGVMMZ MBCFM BOZ EFSJWBUJWF ZPV КOE CZ OBNF *U JT OPU OFDFTTBSZ UP
BMHFCSBJDBMMZ TJNQMJGZ BOZ PG UIF EFSJWBUJWFT ZPV DPNQVUF
B -FU m(w) ! 3w174w  'JOE m′(w)
C -FU h(t) ! (sin(t) + cos(t))t4 'JOE h′(t)
D %FUFSNJOF UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF y ! f (x) BU UIF QPJOU XIFSF
a ! 1 JG f JT HJWFO CZ UIF SVMF f (x) ! ex sin(x)
E 'JOE UIF UBOHFOU MJOF BQQSPYJNBUJPO L(x) UP UIF GVODUJPO y ! !(x) BU UIF QPJOU
XIFSF a ! −1 JG ! JT HJWFO CZ UIF SVMF !(x) ! (x2 + x)2x 
 5IF RVPUJFOU SVMF
#FDBVTF RVPUJFOUT BOE QSPEVDUT BSF DMPTFMZ MJOLFE XF DBO VTF UIF QSPEVDU SVMF UP VOEFS
TUBOE IPX UP UBLF UIF EFSJWBUJWF PG B RVPUJFOU *O QBSUJDVMBS MFU Q(x) CF EFКOFE CZ Q(x) !
f (x)/!(x) XIFSF f BOE ! BSF CPUI EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT 8F EFTJSF B GPSNVMB GPS Q′ JO
UFSNT PG f  ! f ′ BOE !′ *U UVSOT PVU UIBU Q JT EJЙFSFOUJBCMF FWFSZXIFSF UIBU !(x) ! 0
.PSFPWFS UBLJOH UIF GPSNVMBQ ! f /! BOENVMUJQMZJOH CPUI TJEFT CZ ! XF DBO PCTFSWF UIBU
f (x) ! Q(x) · !(x).
5IVT XF DBO VTF UIF QSPEVDU SVMF UP EJЙFSFOUJBUF f  %PJOH TP
f ′(x) ! Q(x)!′(x) + !(x)Q′(x).
4JODF XF XBOU UP LOPX B GPSNVMB GPS Q′ XF XPSL UP TPMWF UIJT NPTU SFDFOU FRVBUJPO GPS
Q′(x) КOEJOH КSTU UIBU
Q′(x)!(x) ! f ′(x) −Q(x)!′(x).

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
%JWJEJOH CPUI TJEFT CZ !(x) XF IBWF
Q′(x) ! f
′(x) −Q(x)!′(x)
!(x) .
'JOBMMZ XF BMTP SFDBMM UIBU Q(x) ! f (x)!(x) . 6TJOH UIJT FYQSFTTJPO JO UIF QSFDFEJOH FRVBUJPO BOE
TJNQMJGZJOH XF IBWF
Q′(x) !
f ′(x) − f (x)!(x) !′(x)
!(x)
!
f ′(x) − f (x)!(x) !′(x)
!(x) ·
!(x)
!(x)
!
!(x) f ′(x) − f (x)!′(x)
!(x)2 .
5IJT TIPXT UIF GVOEBNFOUBM BSHVNFOU GPS XIZ UIF RVPUJFOU SVMF IPMET
2VPUJFOU 3VMF
*G f BOE ! BSF EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT UIFO UIFJS RVPUJFOU Q(x) ! f (x)!(x) JT BMTP B EJЙFS
FOUJBCMF GVODUJPO GPS BMM x XIFSF !′(x) ! 0 BOE
Q′(x) ! !(x) f
′(x) − f (x)!′(x)
!(x)2 .
-JLF UIF QSPEVDU SVMF JU DBO CF IFMQGVM UP UIJOL PG UIF RVPUJFOU SVMF WFSCBMMZ *G B GVODUJPO Q
JT UIF RVPUJFOU PG B UPQ GVODUJPO f BOE B CPUUPN GVODUJPO ! UIFO Q′ JT HJWFO CZ ɔUIF CPUUPN
UJNFT UIF EFSJWBUJWF PG UIF UPQ NJOVT UIF UPQ UJNFT UIF EFSJWBUJWF PG UIF CPUUPN BMM PWFS
UIF CPUUPN TRVBSFEɕ 'PS FYBNQMF JG Q(t) ! sin(t)/2t  UIFO XF DBO JEFOUJGZ UIF UPQ GVODUJPO
BT sin(t) BOE UIF CPUUPN GVODUJPO BT 2t  #Z UIF RVPUJFOU SVMF XF UIFO IBWF UIBU Q′ XJMM CF
HJWFO CZ UIF CPUUPN 2t  UJNFT UIF EFSJWBUJWF PG UIF UPQ cos(t) NJOVT UIF UPQ sin(t) UJNFT
UIF EFSJWBUJWF PG UIF CPUUPN 2t ln(2) BMM PWFS UIF CPUUPN TRVBSFE (2t)2 5IBU JT
Q′(t) ! 2
t cos(t) − sin(t)2t ln(2)
(2t)2 .
*O UIJT QBSUJDVMBS FYBNQMF JU JT QPTTJCMF UP TJNQMJGZ Q′(t) CZ SFNPWJOH B GBDUPS PG 2t GSPN
CPUI UIF OVNFSBUPS BOE EFOPNJOBUPS IFODF КOEJOH UIBU
Q′(t) ! cos(t) − sin(t) ln(2)2t .
*O HFOFSBM XFNVTU CF DBSFGVM JO EPJOH BOZ TVDI TJNQMJКDBUJPO BT XF EPOɒU XBOU UP DPSSFDUMZ
FYFDVUF UIF RVPUJFOU SVMF CVU UIFO КOE BO JODPSSFDU PWFSBMM EFSJWBUJWF EVF UP BO BMHFCSB FSSPS
"T TVDI XF XJMM PGUFO QMBDF NPSF FNQIBTJT PO DPSSFDUMZ VTJOH EFSJWBUJWF SVMFT UIBO XF
XJMM PO TJNQMJGZJOH UIF SFTVMU UIBU GPMMPXT 5IF OFYU BDUJWJUZ GVSUIFS FYQMPSFT UIF VTF PG UIF
RVPUJFOU SVMF

 5IF QSPEVDU BOE RVPUJFOU SVMFT
"DUJWJUZ  6TF UIF RVPUJFOU SVMF UP BOTXFS FBDI PG UIF RVFTUJPOT CFMPX 5ISPVHI
PVU CF TVSF UP DBSFGVMMZ MBCFM BOZ EFSJWBUJWF ZPV КOE CZ OBNF 5IBU JT JG ZPVɒSF HJWFO
B GPSNVMB GPS f (x) DMFBSMZ MBCFM UIF GPSNVMB ZPV КOE GPS f ′(x) *U JT OPU OFDFTTBSZ UP
BMHFCSBJDBMMZ TJNQMJGZ BOZ PG UIF EFSJWBUJWFT ZPV DPNQVUF
B -FU r(z) ! 3zz4+1  'JOE r′(z)
C -FU v(t) ! sin(t)cos(t)+t2  'JOE v′(t)
D %FUFSNJOF UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF R(x) ! x
2 − 2x − 8
x2 − 9 BU UIF QPJOUXIFSF x ! 0
E 8IFO B DBNFSB ЛBTIFT UIF JOUFOTJUZ I PG MJHIU TFFO CZ UIF FZF JT HJWFO CZ UIF
GVODUJPO
I(t) ! 100t
e t
,
XIFSF I JTNFBTVSFE JO DBOEMFT BOE t JTNFBTVSFE JONJMMJTFDPOET $PNQVUF I′(0.5)
I′(2) BOE I′(5) JODMVEF BQQSPQSJBUF VOJUT PO FBDI WBMVF BOE EJTDVTT UIF NFBOJOH
PG FBDI
 $PNCJOJOH SVMFT
0OF PG UIF DIBMMFOHFT UP MFBSOJOH UP BQQMZ WBSJPVT EFSJWBUJWF TIPSUDVU SVMFT DPSSFDUMZ BOE
FЙFDUJWFMZ JT SFDPHOJ[JOH UIF GVOEBNFOUBM TUSVDUVSF PG B GVODUJPO 'PS JOTUBODF DPOTJEFS UIF
GVODUJPO HJWFO CZ
f (x) ! x sin(x) + x
2
cos(x) + 2 .
)PX EP XF EFDJEF XIJDI SVMFT UP BQQMZ 0VS КSTU UBTL JT UP SFDPHOJ[F UIF PWFSBMM TUSVDUVSF
PG UIF HJWFO GVODUJPO 0CTFSWF UIBU UIF GVODUJPO f JT GVOEBNFOUBMMZ B TVN PG UXP TMJHIUMZ
MFTT DPNQMJDBUFE GVODUJPOT TP XF DBO BQQMZ UIF TVN SVMFr BOE HFU
f ′(x) ! d
dx
[
x sin(x) + x
2
cos(x) + 2
]
!
d
dx
[x sin(x)] + d
dx
[
x2
cos(x) + 2
]
/PX UIF MFGUIBOE UFSN BCPWF JT B QSPEVDU TP UIF QSPEVDU SVMF JT OFFEFE UIFSF XIJMF UIF
SJHIUIBOE UFSN JT B RVPUJFOU TP UIF RVPUJFOU SVMF JT SFRVJSFE "QQMZJOH UIFTF SVMFT SFTQFD
UJWFMZ XF КOE UIBU
f ′(x) ! (x cos(x) + sin(x)) + (cos(x) + 2)2x − x
2(− sin(x))
(cos(x) + 2)2
r8IFO UBLJOH B EFSJWBUJWF UIBU JOWPMWFT UIF VTF PG NVMUJQMF EFSJWBUJWF SVMFT JU JT PGUFO IFMQGVM UP VTF UIF OPUBUJPO
d
dx [ ] UP XBJU UP BQQMZ TVCTFRVFOU SVMFT 5IJT JT EFNPOTUSBUFE JO FBDI PG UIF UXP FYBNQMFT QSFTFOUFE IFSF

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
! x cos(x) + sin(x) + 2x cos(x) + 4x
2 + x2 sin(x)
(cos(x) + 2)2 .
8F OFYU DPOTJEFS IPX UIF TJUVBUJPO DIBOHFT XJUI UIF GVODUJPO EFКOFE CZ
s(y) ! y · 7
y
y2 + 1
.
0WFSBMM s JT B RVPUJFOU PG UXP TJNQMFS GVODUJPO TP UIF RVPUJFOU SVMF XJMM CF OFFEFE )FSF XF
FYFDVUF UIF RVPUJFOU SVMF BOE VTF UIF OPUBUJPO ddy UP EFGFS UIF DPNQVUBUJPO PG UIF EFSJWBUJWF
PG UIF OVNFSBUPS BOE EFSJWBUJWF PG UIF EFOPNJOBUPS 5IVT
s′(y) !
(y2 + 1) · ddy
)
y · 7y* − y · 7y · ddy )y2 + 1*
(y2 + 1)2 .
/PX UIFSF SFNBJO UXP EFSJWBUJWFT UP DBMDVMBUF 5IF КSTU POF ddy
)
y · 7y* DBMMT GPS VTF PG UIF
QSPEVDU SVMF XIJMF UIF TFDPOE ddy
)
y2 + 1
* UBLFT POMZ BO FMFNFOUBSZ BQQMJDBUJPO PG UIF TVN
SVMF "QQMZJOH UIFTF SVMFT XF OPX IBWF
s′(y) ! (y
2 + 1)[y · 7y ln(7) + 7y · 1] − y · 7y[2y]
(y2 + 1)2 .
8IJMF TPNFNJOPS TJNQMJКDBUJPO JT QPTTJCMF XF BSF DPOUFOU UP MFBWF s′(y) JO JUT DVSSFOU GPSN
IBWJOH GPVOE UIF EFTJSFE EFSJWBUJWF PG s *O TVNNBSZ UP DPNQVUF UIF EFSJWBUJWF PG s XF
BQQMJFE UIF RVPUJFOU SVMF *O TP EPJOH XIFO JU XBT UJNF UP DPNQVUF UIF EFSJWBUJWF PG UIF
UPQ GVODUJPO XF VTFE UIF QSPEVDU SVMF BU UIF QPJOU XIFSF XF GPVOE UIF EFSJWBUJWF PG UIF
CPUUPN GVODUJPO XF VTFE UIF TVN SVMF
*O HFOFSBM POF PG UIF NBJO LFZT UP TVDDFTT JO BQQMZJOH EFSJWBUJWF SVMFT JT UP SFDPHOJ[F UIF
TUSVDUVSF PG UIF GVODUJPO GPMMPXFE CZ UIF DBSFGVM BOE EJMJHFOU BQQMJDBUJPO PG SFMFWBOU EFSJWB
UJWF SVMFT 5IF CFTU XBZ UP HFU HPPE BU UIJT QSPDFTT JT CZ EPJOH B MBSHF OVNCFS PG FYFSDJTFT
BOE UIF OFYU BDUJWJUZ QSPWJEFT TPNF QSBDUJDF BOE FYQMPSBUJPO UP UIBU FOE
"DUJWJUZ  6TF SFMFWBOU EFSJWBUJWF SVMFT UP BOTXFS FBDI PG UIF RVFTUJPOT CFMPX
5ISPVHIPVU CF TVSF UP VTF QSPQFS OPUBUJPO BOE DBSFGVMMZ MBCFM BOZ EFSJWBUJWF ZPV КOE
CZ OBNF
B -FU f (r) ! (5r3 + sin(r))(4r − 2 cos(r)) 'JOE f ′(r)
C -FU p(t) ! cos(t)
t6 · 6t  'JOE p
′(t)
D -FU !(z) ! 3z7ez − 2z2 sin(z) + zz2+1 . 'JOE !′(z)
E "NPWJOH QBSUJDMF IBT JUT QPTJUJPO JO GFFU BU UJNF t JO TFDPOET HJWFO CZ UIF GVODUJPO
s(t) ! 3 cos(t)−sin(t)et  'JOE UIF QBSUJDMFɒT JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ BU UIF NPNFOU t ! 1
F 4VQQPTF UIBU f (x) BOE !(x) BSF EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT BOE JU JT LOPXO UIBU f (3) !
 5IF QSPEVDU BOE RVPUJFOU SVMFT
−2 f ′(3) ! 7 !(3) ! 4 BOE !′(3) ! −1 *G p(x) ! f (x) · !(x) BOE q(x) ! f (x)
!(x) 
DBMDVMBUF p′(3) BOE q′(3)
"T UIF BMHFCSBJD DPNQMFYJUZ PG UIF GVODUJPOTXF BSF BCMF UP EJЙFSFOUJBUF DPOUJOVFT UP JODSFBTF
JU JT JNQPSUBOU UP SFNFNCFS UIBU BMM PG UIF EFSJWBUJWFɒTNFBOJOH DPOUJOVFT UP IPME 3FHBSEMFTT
PG UIF TUSVDUVSF PG UIF GVODUJPO f  UIF WBMVF PG f ′(a) UFMMT VT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF
PG f XJUI SFTQFDU UP x BU UIFNPNFOU x ! a BT XFMM BT UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP y ! f (x)
BU UIF QPJOU (a , f (a))
4VNNBSZ
ə *G B GVODUJPO JT B TVN QSPEVDU PS RVPUJFOU PG TJNQMFS GVODUJPOT UIFO XF DBO VTF UIF
TVN QSPEVDU PS RVPUJFOU SVMFT UP EJЙFSFOUJBUF UIF PWFSBMM GVODUJPO JO UFSNT PG UIF
TJNQMFS GVODUJPOT BOE UIFJS EFSJWBUJWFT
ə 5IF QSPEVDU SVMF UFMMT VT UIBU JG P JT B QSPEVDU PG EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT f BOE ! BD
DPSEJOH UP UIF SVMF P(x) ! f (x)!(x) UIFO
P′(x) ! f (x)!′(x) + !(x) f ′(x).
ə 5IF RVPUJFOU SVMF UFMMT VT UIBU JG Q JT B RVPUJFOU PG EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT f BOE !
BDDPSEJOH UP UIF SVMF Q(x) ! f (x)!(x)  UIFO
Q′(x) ! !(x) f
′(x) − f (x)!′(x)
!(x)2 .
ə 5IF QSPEVDU BOE RVPUJFOU SVMFT OPX DPNQMFNFOU UIF DPOTUBOU NVMUJQMF BOE TVN SVMFT
BOE FOBCMF VT UP DPNQVUF UIF EFSJWBUJWF PG BOZ GVODUJPO UIBU DPOTJTUT PG TVNT DPO
TUBOU NVMUJQMFT QSPEVDUT BOE RVPUJFOUT PG CBTJD GVODUJPOT XF BMSFBEZ LOPX IPX UP
EJЙFSFOUJBUF 'PS JOTUBODF JG F IBT UIF GPSN
F(x) ! 2a(x) − 5b(x)
c(x) · d(x) ,
UIFO F JT GVOEBNFOUBMMZ B RVPUJFOU BOE UIF OVNFSBUPS JT B TVN PG DPOTUBOU NVMUJQMFT
BOE UIF EFOPNJOBUPS JT B QSPEVDU )FODF UIF EFSJWBUJWF PG F DBO CF GPVOE CZ BQQMZJOH
UIF RVPUJFOU SVMF BOE UIFO VTJOH UIF TVN BOE DPOTUBOU NVMUJQMF SVMFT UP EJЙFSFOUJBUF
UIF OVNFSBUPS BOE UIF QSPEVDU SVMF UP EJЙFSFOUJBUF UIF EFOPNJOBUPS
&YFSDJTFT
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO f (x) CFMPX *U NBZ CF UP ZPVS BEWBOUBHF UP TJNQMJGZ
КSTU
f (x) ! x · 12x
f ′(x) !

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO f (x) CFMPX *U NBZ CF UP ZPVS BEWBOUBHF UP TJNQMJGZ
КSTU
f (x) ! (x8 − 7√x)8x
f ′(x) !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO z CFMPX *U NBZ CF UP ZPVS BEWBOUBHF UP TJNQMJGZ КSTU
z !
9t + 4
4t + 5
dz
dt
!
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO h(r) CFMPX *U NBZ CF UP ZPVS BEWBOUBHF UP TJNQMJGZ
КSTU
h(r) ! r
2
15r + 11
h′(r) !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG s(q) ! 4 cos q sin q
s′(q) !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG f (x) ! x4 cos x
f ′(x) !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG h(t) ! t sin t + cos t
h′(t) !
 -FU h(x) ! f (x) · !(x) BOE k(x) ! f (x)/!(x) 6TF UIF КHVSFT CFMPX UP КOE UIF FYBDU WBMVFT
PG UIF JOEJDBUFE EFSJWBUJWFT
f (x) !(x)

 5IF QSPEVDU BOE RVPUJFOU SVMFT
" h′(0) !
# k′(−2) !
	&OUFS EOF GPS BOZ BOTXFS XIFSF UIF EFSJWBUJWF EPFT OPU FYJTU

 -FU F(4) ! 2, F′(4) ! 4,H(4) ! 3,H′(4) ! 1
" *G G(z) ! F(z) ·H(z) UIFO G′(4) !
# *G G(w) ! F(w)/H(w) UIFO G′(4) !
 -FU f BOE ! CF EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT GPS XIJDI UIF GPMMPXJOH JOGPSNBUJPO JT LOPXO
f (2) ! 5 !(2) ! −3 f ′(2) ! −1/2 !′(2) ! 2
B -FU h CF UIF OFX GVODUJPO EFКOFE CZ UIF SVMF h(x) ! !(x) · f (x) %FUFSNJOF h(2) BOE
h′(2)
C 'JOE BO FRVBUJPO GPS UIF UBOHFOU MJOF UP y ! h(x) BU UIF QPJOU (2, h(2)) 	XIFSF h JT UIF
GVODUJPO EFКOFE JO 	B


D -FU r CF UIF GVODUJPO EFКOFE CZ UIF SVMF r(x) ! !(x)f (x)  *T r JODSFBTJOH EFDSFBTJOH PS
OFJUIFS BU a ! 2 8IZ 
E &TUJNBUF UIF WBMVF PG r(2.06) 	XIFSF r JT UIF GVODUJPO EFКOFE JO 	D

 CZ VTJOH UIF MPDBM
MJOFBSJ[BUJPO PG r BU UIF QPJOU (2, r(2))
 $POTJEFS UIF GVODUJPOT r(t) ! tt BOE s(t) ! arccos(t) GPS XIJDI ZPV BSF HJWFO UIF GBDUT
UIBU r′(t) ! tt(ln(t)+1) BOE s′(t) ! − 1√
1−t2  %P OPU CF DPODFSOFEXJUI XIFSF UIFTF EFSJWBUJWF
GPSNVMBT DPNF GSPN 8F SFTUSJDU PVS JOUFSFTU JO CPUI GVODUJPOT UP UIF EPNBJO 0 < t < 1
B -FU w(t) ! tt arccos(t) %FUFSNJOF w′(t)
C 'JOE BO FRVBUJPO GPS UIF UBOHFOU MJOF UP y ! w(t) BU UIF QPJOU ( 12 , w( 12 ))
D -FU v(t) ! ttarccos(t)  *T v JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH BU UIF JOTUBOU t ! 12 8IZ 
 -FU GVODUJPOT p BOE q CF UIF QJFDFXJTF MJOFBS GVODUJPOT HJWFO CZ UIFJS SFTQFDUJWF HSBQIT
JO 'JHVSF  6TF UIF HSBQIT UP BOTXFS UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
B -FU r(x) ! p(x)·q(x) %FUFSNJOF r′(−2)
BOE r′(0)
C "SF UIFSF WBMVFT PG x GPS XIJDI r′(x)
EPFT OPU FYJTU *G TP XIJDI WBMVFT
BOE XIZ 
D 'JOE BO FRVBUJPO GPS UIF UBOHFOU MJOF
UP y ! r(x) BU UIF QPJOU (2, r(2))
E -FU z(x) ! q(x)p(x)  %FUFSNJOF z′(0) BOE
z′(2)
F "SF UIFSF WBMVFT PG x GPS XIJDI z′(x)
EPFT OPU FYJTU *G TP XIJDI WBMVFT
BOE XIZ 
-3 -2 -1 1 2 3
-3
-2
-1
1
2
3
p
q
'JHVSF  5IF HSBQIT PG p 	JO CMVF
 BOE
q 	JO HSFFO

 " GBSNFS XJUI MBSHF MBOE IPMEJOHT IBT IJTUPSJDBMMZ HSPXO B XJEF WBSJFUZ PG DSPQT 8JUI
UIF QSJDF PG FUIBOPM GVFM SJTJOH IF EFDJEFT UIBU JU XPVME CF QSVEFOU UP EFWPUFNPSF BOENPSF
PG IJT BDSFBHF UP QSPEVDJOH DPSO "T IF HSPXT NPSF BOE NPSF DPSO IF MFBSOT FМDJFODJFT
UIBU JODSFBTF IJT ZJFME QFS BDSF *O UIF QSFTFOU ZFBS IF VTFE  BDSFT PG IJT MBOE UP HSPX
DPSO BOE UIBU MBOE IBE BO BWFSBHF ZJFME PG  CVTIFMT QFS BDSF "U UIF DVSSFOU UJNF IF
QMBOT UP JODSFBTF IJT OVNCFS PG BDSFT EFWPUFE UP HSPXJOH DPSO BU B SBUF PG  BDSFTZFBS
BOE IF FYQFDUT UIBU SJHIU OPX IJT BWFSBHF ZJFME JT JODSFBTJOH BU B SBUF PG  CVTIFMT QFS BDSF
QFS ZFBS 6TF UIJT JOGPSNBUJPO UP BOTXFS UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT
B 4BZ UIBU UIF QSFTFOU ZFBS JT t ! 0 UIBU A(t) EFOPUFT UIF OVNCFS PG BDSFT UIF GBSNFS
EFWPUFT UP HSPXJOH DPSO JO ZFBS t Y(t) SFQSFTFOUT UIF BWFSBHF ZJFME JO ZFBS t 	NFBTVSFE
JO CVTIFMT QFS BDSF
 BOEC(t) JT UIF UPUBM OVNCFS PG CVTIFMT PG DPSO UIF GBSNFS QSPEVDFT
8IBU JT UIF GPSNVMB GPS C(t) JO UFSNT PG A(t) BOE Y(t) 8IZ 
C 8IBU JT UIF WBMVF PG C(0) 8IBU EPFT JU NFBTVSF 
D 8SJUF BO FYQSFTTJPO GPS C′(t) JO UFSNT PGA(t) A′(t) Y(t) BOE Y′(t) &YQMBJO ZPVS UIJOL
JOH
E 8IBU JT UIF WBMVF PG C′(0) 8IBU EPFT JU NFBTVSF 
F #BTFE PO UIF HJWFO JOGPSNBUJPO BOE ZPVS XPSL BCPWF FTUJNBUF UIF WBMVF PG C(1)
 -FU f (v) CF UIF HBT DPOTVNQUJPO 	JO MJUFSTLN
 PG B DBS HPJOH BU WFMPDJUZ v 	JO LNIPVS

*O PUIFS XPSET f (v) UFMMT ZPV IPX NBOZ MJUFST PG HBT UIF DBS VTFT UP HP POF LJMPNFUFS JG JU
JT USBWFMJOH BU v LJMPNFUFST QFS IPVS *O BEEJUJPO TVQQPTF UIBU f (80) ! 0.05 BOE f ′(80) !
0.0004
B -FU !(v) CF UIF EJTUBODF UIF TBNF DBS HPFT PO POF MJUFS PG HBT BU WFMPDJUZ v 8IBU JT UIF
SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO f (v) BOE !(v) )FODF КOE !(80) BOE !′(80)

 5IF QSPEVDU BOE RVPUJFOU SVMFT
C -FU h(v) CF UIF HBT DPOTVNQUJPO JO MJUFST QFS IPVS PG B DBS HPJOH BU WFMPDJUZ v *O PUIFS
XPSET h(v) UFMMT ZPV IPX NBOZ MJUFST PG HBT UIF DBS VTFT JO POF IPVS JG JU JT HPJOH BU
WFMPDJUZ v 8IBU JT UIF BMHFCSBJD SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO h(v) BOE f (v) )FODF КOE h(80)
BOE h′(80)
D )PX XPVME ZPV FYQMBJO UIF QSBDUJDBM NFBOJOH PG UIFTF GVODUJPO BOE EFSJWBUJWF WBMVFT
UP B ESJWFSXIP LOPXT OP DBMDVMVT *ODMVEF VOJUT PO FBDI PG UIF GVODUJPO BOE EFSJWBUJWF
WBMVFT ZPV EJTDVTT JO ZPVS SFTQPOTF

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
 %FSJWBUJWFT PG PUIFS USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU BSF UIF EFSJWBUJWFT PG UIF UBOHFOU DPUBOHFOU TFDBOU BOE DPTFDBOU GVODUJPOT 
ə )PX EP UIF EFSJWBUJWFT PG tan(x) cot(x) sec(x) BOE csc(x) DPNCJOF XJUI PUIFS EFSJWB
UJWF SVMFT XF IBWF EFWFMPQFE UP FYQBOE UIF MJCSBSZ PG GVODUJPOT XF DBO RVJDLMZ EJЙFS
FOUJBUF 
0OF PG UIF QPXFSGVM UIFNFT JO USJHPOPNFUSZ JT UIBU UIF FOUJSF TVCKFDU FNBOBUFT GSPN B WFSZ
TJNQMF JEFB MPDBUJOH B QPJOU PO UIF VOJU DJSDMF
1
θ
(x,y)
sin(θ)
cos(θ)
'JHVSF  5IF VOJU DJSDMF BOE UIF EFКOJUJPO PG UIF TJOF BOE DPTJOF GVODUJPOT
#FDBVTF FBDI BOHMF θ DPSSFTQPOET UP POF BOE POMZ POF QPJOU (x , y) PO UIF VOJU DJSDMF UIF x
BOE yDPPSEJOBUFT PG UIJT QPJOU BSF FBDI GVODUJPOT PG θ *OEFFE UIJT JT UIF WFSZ EFКOJUJPO PG
cos(θ) BOE sin(θ) cos(θ) JT UIF xDPPSEJOBUF PG UIF QPJOU PO UIF VOJU DJSDMF DPSSFTQPOEJOH UP
UIF BOHMF θ BOE sin(θ) JT UIF yDPPSEJOBUF 'SPN UIJT TJNQMF EFКOJUJPO BMM PG USJHPOPNFUSZ
JT GPVOEFE 'PS JOTUBODF UIF GVOEBNFOUBM USJHPOPNFUSJD JEFOUJUZ
sin2(θ) + cos2(θ) ! 1,
JT B SFTUBUFNFOU PG UIF 1ZUIBHPSFBO 5IFPSFN BQQMJFE UP UIF SJHIU USJBOHMF TIPXO JO 'JH
VSF 
8F SFDBMM BT XFMM UIBU UIFSF BSF GPVS PUIFS USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT FBDI EFКOFE JO UFSNT PG
UIF TJOF BOEPS DPTJOF GVODUJPOT 5IFTF TJY USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT UPHFUIFS PЙFS VT B XJEF

 %FSJWBUJWFT PG PUIFS USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT
SBOHF PG ЛFYJCJMJUZ JO QSPCMFNT JOWPMWJOH SJHIU USJBOHMFT 5IF UBOHFOU GVODUJPO JT EFКOFE CZ
tan(θ) ! sin(θ)cos(θ)  XIJMF UIF DPUBOHFOU GVODUJPO JT JUT SFDJQSPDBM cot(θ) ! cos(θ)sin(θ)  5IF TFDBOU
GVODUJPO JT UIF SFDJQSPDBM PG UIF DPTJOF GVODUJPO sec(θ) ! 1cos(θ)  BOE UIF DPTFDBOU GVODUJPO JT
UIF SFDJQSPDBM PG UIF TJOF GVODUJPO csc(θ) ! 1sin(θ) 
#FDBVTF XF LOPX UIF EFSJWBUJWFT PG UIF TJOF BOE DPTJOF GVODUJPO BOE UIF PUIFS GPVS USJHPOP
NFUSJD GVODUJPOT BSF EFКOFE JO UFSNT PG UIFTF GBNJMJBS GVODUJPOT XF DBO OPX EFWFMPQ TIPSU
DVU EJЙFSFOUJBUJPO SVMFT GPS UIF UBOHFOU DPUBOHFOU TFDBOU BOE DPTFDBOU GVODUJPOT *O UIJT
TFDUJPOɒT QSFWJFX BDUJWJUZ XF XPSL UISPVHI UIF TUFQT UP КOE UIF EFSJWBUJWF PG y ! tan(x)
1SFWJFX"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GVODUJPO f (x) ! tan(x) BOE SFNFNCFS UIBU tan(x) !
sin(x)
cos(x) 
B 8IBU JT UIF EPNBJO PG f  
C 6TF UIF RVPUJFOU SVMF UP TIPX UIBU POF FYQSFTTJPO GPS f ′(x) JT
f ′(x) ! cos(x) cos(x) + sin(x) sin(x)
cos2(x) .
D 8IBU JT UIF 'VOEBNFOUBM 5SJHPOPNFUSJD *EFOUJUZ )PX DBO UIJT JEFOUJUZ CF VTFE
UP КOE B TJNQMFS GPSN GPS f ′(x) 
E 3FDBMM UIBU sec(x) ! 1cos(x)  )PX DBO XF FYQSFTT f ′(x) JO UFSNT PG UIF TFDBOU GVOD
UJPO 
F 'PS XIBU WBMVFT PG x JT f ′(x) EFКOFE )PX EPFT UIJT TFU DPNQBSF UP UIF EPNBJO
PG f  
 %FSJWBUJWFT PG UIF DPUBOHFOU TFDBOU BOE DPTFDBOU GVODUJPOT
*O 1SFWJFX "DUJWJUZ  XF GPVOE UIBU UIF EFSJWBUJWF PG UIF UBOHFOU GVODUJPO DBO CF FY
QSFTTFE JO TFWFSBM XBZT CVU NPTU TJNQMZ JO UFSNT PG UIF TFDBOU GVODUJPO /FYU XF EFWFMPQ
UIF EFSJWBUJWF PG UIF DPUBOHFOU GVODUJPO
-FU !(x) ! cot(x) 5P КOE !′(x) XF PCTFSWF UIBU !(x) ! cos(x)sin(x) BOE BQQMZ UIF RVPUJFOU SVMF
)FODF
!′(x) ! sin(x)(− sin(x)) − cos(x) cos(x)
sin2(x)
! − sin
2(x) + cos2(x)
sin2(x)
#Z UIF 'VOEBNFOUBM 5SJHPOPNFUSJD *EFOUJUZ XF TFF UIBU !′(x) ! − 1sin2(x)  SFDBMMJOH UIBU

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
csc(x) ! 1sin(x)  JU GPMMPXT UIBU XF DBO NPTU TJNQMZ FYQSFTT !′ CZ UIF SVMF
!′(x) ! − csc2(x).
/PUF UIBU OFJUIFS ! OPS !′ JT EFКOFE XIFO sin(x) ! 0 XIJDI PDDVST BU FWFSZ JOUFHFS NVMUJQMF
PG π )FODF XF IBWF UIF GPMMPXJOH SVMF
$PUBOHFOU 'VODUJPO
'PS BMM SFBM OVNCFST x TVDI UIBU x ! kπ XIFSF k ! 0,±1,±2, . . .
d
dx
[cot(x)] ! − csc2(x).
0CTFSWF UIBU UIF TIPSUDVU SVMF GPS UIF DPUBOHFOU GVODUJPO JT WFSZ TJNJMBS UP UIF SVMF XF EJT
DPWFSFE JO 1SFWJFX "DUJWJUZ  GPS UIF UBOHFOU GVODUJPO
5BOHFOU 'VODUJPO
'PS BMM SFBM OVNCFST x TVDI UIBU x ! (2k+1)π2  XIFSF k ! ±1,±2, . . .
d
dx
[tan(x)] ! sec2(x).
*O UIF OFYU UXP BDUJWJUJFT XF EFWFMPQ UIF SVMFT GPS EJЙFSFOUJBUJOH UIF TFDBOU BOE DPTFDBOU
GVODUJPOT
"DUJWJUZ  -FU h(x) ! sec(x) BOE SFDBMM UIBU sec(x) ! 1cos(x) 
B 8IBU JT UIF EPNBJO PG h 
C 6TF UIF RVPUJFOU SVMF UP EFWFMPQ B GPSNVMB GPS h′(x) UIBU JT FYQSFTTFE DPNQMFUFMZ
JO UFSNT PG sin(x) BOE cos(x)
D )PX DBO ZPV VTF PUIFS SFMBUJPOTIJQT BNPOH USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT UP XSJUF h′(x)
POMZ JO UFSNT PG tan(x) BOE sec(x) 
E 8IBU JT UIF EPNBJO PG h′ )PX EPFT UIJT DPNQBSF UP UIF EPNBJO PG h 
"DUJWJUZ  -FU p(x) ! csc(x) BOE SFDBMM UIBU csc(x) ! 1sin(x) 
B 8IBU JT UIF EPNBJO PG p 
C 6TF UIF RVPUJFOU SVMF UP EFWFMPQ B GPSNVMB GPS p′(x) UIBU JT FYQSFTTFE DPNQMFUFMZ
JO UFSNT PG sin(x) BOE cos(x)
D )PX DBO ZPV VTF PUIFS SFMBUJPOTIJQT BNPOH USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT UP XSJUF p′(x)
POMZ JO UFSNT PG cot(x) BOE csc(x) 

 %FSJWBUJWFT PG PUIFS USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT
E 8IBU JT UIF EPNBJO PG p′ )PX EPFT UIJT DPNQBSF UP UIF EPNBJO PG p 
5IF RVPUJFOU SVMF IBT UIVT FOBCMFE VT UP EFUFSNJOF UIF EFSJWBUJWFT PG UIF UBOHFOU DPUBOHFOU
TFDBOU BOE DPTFDBOU GVODUJPOT FYQBOEJOH PVS PWFSBMM MJCSBSZ PG CBTJD GVODUJPOT XF DBO EJG
GFSFOUJBUF .PSFPWFS XF PCTFSWF UIBU KVTU BT UIF EFSJWBUJWF PG BOZ QPMZOPNJBM GVODUJPO JT B
QPMZOPNJBM BOE UIF EFSJWBUJWF PG BOZ FYQPOFOUJBM GVODUJPO JT BOPUIFS FYQPOFOUJBM GVODUJPO
TP JU JT UIBU UIF EFSJWBUJWF PG BOZ CBTJD USJHPOPNFUSJD GVODUJPO JT BOPUIFS GVODUJPO UIBU DPO
TJTUT PG CBTJD USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT 5IJT NBLFT TFOTF CFDBVTF BMM USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT
BSF QFSJPEJD BOE IFODF UIFJS EFSJWBUJWFT XJMM CF QFSJPEJD UPP
"T IBT CFFO BOE XJMM DPOUJOVF UP CF UIF DBTF UISPVHIPVU PVS XPSL JO $IBQUFS  UIF EFSJWB
UJWF SFUBJOT BMM PG JUT GVOEBNFOUBM NFBOJOH BT BO JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF BOE BT UIF
TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP UIF GVODUJPO VOEFS DPOTJEFSBUJPO 0VS QSFTFOU XPSL QSJNBSJMZ
FYQBOET UIF MJTU PG GVODUJPOT GPS XIJDI XF DBO RVJDLMZ EFUFSNJOF B GPSNVMB GPS UIF EFSJWB
UJWF .PSFPWFS XJUI UIF BEEJUJPO PG tan(x) cot(x) sec(x) BOE csc(x) UP PVS MJCSBSZ PG CBTJD
GVODUJPOT UIFSF BSF NBOZ NPSF GVODUJPOT XF DBO EJЙFSFOUJBUF UISPVHI UIF TVN DPOTUBOU
NVMUJQMF QSPEVDU BOE RVPUJFOU SVMFT
"DUJWJUZ  "OTXFS FBDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT 8IFSF B EFSJWBUJWF JT SFRVFTUFE
CF TVSF UP MBCFM UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO XJUI JUT OBNF VTJOH QSPQFS OPUBUJPO
B -FU f (x) ! 5 sec(x) − 2 csc(x) 'JOE UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP f BU UIF QPJOU
XIFSF x ! π3 
C -FU p(z) ! z2 sec(z) − z cot(z) 'JOE UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG p BU UIF
QPJOU XIFSF z ! π4 
D -FU h(t) ! tan(t)
t2 + 1
− 2et cos(t) 'JOE h′(t)
E -FU !(r) ! r sec(r)5r  'JOE !
′(r)
F 8IFO B NBTT IBOHT GSPN B TQSJOH BOE JT TFU JO NPUJPO UIF PCKFDUɒT QPTJUJPO PT
DJMMBUFT JO B XBZ UIBU UIF TJ[F PG UIF PTDJMMBUJPOT EFDSFBTF 5IJT JT VTVBMMZ DBMMFE
B EBNQFE PTDJMMBUJPO 4VQQPTF UIBU GPS B QBSUJDVMBS PCKFDU JUT EJTQMBDFNFOU GSPN
FRVJMJCSJVN 	XIFSF UIF PCKFDU TJUT BU SFTU
 JT NPEFMFE CZ UIF GVODUJPO
s(t) ! 15 sin(t)
et
.
"TTVNF UIBU s JT NFBTVSFE JO JODIFT BOE t JO TFDPOET 4LFUDI B HSBQI PG UIJT
GVODUJPO GPS t ≥ 0 UP TFF IPX JU SFQSFTFOUT UIF TJUVBUJPO EFTDSJCFE 5IFO DPN
QVUF ds/dt TUBUF UIF VOJUT PO UIJT GVODUJPO BOE FYQMBJO XIBU JU UFMMT ZPV BCPVU UIF
PCKFDUɒT NPUJPO 'JOBMMZ DPNQVUF BOE JOUFSQSFU s′(2)

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
4VNNBSZ
ə 5IF EFSJWBUJWFT PG UIF PUIFS GPVS USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT BSF
d
dx
[tan(x)] ! sec2(x), d
dx
[cot(x)] ! − csc2(x),
d
dx
[sec(x)] ! sec(x) tan(x), BOE d
dx
[csc(x)] ! − csc(x) cot(x).
&BDI EFSJWBUJWF FYJTUT BOE JT EFКOFE PO UIF TBNF EPNBJO BT UIF PSJHJOBM GVODUJPO 'PS
FYBNQMF CPUI UIF UBOHFOU GVODUJPO BOE JUT EFSJWBUJWF BSF EFКOFE GPS BMM SFBM OVNCFST
x TVDI UIBU x ! kπ2  XIFSF k ! ±1,±2, . . .
ə 5IF BCPWF GPVS SVMFT GPS UIF EFSJWBUJWFT PG UIF UBOHFOU DPUBOHFOU TFDBOU BOE DPTFDBOU
DBO CF VTFE BMPOH XJUI UIF SVMFT GPS QPXFS GVODUJPOT FYQPOFOUJBM GVODUJPOT BOE UIF
TJOF BOE DPTJOF BT XFMM BT UIF TVN DPOTUBOU NVMUJQMF QSPEVDU BOE RVPUJFOU SVMFT UP
RVJDLMZ EJЙFSFOUJBUF B XJEF SBOHF PG EJЙFSFOU GVODUJPOT
&YFSDJTFT
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG h(t) ! t tan t + sin t
h′(t) !
 -FU f (x) ! 5 tan(x)
x
 'JOE UIF GPMMPXJOH
 f ′(x) !
 f ′(4) !
 -FU f (x) ! tan(x) − 5sec(x)  'JOE UIF GPMMPXJOH
 f ′(x) !
 f ′(1) !
 -FU f (x) ! 2x
2 tan(x)
sec(x)  'JOE UIF GPMMPXJOH
 f ′(x) !
 f ′(3) !
 'JOE UIF FRVBUJPO PG UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF y ! 2 tan x BU UIF QPJOU (π/4, 2) 5IF
FRVBUJPO PG UIJT UBOHFOU MJOF DBO CFXSJUUFO JO UIF GPSN y ! mx+bXIFSFm JT
BOE XIFSF b JT

 %FSJWBUJWFT PG PUIFS USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT
 "O PCKFDU NPWJOH WFSUJDBMMZ IBT JUT IFJHIU BU UJNF t 	NFBTVSFE JO GFFU XJUI UJNF JO TFD
POET
 HJWFO CZ UIF GVODUJPO h(t) ! 3 + 2 cos(t)1.2t 
B 8IBU JT UIF PCKFDUɒT JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ XIFO t ! 2 
C 8IBU JT UIF PCKFDUɒT BDDFMFSBUJPO BU UIF JOTUBOU t ! 2 
D %FTDSJCF JO FWFSZEBZ MBOHVBHF UIF CFIBWJPS PG UIF PCKFDU BU UIF JOTUBOU t ! 2
 -FU f (x) ! sin(x) cot(x)
B 6TF UIF QSPEVDU SVMF UP КOE f ′(x)
C 5SVF PS GBMTF GPS BMM SFBM OVNCFST x f (x) ! cos(x)
D &YQMBJO XIZ UIF GVODUJPO UIBU ZPV GPVOE JO 	B
 JT BMNPTU UIF PQQPTJUF PG UIF TJOF GVOD
UJPO CVU OPU RVJUF 	)JOU DPOWFSU BMM PG UIF USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT JO 	B
 UP TJOFT BOE
DPTJOFT BOE XPSL UP TJNQMJGZ 5IJOL DBSFGVMMZ BCPVU UIF EPNBJO PG f BOE UIF EPNBJO
PG f ′

 -FU p(z) CF HJWFO CZ UIF SVMF
p(z) ! z tan(z)
z2 sec(z) + 1 + 3e
z
+ 1.
B %FUFSNJOF p′(z)
C 'JOE BO FRVBUJPO GPS UIF UBOHFOU MJOF UP p BU UIF QPJOU XIFSF z ! 0
D "U z ! 0 JT p JODSFBTJOH EFDSFBTJOH PS OFJUIFS 8IZ 

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
 5IF DIBJO SVMF
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU JT B DPNQPTJUF GVODUJPO BOE IPX EP XF SFDPHOJ[F JUT TUSVDUVSF BMHFCSBJDBMMZ 
ə (JWFO B DPNQPTJUF GVODUJPO C(x) ! f (!(x)) UIBU JT CVJMU GSPN EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT
f BOE ! IPX EP XF DPNQVUF C′(x) JO UFSNT PG f  ! f ′ BOE !′ 8IBU JT UIF TUBUFNFOU
PG UIF $IBJO 3VMF 
*O BEEJUJPO UP MFBSOJOH IPX UP EJЙFSFOUJBUF B WBSJFUZ PG CBTJD GVODUJPOT XF IBWF BMTP CFFO
EFWFMPQJOH PVS BCJMJUZ UP VOEFSTUBOE IPX UP VTF SVMFT UP EJЙFSFOUJBUF DFSUBJO BMHFCSBJD DPN
CJOBUJPOT PG UIFN 'PS FYBNQMF XF OPU POMZ LOPXIPX UP UBLF UIF EFSJWBUJWF PG f (x) ! sin(x)
BOE !(x) ! x2 CVU OPX XF DBO RVJDLMZ КOE UIF EFSJWBUJWF PG FBDI PG UIF GPMMPXJOH DPNCJ
OBUJPOT PG f BOE !
s(x) ! 3x2 − 5 sin(x),
p(x) ! x2 sin(x), BOE
q(x) ! sin(x)
x2
.
'JOEJOH s′ VTFT UIF TVN BOE DPOTUBOU NVMUJQMF SVMFT EFUFSNJOJOH p′ SFRVJSFT UIF QSPE
VDU SVMF BOE q′ DBO CF BUUBJOFE XJUI UIF RVPUJFOU SVMF "HBJO XF OPUF UIF JNQPSUBODF
PG SFDPHOJ[JOH UIF BMHFCSBJD TUSVDUVSF PG B HJWFO GVODUJPO JO PSEFS UP КOE JUT EFSJWBUJWF
s(x) ! 3!(x) − 5 f (x) p(x) ! !(x) · f (x) BOE q(x) ! f (x)!(x) .
5IFSF JT POF NPSF OBUVSBM XBZ UP BMHFCSBJDBMMZ DPNCJOF CBTJD GVODUJPOT BOE UIBU JT CZ DPN
QPTJOH UIFN 'PS JOTUBODF MFUɒT DPOTJEFS UIF GVODUJPO
C(x) ! sin(x2),
BOE PCTFSWF UIBU BOZ JOQVU x QBTTFT UISPVHI B DIBJO PG GVODUJPOT *O QBSUJDVMBS JO UIF QSPDFTT
UIBU EFКOFT UIF GVODUJPOC(x) x JT КSTU TRVBSFE BOE UIFO UIF TJOF PG UIF SFTVMU JT UBLFO 6TJOH
BO BSSPX EJBHSBN
x −→ x2 −→ sin(x2).
*O UFSNT PG UIF FMFNFOUBSZ GVODUJPOT f BOE ! XF PCTFSWF UIBU x JT КSTU JOQVU JO UIF GVODUJPO
! BOE UIFO UIF SFTVMU JT VTFE BT UIF JOQVU JO f  4BJE EJЙFSFOUMZ XF DBO XSJUF
C(x) ! f (!(x)) ! sin(x2)
BOE TBZ UIBU C JT UIF DPNQPTJUJPO PG f BOE ! 8F XJMM SFGFS UP ! UIF GVODUJPO UIBU JT КSTU
BQQMJFE UP x BT UIF JOOFS GVODUJPO XIJMF f  UIF GVODUJPO UIBU JT BQQMJFE UP UIF SFTVMU JT UIF
PVUFS GVODUJPO
5IF NBJO RVFTUJPO UIBU XF BOTXFS JO UIF QSFTFOU TFDUJPO JT HJWFO B DPNQPTJUF GVODUJPO
C(x) ! f (!(x)) UIBU JT CVJMU GSPN EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT f BOE ! IPX EP XF DPNQVUF C′(x)

 5IF DIBJO SVMF
JO UFSNT PG f  ! f ′ BOE !′ *O UIF TBNF XBZ UIBU UIF SBUF PG DIBOHF PG B QSPEVDU PG UXP
GVODUJPOT p(x) ! f (x) · !(x) EFQFOET PO UIF CFIBWJPS PG CPUI f BOE ! JU NBLFT TFOTF
JOUVJUJWFMZ UIBU UIF SBUF PG DIBOHF PG B DPNQPTJUF GVODUJPO C(x) ! f (!(x))XJMM BMTP EFQFOE PO
TPNF DPNCJOBUJPO PG f BOE ! BOE UIFJS EFSJWBUJWFT 5IF SVMF UIBU EFTDSJCFT IPX UP DPNQVUF
C′ JO UFSNT PG f BOE ! BOE UIFJS EFSJWBUJWFT XJMM CF DBMMFE UIF DIBJO SVMF
#VU CFGPSF XF DBO MFBSO XIBU UIF DIBJO SVMF TBZT BOE XIZ JU XPSLT XF КSTU OFFE UP CF
DPNGPSUBCMF EFDPNQPTJOH DPNQPTJUF GVODUJPOT TP UIBU XF DBO DPSSFDUMZ JEFOUJGZ UIF JOOFS
BOE PVUFS GVODUJPOT BT XF EJE JO UIF FYBNQMF BCPWF XJUI C(x) ! sin(x2).
1SFWJFX "DUJWJUZ  'PS FBDI GVODUJPO HJWFO CFMPX JEFOUJGZ JUT GVOEBNFOUBM BMHF
CSBJD TUSVDUVSF *O QBSUJDVMBS JT UIF HJWFO GVODUJPO B TVN QSPEVDU RVPUJFOU PS DPN
QPTJUJPO PG CBTJD GVODUJPOT *G UIF GVODUJPO JT B DPNQPTJUJPO PG CBTJD GVODUJPOT TUBUF B
GPSNVMB GPS UIF JOOFS GVODUJPO ! BOE UIF PVUFS GVODUJPO f TP UIBU UIF PWFSBMM DPNQPTJUF
GVODUJPO DBO CFXSJUUFO JO UIF GPSN f (!(x)) *G UIF GVODUJPO JT B TVN QSPEVDU PS RVPUJFOU
PG CBTJD GVODUJPOT VTF UIF BQQSPQSJBUF SVMF UP EFUFSNJOF JUT EFSJWBUJWF
B h(x) ! tan(2x)
C p(x) ! 2x tan(x)
D r(x) ! (tan(x))2
E m(x) ! etan(x)
F w(x) ! √x + tan(x)
G z(x) ! √tan(x)
 5IF DIBJO SVMF
0OF PG UIF DIBMMFOHFT PG EJЙFSFOUJBUJOH B DPNQPTJUF GVODUJPO JT UIBU JU PGUFO DBOOPU CFXSJUUFO
JO BO BMUFSOBUF BMHFCSBJD GPSN 'PS JOTUBODF UIF GVODUJPO C(x) ! sin(x2) DBOOPU CF FYQBOEFE
PS PUIFSXJTF SFXSJUUFO TP JU QSFTFOUT OP BMUFSOBUF BQQSPBDIFT UP UBLJOH UIF EFSJWBUJWF #VU
PUIFS DPNQPTJUF GVODUJPOT DBO CF FYQBOEFE PS TJNQMJКFE BOE UIFTF QSFTFOU B XBZ UP CFHJO
UP FYQMPSF IPX UIF DIBJO SVMF NJHIU IBWF UP XPSL 5P UIBU FOE XF DPOTJEFS UXP FYBNQMFT
PG DPNQPTJUF GVODUJPOT UIBU QSFTFOU BMUFSOBUF NFBOT PG КOEJOH UIF EFSJWBUJWF
&YBNQMF  -FU f (x) ! −4x+7 BOE !(x) ! 3x−5 %FUFSNJOF B GPSNVMB GPS C(x) ! f (!(x))
BOE DPNQVUF C′(x) )PX JT C′ SFMBUFE UP f BOE ! BOE UIFJS EFSJWBUJWFT 
4PMVUJPO #Z UIF SVMFT HJWFO GPS f BOE !
C(x) ! f (!(x))
! f (3x − 5)
! − 4(3x − 5) + 7
! − 12x + 20 + 7
! − 12x + 27.
5IVT C′(x) ! −12 /PUJOH UIBU f ′(x) ! −4 BOE !′(x) ! 3 XF PCTFSWF UIBU C′ BQQFBST UP CF
UIF QSPEVDU PG f ′ BOE !′

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
'SPN POF QFSTQFDUJWF &YBNQMF  NBZ CF UPP FMFNFOUBSZ -JOFBS GVODUJPOT BSF UIF TJN
QMFTU PG BMM GVODUJPOT BOE QFSIBQT DPNQPTJOH MJOFBS GVODUJPOT 	XIJDI ZJFMET BOPUIFS MJO
FBS GVODUJPO
 EPFT OPU FYFNQMJGZ UIF USVF DPNQMFYJUZ UIBU JT JOWPMWFE XJUI EJЙFSFOUJBUJOH
B DPNQPTJUJPO PG NPSF DPNQMJDBUFE GVODUJPOT "U UIF TBNF UJNF XF TIPVME SFNFNCFS UIF
QFSTQFDUJWF UIBU BOZ EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO JT MPDBMMZ MJOFBS TP BOZ GVODUJPO XJUI B EFSJWBUJWF
CFIBWFT MJLF B MJOF XIFO WJFXFE VQ DMPTF 'SPN UIJT QPJOU PG WJFX UIF GBDU UIBU UIF EFSJWB
UJWFT PG f BOE ! BSF NVMUJQMJFE UP КOE UIF EFSJWBUJWF PG UIFJS DPNQPTJUJPO UVSOT PVU UP CF B
LFZ JOTJHIU
8F OPX DPOTJEFS B TFDPOE FYBNQMF JOWPMWJOH B OPOMJOFBS GVODUJPO UP HBJO GVSUIFS VOEFS
TUBOEJOH PG IPX EJЙFSFOUJBUJOH B DPNQPTJUF GVODUJPO JOWPMWFT UIF CBTJD GVODUJPOT UIBU DPN
CJOF UP GPSN JU
&YBNQMF  -FU C(x) ! sin(2x).6TF UIF EPVCMF BOHMF JEFOUJUZ UP SFXSJUF C BT B QSPEVDU PG
CBTJD GVODUJPOT BOE VTF UIF QSPEVDU SVMF UP КOE C′ 3FXSJUF C′ JO UIF TJNQMFTU GPSN QPTTJCMF
4PMVUJPO #Z UIF EPVCMF BOHMF JEFOUJUZ GPS UIF TJOF GVODUJPO
C(x) ! sin(2x) ! 2 sin(x) cos(x).
"QQMZJOH UIF QSPEVDU SVMF BOE TJNQMJGZJOH
C′(x) ! 2 sin(x)(− sin(x)) + cos(x)(2 cos(x)) ! 2(cos2(x) − sin2(x)).
/FYU XF SFDBMM UIBU POF PG UIF EPVCMF BOHMF JEFOUJUJFT GPS UIF DPTJOF GVODUJPO UFMMT VT UIBU
cos(2x) ! cos2(x) − sin2(x).
4VCTUJUVUJOH UIJT SFTVMU JO PVS FYQSFTTJPO GPS C′(x) XF OPX IBWF UIBU
C′(x) ! 2 cos(2x).
4P GSPN &YBNQMF  XF TFF UIBU JG C(x) ! sin(2x) UIFO C′(x) ! 2 cos(2x) -FUUJOH !(x) !
2x BOE f (x) ! sin(x) XF PCTFSWF UIBU C(x) ! f (!(x)) .PSFPWFS XJUI !′(x) ! 2 BOE f ′(x) !
cos(x) JU GPMMPXT UIBU XF DBO WJFX UIF TUSVDUVSF PG C′(x) BT
C′(x) ! 2 cos(2x) ! !′(x) f ′(!(x)).
*O UIJT FYBNQMF XF TFF UIBU GPS UIF DPNQPTJUF GVODUJPO C(x) ! f (!(x)) UIF EFSJWBUJWF C′ JT
	BT JO UIF FYBNQMF JOWPMWJOH MJOFBS GVODUJPOT
 DPOTUJUVUFE CZ NVMUJQMZJOH UIF EFSJWBUJWFT PG
f BOE ! CVU XJUI UIF TQFDJBM DPOEJUJPO UIBU f ′ JT FWBMVBUFE BU !(x) SBUIFS UIBO BU x
*U NBLFT TFOTF JOUVJUJWFMZ UIBU UIFTF UXP RVBOUJUJFT BSF JOWPMWFE JO VOEFSTUBOEJOH UIF SBUF PG
DIBOHF PG B DPNQPTJUF GVODUJPO JG XF BSF DPOTJEFSJOH C(x) ! f (!(x)) BOE BTLJOH IPX GBTU C
JT DIBOHJOH BU B HJWFO x WBMVF BT x DIBOHFT JU DMFBSMZ NBUUFST IPX GBTU ! JT DIBOHJOH BU x BT
XFMM BT IPX GBTU f JT DIBOHJOH BU UIF WBMVF PG !(x) *U UVSOT PVU UIBU UIJT TUSVDUVSF IPMET OPU
POMZ GPS UIF GVODUJPOT JO &YBNQMFT  BOE &YBNQMF  CVU JOEFFE GPS BMM EJЙFSFOUJBCMF
GVODUJPOTy BT JT TUBUFE JO UIF $IBJO 3VMF
y-JLF PUIFS EJЙFSFOUJBUJPO SVMFT UIF $IBJO 3VMF DBO CF QSPWFE GPSNBMMZ VTJOH UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF

 5IF DIBJO SVMF
$IBJO 3VMF
*G ! JT EJЙFSFOUJBCMF BU x BOE f JT EJЙFSFOUJBCMF BU !(x) UIFO UIF DPNQPTJUF GVODUJPO C
EFКOFE CZ C(x) ! f (!(x)) JT EJЙFSFOUJBCMF BU x BOE
C′(x) ! f ′(!(x))!′(x).
"T XJUI UIF QSPEVDU BOE RVPUJFOU SVMFT JU JT PGUFO IFMQGVM UP UIJOL WFSCBMMZ BCPVU XIBU UIF
DIBJO SVMF TBZT ɔ*G C JT B DPNQPTJUF GVODUJPO EFКOFE CZ BO PVUFS GVODUJPO f BOE BO JOOFS
GVODUJPO ! UIFO C′ JT HJWFO CZ UIF EFSJWBUJWF PG UIF PVUFS GVODUJPO FWBMVBUFE BU UIF JOOFS
GVODUJPO UJNFT UIF EFSJWBUJWF PG UIF JOOFS GVODUJPOɕ
"U MFBTU JOJUJBMMZ JO XPSLJOH QBSUJDVMBS FYBNQMFT SFRVJSJOH UIF DIBJO SVMF JU DBO BMTP CF IFMQ
GVM UP DMFBSMZ JEFOUJGZ UIF JOOFS GVODUJPO ! BOE PVUFS GVODUJPO f  DPNQVUF UIFJS EFSJWBUJWFT
JOEJWJEVBMMZ BOE UIFO QVU BMM PG UIF QJFDFT UPHFUIFS UP HFOFSBUF UIF EFSJWBUJWF PG UIF PWFSBMM
DPNQPTJUF GVODUJPO 5P TFF XIBU XF NFBO CZ UIJT DPOTJEFS UIF GVODUJPO
r(x) ! (tan(x))2.
5IF GVODUJPO r JT DPNQPTJUF XJUI JOOFS GVODUJPO !(x) ! tan(x) BOE PVUFS GVODUJPO f (x) ! x2
0SHBOJ[JOH UIF LFZ JOGPSNBUJPO JOWPMWJOH f  ! BOE UIFJS EFSJWBUJWFT XF IBWF
f (x) ! x2 !(x) ! tan(x)
f ′(x) ! 2x !′(x) ! sec2(x)
f ′(!(x)) ! 2 tan(x)
"QQMZJOH UIF DIBJO SVMF XIJDI UFMMT VT UIBU r′(x) ! f ′(!(x))!′(x) XF КOE UIBU GPS r(x) !
(tan(x))2 JUT EFSJWBUJWF JT
r′(x) ! 2 tan(x) sec2(x).
"T B TJEF OPUF XF SFNBSL UIBU BOPUIFSXBZ UPXSJUF r(x) JT r(x) ! tan2(x) 0CTFSWF UIBU JO UIJT
GPSNBU UIF DPNQPTJUF OBUVSF PG UIF GVODUJPO JTNPSF JNQMJDJU CVU UIJT JT DPNNPOOPUBUJPO GPS
QPXFST PG USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT cos4(x) sin5(x) BOE sec2(x) BSF BMM DPNQPTJUF GVODUJPOT
XJUI UIF PVUFS GVODUJPO B QPXFS GVODUJPO BOE UIF JOOFS GVODUJPO B USJHPOPNFUSJD POF
5IF DIBJO SVMF OPX TVCTUBOUJBMMZ FYQBOET UIF MJCSBSZ PG GVODUJPOT XF DBO EJЙFSFOUJBUF BT
UIF GPMMPXJOH BDUJWJUZ EFNPOTUSBUFT
"DUJWJUZ  'PS FBDI GVODUJPO HJWFO CFMPX JEFOUJGZ BO JOOFS GVODUJPO ! BOE PVUFS
GVODUJPO f UPXSJUF UIF GVODUJPO JO UIF GPSN f (!(x)) %FUFSNJOF f ′(x) !′(x) BOE f ′(!(x))
BOE UIFO BQQMZ UIF DIBJO SVMF UP EFUFSNJOF UIF EFSJWBUJWF PG UIF HJWFO GVODUJPO
B h(x) ! cos(x4)
C p(x) ! √tan(x)
D s(x) ! 2sin(x)
E z(x) ! cot5(x)
F m(x) ! (sec(x) + ex)9

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
 6TJOH NVMUJQMF SVMFT TJNVMUBOFPVTMZ
5IF DIBJO SVMF OPX KPJOT UIF TVN DPOTUBOU NVMUJQMF QSPEVDU BOE RVPUJFOU SVMFT JO PVS
DPMMFDUJPO PG UIF EJЙFSFOU UFDIOJRVFT GPS КOEJOH UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO UISPVHI VOEFS
TUBOEJOH JUT BMHFCSBJD TUSVDUVSF BOE UIF CBTJD GVODUJPOT UIBU DPOTUJUVUF JU *U UBLFT TVCTUBOUJBM
QSBDUJDF UP HFU DPNGPSUBCMF XJUI OBWJHBUJOH NVMUJQMF SVMFT JO B TJOHMF QSPCMFN VTJOH QSPQFS
OPUBUJPO BOE UBLJOH B GFX FYUSB TUFQT DBO CF QBSUJDVMBSMZ IFMQGVM BT XFMM 8F EFNPOTUSBUF
XJUI BO FYBNQMF BOE UIFO QSPWJEF GVSUIFS PQQPSUVOJUZ GPS QSBDUJDF JO UIF GPMMPXJOH BDUJWJUZ
&YBNQMF  'JOE B GPSNVMB GPS UIF EFSJWBUJWF PG h(t) ! 3t2+2t sec4(t)
4PMVUJPO 8F КSTU PCTFSWF UIBU UIF NPTU CBTJD TUSVDUVSF PG h JT UIBU JU JT UIF QSPEVDU PG UXP
GVODUJPOT h(t) ! a(t) · b(t) XIFSF a(t) ! 3t2+2t BOE b(t) ! sec4(t) 5IFSFGPSF XF TFF UIBU
XF XJMM OFFE UP VTF UIF QSPEVDU SVMF UP EJЙFSFOUJBUF h 8IFO JU DPNFT UJNF UP EJЙFSFOUJBUF a
BOE b JO UIFJS SPMFT JO UIF QSPEVDU SVMF XF PCTFSWF UIBU TJODF FBDI JT B DPNQPTJUF GVODUJPO
UIF DIBJO SVMF XJMM CF OFFEFE 8F UIFSFGPSF CFHJO CZ XPSLJOH TFQBSBUFMZ UP DPNQVUF a′(t)
BOE b′(t)
8SJUJOH a(t) ! f (!(t)) ! 3t2+2t  BOE КOEJOH UIF EFSJWBUJWFT PG f BOE ! XF IBWF
f (t) ! 3t !(t) ! t2 + 2t
f ′(t) ! 3t ln(3) !′(t) ! 2t + 2
f ′(!(t)) ! 3t2+2t ln(3)
5IVT CZ UIF DIBJO SVMF JU GPMMPXT UIBU a′(t) ! f ′(!(t))!′(t) ! 3t2+2t ln(3)(2t + 2).
5VSOJOH OFYU UP b XF XSJUF b(t) ! r(s(t)) ! sec4(t) BOE КOE UIF EFSJWBUJWFT PG r BOE ! %PJOH
TP
r(t) ! t4 s(t) ! sec(t)
r′(t) ! 4t3 s′(t) ! sec(t) tan(t)
r′(s(t)) ! 4 sec3(t)
#Z UIF DIBJO SVMF XF OPX LOPX UIBU
b′(t) ! r′(s(t))s′(t) ! 4 sec3(t) sec(t) tan(t) ! 4 sec4(t) tan(t).
/PX XF BSF КOBMMZ SFBEZ UP DPNQVUF UIF EFSJWBUJWF PG UIF PWFSBMM GVODUJPO h 3FDBMMJOH UIBU
h(t) ! 3t2+2t sec4(t) CZ UIF QSPEVDU SVMF XF IBWF
h′(t) ! 3t2+2t d
dt
[sec4(t)] + sec4(t) d
dt
[3t2+2t].
'SPN PVS XPSL BCPWF XJUI a BOE b XF LOPX UIF EFSJWBUJWFT PG 3t2+2t BOE sec4(t) BOE UIFSF
GPSF
h′(t) ! 3t2+2t4 sec4(t) tan(t) + sec4(t)3t2+2t ln(3)(2t + 2).

 5IF DIBJO SVMF
"DUJWJUZ  'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH GVODUJPOT КOE UIF GVODUJPOɒT EFSJWBUJWF 4UBUF
UIF SVMF	T
 ZPV VTF MBCFM SFMFWBOU EFSJWBUJWFT BQQSPQSJBUFMZ BOE CF TVSF UP DMFBSMZ JEFO
UJGZ ZPVS PWFSBMM BOTXFS
B p(r) ! 4√r6 + 2er
C m(v) ! sin(v2) cos(v3)
D h(y) ! cos(10y)e4y+1
E s(z) ! 2z2 sec(z)
F c(x) ! sin(ex2)
5IF DIBJO SVMF OPX BEET TVCTUBOUJBMMZ UP PVS BCJMJUZ UP EP EJЙFSFOU GBNJMJBS QSPCMFNT UIBU
JOWPMWF EFSJWBUJWFT 8IFUIFS КOEJOH UIF FRVBUJPO PG UIF UBOHFOU MJOF UP B DVSWF UIF JOTUBOUB
OFPVT WFMPDJUZ PG B NPWJOH QBSUJDMF PS UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG B DFSUBJO RVBOUJUZ
JG UIF GVODUJPO VOEFS DPOTJEFSBUJPO JOWPMWFT B DPNQPTJUJPO PG PUIFS GVODUJPOT UIF DIBJO SVMF
JT JOEJTQFOTBCMF
"DUJWJUZ  6TF LOPXO EFSJWBUJWF SVMFT JODMVEJOH UIF DIBJO SVMF BT OFFEFE UP BO
TXFS FBDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT
B 'JOE BO FRVBUJPO GPS UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF y !
√
ex + 3 BU UIF QPJOU XIFSF
x ! 0
C *G s(t) ! 1(t2 + 1)3 SFQSFTFOUT UIF QPTJUJPO GVODUJPO PG B QBSUJDMF NPWJOH IPSJ[PO
UBMMZ BMPOH BO BYJT BU UJNF t 	XIFSF s JT NFBTVSFE JO JODIFT BOE t JO TFDPOET
 КOE
UIF QBSUJDMFɒT JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ BU t ! 1 *T UIF QBSUJDMF NPWJOH UP UIF MFGU PS
SJHIU BU UIBU JOTUBOU 
D "U TFB MFWFM BJS QSFTTVSF JT  JODIFT PG NFSDVSZ "U BO BMUJUVEF PG h GFFU BCPWF
TFB MFWFM UIF BJS QSFTTVSF P JO JODIFT PG NFSDVSZ JT HJWFO CZ UIF GVODUJPO P !
30e−0.0000323h  $PNQVUF dP/dh BOE FYQMBJO XIBU UIJT EFSJWBUJWF GVODUJPO UFMMT ZPV
BCPVU BJS QSFTTVSF JODMVEJOH B EJTDVTTJPO PG UIF VOJUT PO dP/dh *O BEEJUJPO EF
UFSNJOF IPX GBTU UIF BJS QSFTTVSF JT DIBOHJOH GPS B QJMPU PG B TNBMM QMBOF QBTTJOH
UISPVHI BO BMUJUVEF PG 1000 GFFU
E 4VQQPTF UIBU f (x) BOE !(x) BSF EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT BOE UIBU UIF GPMMPXJOH JO
GPSNBUJPO BCPVU UIFN JT LOPXO
x f (x) f ′(x) !(x) !′(x)
−1 2 −5 −3 4
2 −3 4 −1 2
5BCMF  %BUB GPS GVODUJPOT f BOE !
*G C(x) JT B GVODUJPO HJWFO CZ UIF GPSNVMB f (!(x)) EFUFSNJOF C′(2) *O BEEJUJPO JG
D(x) JT UIF GVODUJPO f ( f (x)) КOE D′(−1)

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
 5IF DPNQPTJUF WFSTJPO PG CBTJD GVODUJPO SVMFT
"T XF HBJO NPSF FYQFSJFODF XJUI EJЙFSFOUJBUJOH DPNQMJDBUFE GVODUJPOT XF XJMM CFDPNF
NPSF DPNGPSUBCMF JO UIF QSPDFTT PG TJNQMZ XSJUJOH EPXO UIF EFSJWBUJWF XJUIPVU UBLJOH NVM
UJQMF TUFQT 8F EFNPOTUSBUF QBSU PG UIJT QFSTQFDUJWF IFSF CZ TIPXJOH IPX XF DBO КOE B
DPNQPTJUF SVMF UIBU DPSSFTQPOET UP UXP PG PVS CBTJD GVODUJPOT 'PS JOTUBODF XF LOPX UIBU
d
dx [sin(x)] ! cos(x) *G XF JOTUFBE XBOU UP LOPX
d
dx
[sin(u(x))],
XIFSF u JT B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO PG x UIFO UIJT SFRVJSFT UIF DIBJO SVMF XJUI UIF TJOF GVOD
UJPO BT UIF PVUFS GVODUJPO "QQMZJOH UIF DIBJO SVMF
d
dx
[sin(u(x))] ! cos(u(x)) · u′(x).
4JNJMBSMZ TJODF ddx [ax] ! ax ln(a) JU GPMMPXT CZ UIF DIBJO SVMF UIBU
d
dx
[au(x)] ! au(x) ln(a) · u′(x).
*O UIF QSPDFTT PG HFUUJOH DPNGPSUBCMF XJUI EFSJWBUJWF SVMFT BO FYDFMMFOU FYFSDJTF JT UP XSJUF
EPXO B MJTU PG BMM CBTJD GVODUJPOT XIPTF EFSJWBUJWFT BSF LOPXO MJTU UIPTF EFSJWBUJWFT BOE
UIFO XSJUF UIF DPSSFTQPOEJOH DIBJO SVMF GPS UIF DPNQPTJUF WFSTJPO XJUI UIF JOOFS GVODUJPO
CFJOH BO VOLOPXO GVODUJPO u(x) BOE UIF PVUFS GVODUJPO CFJOH UIF LOPXO CBTJD GVODUJPO
5IFTF WFSTJPOT PG UIF DIBJO SVMF BSF QBSUJDVMBSMZ TJNQMF XIFO UIF JOOFS GVODUJPO JT MJOFBS
TJODF UIF EFSJWBUJWF PG B MJOFBS GVODUJPO JT B DPOTUBOU 'PS JOTUBODF
d
dx
)(5x + 7)10* ! 10(5x + 7)9 · 5,
d
dx
[tan(17x)] ! 17 sec2(17x), BOE
d
dx
)
e−3x
*
! −3e−3x .
4VNNBSZ
ə " DPNQPTJUF GVODUJPO JT POF XIFSF UIF JOQVU WBSJBCMF x КSTU QBTTFT UISPVHI POF GVOD
UJPO BOE UIFO UIF SFTVMUJOH PVUQVU QBTTFT UISPVHI BOPUIFS 'PS FYBNQMF UIF GVODUJPO
h(x) ! 2sin(x) JT DPNQPTJUF TJODF x −→ sin(x) −→ 2sin(x).
ə (JWFO B DPNQPTJUF GVODUJPO C(x) ! f (!(x)) UIBU JT CVJMU GSPN EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT
f BOE ! UIF DIBJO SVMF UFMMT VT UIBU XF DPNQVUF C′(x) JO UFSNT PG f  ! f ′ BOE !′
BDDPSEJOH UP UIF GPSNVMB
C′(x) ! f ′(!(x))!′(x).

 5IF DIBJO SVMF
&YFSDJTFT
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG
f (x) ! e4x(x2 + 3x)
f ′(x) !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG
v(t) ! t5e−ct
"TTVNF UIBU c JT B DPOTUBOU
v′(t) !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG
y !
√
e−5t2 + 5
dy
dt !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG
f (x) ! axe−bx+10
"TTVNF UIBU a BOE b BSF DPOTUBOUT
f ′(x) !
 6TF UIF HSBQI CFMPX UP КOE FYBDU WBMVFT PG UIF JOEJDBUFE EFSJWBUJWFT PS TUBUF UIBU UIFZ
EP OPU FYJTU *G B EFSJWBUJWF EPFT OPU FYJTU FOUFS EOF JO UIF BOTXFS CMBOL 5IF HSBQI PG f (x)
JT CMBDL BOE IBT B TIBSQ DPSOFS BU x ! 2 5IF HSBQI PG !(x) JT CMVF
-FU h(x) ! f (!(x)) 'JOE

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
" h′(1) !
# h′(2) !
$ h′(3) !
	&OUFS EOF GPS BOZ EFSJWBUJWF UIBU EPFT OPU FYJTU

 (JWFO F(2) ! 3, F′(2) ! 4, F(4) ! 1, F′(4) ! 5 BOE G(1) ! 3,G′(1) ! 4,G(4) ! 2,G′(4) ! 7
КOE FBDI PG UIF GPMMPXJOH 	&OUFS EOF GPS BOZ EFSJWBUJWF UIBU DBOOPU CF DPNQVUFE GSPN UIJT
JOGPSNBUJPO BMPOF

" H(4) JG H(x) ! F(G(x))
# H′(4) JG H(x) ! F(G(x))
$ H(4) JG H(x) ! G(F(x))
% H′(4) JG H(x) ! G(F(x))
& H′(4) JG H(x) ! F(x)/G(x)
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG f (x) ! 9x sin(2x)
f ′(x) !
 $POTJEFS UIF CBTJD GVODUJPOT f (x) ! x3 BOE !(x) ! sin(x)
B -FU h(x) ! f (!(x)) 'JOE UIF FYBDU JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG h BU UIF QPJOU XIFSF
x ! π4 .
C 8IJDI GVODUJPO JT DIBOHJOH NPTU SBQJEMZ BU x ! 0.25 h(x) ! f (!(x)) PS r(x) ! !( f (x)) 
8IZ 
D -FU h(x) ! f (!(x)) BOE r(x) ! !( f (x)) 8IJDI PG UIFTF GVODUJPOT IBT B EFSJWBUJWF UIBU JT
QFSJPEJD 8IZ 
 -FU u(x) CF B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO 'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH GVODUJPOT EFUFSNJOF UIF
EFSJWBUJWF &BDI SFTQPOTF XJMM JOWPMWF u BOEPS u′
B p(x) ! eu(x)
C q(x) ! u(ex)
D r(x) ! cot(u(x))
E s(x) ! u(cot(x))
F a(x) ! u(x4)
G b(x) ! u4(x)

 5IF DIBJO SVMF
 -FU GVODUJPOT p BOE q CF UIF QJFDFXJTF MJOFBS GVODUJPOT HJWFO CZ UIFJS SFTQFDUJWF HSBQIT
JO 'JHVSF  6TF UIF HSBQIT UP BOTXFS UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT
-3 -2 -1 1 2 3
-3
-2
-1
1
2
3
p
q
'JHVSF  5IF HSBQIT PG p 	JO CMVF
 BOE q 	JO HSFFO

B -FU C(x) ! p(q(x)) %FUFSNJOF C′(0) BOE C′(3)
C 'JOE B WBMVF PG x GPS XIJDI C′(x) EPFT OPU FYJTU &YQMBJO ZPVS UIJOLJOH
D -FU Y(x) ! q(q(x)) BOE Z(x) ! q(p(x)) %FUFSNJOF Y′(−2) BOE Z′(0)
 *G B TQIFSJDBM UBOL PG SBEJVT  GFFU IBT h GFFU PG XBUFS QSFTFOU JO UIF UBOL UIFO UIF WPMVNF
PG XBUFS JO UIF UBOL JT HJWFO CZ UIF GPSNVMB
V !
π
3 h
2(12 − h).
B "U XIBU JOTUBOUBOFPVT SBUF JT UIF WPMVNF PG XBUFS JO UIF UBOL DIBOHJOH XJUI SFTQFDU UP
UIF IFJHIU PG UIF XBUFS BU UIF JOTUBOU h ! 1 8IBU BSF UIF VOJUT PO UIJT RVBOUJUZ 
C /PX TVQQPTF UIBU UIF IFJHIU PG XBUFS JO UIF UBOL JT CFJOH SFHVMBUFE CZ BO JOЛPX BOE
PVUЛPX 	FH B GBVDFU BOE B ESBJO
 TP UIBU UIF IFJHIU PG UIF XBUFS BU UJNF t JT HJWFO
CZ UIF SVMF h(t) ! sin(πt) + 1 XIFSF t JT NFBTVSFE JO IPVST 	BOE h JT TUJMM NFBTVSFE JO
GFFU
 "U XIBU SBUF JT UIF IFJHIU PG UIF XBUFS DIBOHJOHXJUI SFTQFDU UP UJNF BU UIF JOTUBOU
t ! 2 
D $POUJOVJOH VOEFS UIF BTTVNQUJPOT JO 	C
 BU XIBU JOTUBOUBOFPVT SBUF JT UIF WPMVNF PG
XBUFS JO UIF UBOL DIBOHJOH XJUI SFTQFDU UP UJNF BU UIF JOTUBOU t ! 2 
E 8IBU BSF UIF NBJO EJЙFSFODFT CFUXFFO UIF SBUFT GPVOE JO 	B
 BOE 	D
 *ODMVEF B EJTDVT
TJPO PG UIF SFMFWBOU VOJUT

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
 %FSJWBUJWFT PG *OWFSTF 'VODUJPOT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU JT UIF EFSJWBUJWF PG UIF OBUVSBM MPHBSJUIN GVODUJPO 
ə 8IBU BSF UIF EFSJWBUJWFT PG UIF JOWFSTF USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT arcsin(x) BOE arctan(x) 
ə *G ! JT UIF JOWFSTF PG B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO f  IPX JT !′ DPNQVUFE JO UFSNT PG f  f ′
BOE ! 
.VDI PG NBUIFNBUJDT DFOUFST PO UIF OPUJPO PG GVODUJPO *OEFFE UISPVHIPVU PVS TUVEZ PG
DBMDVMVT XF BSF JOWFTUJHBUJOH UIF CFIBWJPS PG GVODUJPOT PGUFO EPJOH TP XJUI QBSUJDVMBS FN
QIBTJT PO IPX GBTU UIF PVUQVU PG UIF GVODUJPO DIBOHFT JO SFTQPOTF UP DIBOHFT JO UIF JOQVU
#FDBVTF FBDI GVODUJPO SFQSFTFOUT B QSPDFTT B OBUVSBM RVFTUJPO UP BTL JT XIFUIFS PS OPU UIF
QBSUJDVMBS QSPDFTT DBO CF SFWFSTFE 5IBU JT JG XF LOPX UIF PVUQVU UIBU SFTVMUT GSPN UIF GVOD
UJPO DBO XF EFUFSNJOF UIF JOQVU UIBU MFE UP JU $POOFDUFE UP UIJT RVFTUJPO XF OPX BMTP BTL
JG XF LOPX IPX GBTU B QBSUJDVMBS QSPDFTT JT DIBOHJOH DBO XF EFUFSNJOF IPX GBTU UIF JOWFSTF
QSPDFTT JT DIBOHJOH 
"T XF IBWF OPUFE POF PG UIF NPTU JNQPSUBOU GVODUJPOT JO BMM PG NBUIFNBUJDT JT UIF OBUVSBM
FYQPOFOUJBM GVODUJPO f (x) ! ex  #FDBVTF UIF OBUVSBM MPHBSJUIN !(x) ! ln(x) JT UIF JOWFSTF
PG UIF OBUVSBM FYQPOFOUJBM GVODUJPO UIF OBUVSBM MPHBSJUIN JT TJNJMBSMZ JNQPSUBOU 0OF PG
PVS HPBMT JO UIJT TFDUJPO JT UP MFBSO IPX UP EJЙFSFOUJBUF UIF MPHBSJUIN GVODUJPO BOE UIVT
FYQBOE PVS MJCSBSZ PG CBTJD GVODUJPOT XJUI LOPXO EFSJWBUJWF GPSNVMBT 'JSTU XF JOWFTUJHBUF
BNPSF GBNJMJBS TFUUJOH UP SFGSFTI TPNF PG UIF CBTJD DPODFQUT TVSSPVOEJOH GVODUJPOT BOE UIFJS
JOWFSTFT
1SFWJFX "DUJWJUZ  5IF FRVBUJPO y ! 59 (x − 32) SFMBUFT B UFNQFSBUVSF HJWFO JO x
EFHSFFT 'BISFOIFJU UP UIF DPSSFTQPOEJOH UFNQFSBUVSF y NFBTVSFE JO EFHSFFT $FMDJVT
B 4PMWF UIF FRVBUJPO y ! 59 (x−32) GPS x UP XSJUF x 	'BISFOIFJU UFNQFSBUVSF
 JO UFSNT
PG y 	$FMDJVT UFNQFSBUVSF

C -FU C(x) ! 59 (x − 32) CF UIF GVODUJPO UIBU UBLFT B 'BISFOIFJU UFNQFSBUVSF BT JO
QVU BOE QSPEVDFT UIF $FMDJVT UFNQFSBUVSF BT PVUQVU *O BEEJUJPO MFU F(y) CF UIF
GVODUJPO UIBU DPOWFSUT B UFNQFSBUVSF HJWFO JO y EFHSFFT $FMDJVT UP UIF UFNQFSBUVSF
F(y) NFBTVSFE JO EFHSFFT 'BISFOIFJU 6TF ZPVS XPSL JO 	B
 UP XSJUF B GPSNVMB GPS
F(y)
D /FYU DPOTJEFS UIF OFX GVODUJPO EFКOFE CZ p(x) ! F(C(x)) 6TF UIF GPSNVMBT GPS
F BOE C UP EFUFSNJOF BO FYQSFTTJPO GPS p(x) BOE TJNQMJGZ UIJT FYQSFTTJPO BT NVDI
BT QPTTJCMF 8IBU EP ZPV PCTFSWF 
E /PX MFU r(y) ! C(F(y)) 6TF UIF GPSNVMBT GPS F BOE C UP EFUFSNJOF BO FYQSFTTJPO
GPS r(y) BOE TJNQMJGZ UIJT FYQSFTTJPO BT NVDI BT QPTTJCMF 8IBU EP ZPV PCTFSWF 

 %FSJWBUJWFT PG *OWFSTF 'VODUJPOT
F 8IBU JT UIF WBMVF PG C′(x) PG F′(y) )PX EP UIFTF WBMVFT BQQFBS UP CF SFMBUFE 
 #BTJD GBDUT BCPVU JOWFSTF GVODUJPOT
" GVODUJPO f : A → B JT B SVMF UIBU BTTPDJBUFT FBDI FMFNFOU JO UIF TFU A UP POF BOE POMZ
POF FMFNFOU JO UIF TFU B 8F DBMM A UIF EPNBJO PG f BOE B UIF DPEPNBJO PG f  *G UIFSF FYJTUT
B GVODUJPO ! : B → A TVDI UIBU !( f (a)) ! a GPS FWFSZ QPTTJCMF DIPJDF PG a JO UIF TFU A BOE
f (!(b)) ! b GPS FWFSZ b JO UIF TFU B UIFO XF TBZ UIBU ! JT UIF JOWFSTF PG f  8F PGUFO VTF UIF
OPUBUJPO f −1 	SFBE ɔ f JOWFSTFɕ
 UP EFOPUF UIF JOWFSTF PG f  1FSIBQT UIF NPTU FTTFOUJBM UIJOH
UP PCTFSWF BCPVU UIF JOWFSTF GVODUJPO JT UIBU JU VOEPFT UIF XPSL PG f  *OEFFE JG y ! f (x)
UIFO
f −1(y) ! f −1( f (x)) ! x ,
BOE UIJT MFBET VT UP BOPUIFS LFZ PCTFSWBUJPO XSJUJOH y ! f (x) BOE x ! f −1(y) TBZ UIF FYBDU
TBNF UIJOH 5IF POMZ EJЙFSFODF CFUXFFO UIF UXP FRVBUJPOT JT POF PG QFSTQFDUJWF ɏ POF JT
TPMWFE GPS x XIJMF UIF PUIFS JT TPMWFE GPS y
)FSF XF CSJFЛZ SFNJOE PVSTFMWFT PG TPNF LFZ GBDUT BCPVU JOWFSTF GVODUJPOT
/PUF  'PS B GVODUJPO f : A→ B
ə f IBT BO JOWFSTF JG BOE POMZ JG f JT POFUPPOFy BOE POUPr
ə QSPWJEFE f −1 FYJTUT UIF EPNBJO PG f −1 JT UIF DPEPNBJO PG f  BOE UIF DPEPNBJO PG f −1
JT UIF EPNBJO PG f 
ə f −1( f (x)) ! x GPS FWFSZ x JO UIF EPNBJO PG f BOE f ( f −1(y)) ! y GPS FWFSZ y JO UIF
DPEPNBJO PG f 
ə y ! f (x) JG BOE POMZ JG x ! f −1(y)
5IF MBTU TUBUFE GBDU SFWFBMT B TQFDJBM SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF HSBQIT PG f BOE f −1 *O QBS
UJDVMBS JG XF DPOTJEFS y ! f (x) BOE B QPJOU (x , y) UIBU MJFT PO UIF HSBQI PG f  UIFO JU JT BMTP
USVF UIBU x ! f −1(y) XIJDI NFBOT UIBU UIF QPJOU (y , x) MJFT PO UIF HSBQI PG f −1 5IJT TIPXT
VT UIBU UIF HSBQIT PG f BOE f −1 BSF UIF SFЛFDUJPOT PG POF BOPUIFS BDSPTT UIF MJOF y ! x TJODF
SFЛFDUJOH BDSPTT y ! x JT QSFDJTFMZ UIF HFPNFUSJD BDUJPO UIBU TXBQT UIF DPPSEJOBUFT JO BO
PSEFSFE QBJS *O 'JHVSF  XF TFF UIJT FYFNQMJКFE GPS UIF GVODUJPO y ! f (x) ! 2x BOE JUT
JOWFSTF XJUI UIF QPJOUT (−1, 12 ) BOE ( 12 ,−1) IJHIMJHIUJOH UIF SFЛFDUJPO PG UIF DVSWFT BDSPTT
y ! x
y" GVODUJPO f JT POFUPPOF QSPWJEFE UIBU OP UXP EJTUJODU JOQVUT MFBE UP UIF TBNF PVUQVU
r" GVODUJPO f JT POUP QSPWJEFE UIBU FWFSZ QPTTJCMF FMFNFOU PG UIF DPEPNBJO DBO CF SFBMJ[FE BT BO PVUQVU PG UIF
GVODUJPO GPS TPNF DIPJDF PG JOQVU GSPN UIF EPNBJO

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
-2 2
-2
2
y= f (x)
y= f−1(x)
(−1, 1
2
)
( 1
2
,−1)
y= x
'JHVSF  " HSBQI PG B GVODUJPO y ! f (x) BMPOH XJUI JUT JOWFSTF y ! f −1(x)
5P DMPTF PVS SFWJFX PG JNQPSUBOU GBDUT BCPVU JOWFSTFT XF SFDBMM UIBU UIF OBUVSBM FYQPOFOUJBM
GVODUJPO y ! f (x) ! ex IBT BO JOWFSTF GVODUJPO BOE JUT JOWFSTF JT UIF OBUVSBM MPHBSJUIN
x ! f −1(y) ! ln(y) *OEFFE XSJUJOH y ! ex JT JOUFSDIBOHFBCMF XJUI x ! ln(y) QMVT ln(ex) ! x
GPS FWFSZ SFBM OVNCFS x BOE e ln(y) ! y GPS FWFSZ QPTJUJWF SFBM OVNCFS y.
 5IF EFSJWBUJWF PG UIF OBUVSBM MPHBSJUIN GVODUJPO
*O XIBU GPMMPXT XF EFUFSNJOF B GPSNVMB GPS UIF EFSJWBUJWF PG !(x) ! ln(x) 5P EP TP XF UBLF
BEWBOUBHF PG UIF GBDU UIBU XF LOPX UIF EFSJWBUJWF PG UIF OBUVSBM FYQPOFOUJBM GVODUJPO XIJDI
JT UIF JOWFSTF PG ! *O QBSUJDVMBS XF LOPX UIBU XSJUJOH !(x) ! ln(x) JT FRVJWBMFOU UP XSJUJOH
e!(x) ! x /PX XF EJЙFSFOUJBUF CPUI TJEFT PG UIJT NPTU SFDFOU FRVBUJPO 8F PCTFSWF UIBU
d
dx
[
e!(x)
]
!
d
dx
[x].
5IF SJHIUIBOE TJEF JT TJNQMZ 1 BQQMZJOH UIF DIBJO SVMF UP UIF MFGU TJEF XF КOE UIBU
e!(x)!′(x) ! 1.
4JODF PVS HPBM JT UP EFUFSNJOF !′(x) XF TPMWF GPS !′(x) TP
!′(x) ! 1
e!(x)
.
'JOBMMZ XF SFDBMM UIBU TJODF !(x) ! ln(x) e!(x) ! e ln(x) ! x BOE UIVT
!′(x) ! 1
x
.

 %FSJWBUJWFT PG *OWFSTF 'VODUJPOT
/BUVSBM -PHBSJUIN
'PS BMM QPTJUJWF SFBM OVNCFST x ddx [ln(x)] ! 1x 
5IJT SVMF GPS UIF OBUVSBM MPHBSJUIN GVODUJPO OPX KPJOT PVS MJTU PG PUIFS CBTJD EFSJWBUJWF SVMFT
UIBU XF IBWF BMSFBEZ FTUBCMJTIFE 5IFSF BSF UXP QBSUJDVMBSMZ JOUFSFTUJOH UIJOHT UP OPUF BCPVU
UIF GBDU UIBU ddx [ln(x)] ! 1x  0OF JT UIBU UIJT SVMF JT SFTUSJDUFE UP POMZ BQQMZ UP QPTJUJWF WBMVFT
PG x BT UIFTF BSF UIF POMZ WBMVFT GPS XIJDI UIF PSJHJOBM GVODUJPO JT EFКOFE 5IF PUIFS JT UIBU
GPS UIF КSTU UJNF JO PVS XPSL EJЙFSFOUJBUJOH B CBTJD GVODUJPO PG B QBSUJDVMBS UZQF IBT MFE UP
B GVODUJPO PG B WFSZ EJЙFSFOU OBUVSF UIF EFSJWBUJWF PG UIF OBUVSBM MPHBSJUIN JT OPU BOPUIFS
MPHBSJUIN OPS FWFO BO FYQPOFOUJBM GVODUJPO CVU SBUIFS B SBUJPOBM POF
%FSJWBUJWFT PG MPHBSJUINT NBZ OPX CF DPNQVUFE JO DPODFSU XJUI BMM PG UIF SVMFT LOPXO UP
EBUF 'PS JOTUBODF JG f (t) ! ln(t2 + 1) UIFO CZ UIF DIBJO SVMF f ′(t) ! 1t2+1 · 2t
*O BEEJUJPO UP UIF JNQPSUBOU SVMF XF IBWF EFSJWFE GPS UIF EFSJWBUJWF PG UIF OBUVSBM MPH GVOD
UJPOT UIFSF BSF BEEJUJPOBM JOUFSFTUJOH DPOOFDUJPOT UP OPUF CFUXFFO UIF HSBQIT PG f (x) ! ex
BOE f −1(x) ! ln(x)
*O 'JHVSF  XF BSF SFNJOEFE UIBU TJODF
UIF OBUVSBM FYQPOFOUJBM GVODUJPO IBT UIF
QSPQFSUZ UIBU JUT EFSJWBUJWF JT JUTFMG UIF
TMPQF PG UIF UBOHFOU UP y ! ex JT FRVBM UP
UIF IFJHIU PG UIF DVSWF BU UIBU QPJOU 'PS
JOTUBODF BU UIF QPJOU A ! (ln(0.5), 0.5)
UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF JT mA ! 0.5
BOE BU B ! (ln(5), 5) UIF UBOHFOU MJOFɒT
TMPQF JT mB ! 5 "U UIF DPSSFTQPOEJOH
QPJOUT A′ BOE B′ PO UIF HSBQI PG UIF OBU
VSBM MPHBSJUIN GVODUJPO 	XIJDI DPNF GSPN
SFЛFDUJOH BDSPTT UIF MJOF y ! x
 XF LOPX
UIBU UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF JT UIF SF
DJQSPDBM PG UIF xDPPSEJOBUF PG UIF QPJOU
	TJODF ddx [ln(x)] ! 1x 
 5IVT XJUI A′ !(0.5, ln(0.5)) XF IBWF mA′ ! 10.5 ! 2 BOE
BU B′ ! (5, ln(5)) mB′ ! 15 
-4 4 8
-4
4
8
y= ex
y= ln(x)
A
B
A′
B′
'JHVSF  " HSBQI PG UIF GVODUJPO y !
ex BMPOH XJUI JUT JOWFSTF y ! ln(x) XIFSF
CPUI GVODUJPOT BSF WJFXFE VTJOH UIF JOQVU
WBSJBCMF x
*O QBSUJDVMBS XF PCTFSWF UIBU mA′ ! 1mA BOE mB′ !
1
mB  5IJT JT OPU B DPJODJEFODF CVU JO GBDUIPMET GPS BOZ DVSWF y ! f (x) BOE JUT JOWFSTF QSPWJEFE UIF JOWFSTF FYJTUT 0OF SBUJPOBMF GPS
XIZ UIJT JT UIF DBTF JT EVF UP UIF SFЛFDUJPO BDSPTT y ! x JO TP EPJOH XF FTTFOUJBMMZ DIBOHF
UIF SPMFT PG x BOE y UIVT SFWFSTJOH UIF SJTF BOE SVO XIJDI MFBET UP UIF TMPQF PG UIF JOWFSTF

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
GVODUJPO BU UIF SFЛFDUFE QPJOU CFJOH UIF SFDJQSPDBM PG UIF TMPQF PG UIF PSJHJOBM GVODUJPO "U
UIF DMPTF PG UIJT TFDUJPO XFXJMM BMTP MPPL BU IPX UIF DIBJO SVMF QSPWJEFT VT XJUI BO BMHFCSBJD
GPSNVMBUJPO PG UIJT HFOFSBM QIFOPNFOPO
"DUJWJUZ  'PS FBDI GVODUJPO HJWFO CFMPX КOE JUT EFSJWBUJWF
B h(x) ! x2 ln(x)
C p(t) ! ln(t)et+1
D s(y) ! ln(cos(y) + 2)
E z(x) ! tan(ln(x))
F m(z) ! ln(ln(z))
 *OWFSTF USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT BOE UIFJS EFSJWBUJWFT
5SJHPOPNFUSJD GVODUJPOT BSF QFSJPEJD TP UIFZ GBJM UP CF POFUPPOF BOE UIVT EP OPU IBWF
JOWFSTFT )PXFWFS JG XF SFTUSJDU UIF EPNBJO PG FBDI USJHPOPNFUSJD GVODUJPO XF DBO GPSDF UIF
GVODUJPO UP CF POFUPPOF 'PS JOTUBODF DPOTJEFS UIF TJOF GVODUJPO PO UIF EPNBJO [−π2 , π2 ]
#FDBVTF OP PVUQVU PG UIF TJOF GVODUJPO JT SFQFBUFE PO UIJT JOUFSWBM UIF GVODUJPO JT POFUPPOF
BOE UIVT IBT BO JOWFSTF *O QBSUJDVMBS JG XF WJFX f (x) ! sin(x) BT IBWJOH EPNBJO [−π2 , π2 ]
BOE DPEPNBJO [−1, 1] UIFO UIFSF FYJTUT BO JOWFSTF GVODUJPO f −1 TVDI UIBU
f −1 : [−1, 1] → [−π2 ,
π
2 ].
8F DBMM f −1 UIF BSDTJOF 	PS JOWFSTF TJOF

GVODUJPO BOE XSJUF f −1(y) ! arcsin(y). *U
JT FTQFDJBMMZ JNQPSUBOU UP SFNFNCFS UIBU
XSJUJOH
y ! sin(x) BOE x ! arcsin(y)
TBZ UIF FYBDU TBNF UIJOH 8F PGUFO SFBE
ɔUIF BSDTJOF PG yɕ BT ɔUIF BOHMF XIPTF TJOF
JT yɕ 'PS FYBNQMF XF TBZ UIBU π6 JT UIF BO
HMF XIPTF TJOF JT 12  XIJDI DBO CF XSJUUFO
NPSF DPODJTFMZ BT arcsin( 12 ) ! π6  XIJDI JT
FRVJWBMFOU UP XSJUJOH sin(π6 ) ! 12 .
−
π
2
π
2
−
π
2
π
2
f
f−1
(π
2
,1)
(1, π
2
)
'JHVSF  " HSBQI PG f (x) ! sin(x)
	JO CMVF
 SFTUSJDUFE UP UIF EPNBJO [−π2 , π2 ]
BMPOH XJUI JUT JOWFSTF f −1(x) ! arcsin(x)
	JO NBHFOUB


 %FSJWBUJWFT PG *OWFSTF 'VODUJPOT
/FYU XF EFUFSNJOF UIF EFSJWBUJWF PG UIF BSDTJOF GVODUJPO -FUUJOH h(x) ! arcsin(x) PVS HPBM
JT UP КOE h′(x) 4JODF h(x) JT UIF BOHMF XIPTF TJOF JT x JU JT FRVJWBMFOU UP XSJUF
sin(h(x)) ! x.
%JЙFSFOUJBUJOH CPUI TJEFT PG UIF QSFWJPVT FRVBUJPO XF IBWF
d
dx
[sin(h(x))] ! d
dx
[x],
BOE CZ UIF GBDU UIBU UIF SJHIUIBOE TJEF JT TJNQMZ 1 BOE CZ UIF DIBJO SVMF BQQMJFE UP UIF MFGU
TJEF
cos(h(x))h′(x) ! 1.
4PMWJOH GPS h′(x) JU GPMMPXT UIBU
h′(x) ! 1cos(h(x)) .
'JOBMMZ XF SFDBMM UIBU h(x) ! arcsin(x) TP UIF EFOPNJOBUPS PG h′(x) JT UIF GVODUJPO cos(arcsin(x))
PS JO PUIFS XPSET ɔUIF DPTJOF PG UIF BOHMF XIPTF TJOF JT xɕ " CJU PG SJHIU USJBOHMF USJHPOPN
FUSZ BMMPXT VT UP TJNQMJGZ UIJT FYQSFTTJPO DPOTJEFSBCMZ
-FUɒT TBZ UIBU θ ! arcsin(x) TP UIBU θ JT UIF
BOHMF XIPTF TJOF JT x 'SPN UIJT JU GPMMPXT
UIBU XF DBO QJDUVSF θ BT BO BOHMF JO B SJHIU
USJBOHMF XJUI IZQPUFOVTF 1 BOE B WFSUJDBM
MFH PG MFOHUI x BT TIPXO JO 'JHVSF 
5IF IPSJ[POUBM MFH NVTU CF
√
1 − x2 CZ UIF
1ZUIBHPSFBO 5IFPSFN /PX OPUF QBSUJDV
MBSMZ UIBU θ ! arcsin(x) TJODF sin(θ) ! x
BOE SFDBMM UIBU XF XBOU UP LOPX B EJЙFSFOU
FYQSFTTJPO GPS cos(arcsin(x)) 'SPN UIF КH
VSF cos(arcsin(x)) ! cos(θ) ! √1 − x2.
x1
θ
√
1− x2
'JHVSF  5IF SJHIU USJBOHMF UIBU DPSSF
TQPOET UP UIF BOHMF θ ! arcsin(x)
5IVT SFUVSOJOH UP PVS FBSMJFS XPSL XIFSF XF FTUBCMJTIFE UIBU JG h(x) ! arcsin(x) UIFO
h′(x) ! 1cos(arcsin(x))  XF IBWF OPX TIPXO UIBU
h′(x) ! 1√
1 − x2 .

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
*OWFSTF TJOF
'PS BMM SFBM OVNCFST x TVDI UIBU −1 < x < 1
d
dx
[arcsin(x)] ! 1√
1 − x2 .
"DUJWJUZ  5IF GPMMPXJOH QSPNQUT JO UIJT BDUJWJUZXJMM MFBE ZPV UP EFWFMPQ UIF EFSJWB
UJWF PG UIF JOWFSTF UBOHFOU GVODUJPO
B -FU r(x) ! arctan(x) 6TF UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF BSDUBOHFOU BOE UBOHFOU
GVODUJPOT UP SFXSJUF UIJT FRVBUJPO VTJOH POMZ UIF UBOHFOU GVODUJPO
C %JЙFSFOUJBUF CPUI TJEFT PG UIF FRVBUJPO ZPV GPVOE JO 	B
 4PMWF UIF SFTVMUJOH FRVB
UJPO GPS r′(x) XSJUJOH r′(x) BT TJNQMZ BT QPTTJCMF JO UFSNT PG B USJHPOPNFUSJD GVOD
UJPO FWBMVBUFE BU r(x)
D 3FDBMM UIBU r(x) ! arctan(x) 6QEBUF ZPVS FYQSFTTJPO GPS r′(x) TP UIBU JU POMZ JO
WPMWFT USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT BOE UIF JOEFQFOEFOU WBSJBCMF x
E *OUSPEVDF B SJHIU USJBOHMF XJUI BOHMF θ TP UIBU θ ! arctan(x) 8IBU BSF UIF UISFF
TJEFT PG UIF USJBOHMF 
F *O UFSNT PG POMZ x BOE 1 XIBU JT UIF WBMVF PG cos(arctan(x)) 
G 6TF UIF SFTVMUT PG ZPVS XPSL BCPWF UP КOE BO FYQSFTTJPO JOWPMWJOH POMZ 1 BOE x
GPS r′(x)
8IJMF EFSJWBUJWFT GPS PUIFS JOWFSTF USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT DBO CF FTUBCMJTIFE TJNJMBSMZ XF
QSJNBSJMZ MJNJU PVSTFMWFT UP UIF BSDTJOF BOE BSDUBOHFOU GVODUJPOT 8JUI UIFTF SVMFT BEEFE UP
PVS MJCSBSZ PG EFSJWBUJWFT PG CBTJD GVODUJPOT XF DBO EJЙFSFOUJBUF FWFO NPSF GVODUJPOT VTJOH
EFSJWBUJWF TIPSUDVUT *O "DUJWJUZ  XF TFF FBDI PG UIFTF SVMFT BU XPSL
"DUJWJUZ  %FUFSNJOF UIF EFSJWBUJWF PG FBDI PG UIF GPMMPXJOH GVODUJPOT
B f (x) ! x3 arctan(x) + ex ln(x)
C p(t) ! 2t arcsin(t)
D h(z) ! (arcsin(5z) + arctan(4 − z))27
E s(y) ! cot(arctan(y))
F m(v) ! ln(sin2(v) + 1)
G !(w) ! arctan
(
ln(w)
1 + w2
)
 5IF MJOL CFUXFFO UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO BOE UIF EFSJWBUJWF PG
JUT JOWFSTF
*O 'JHVSF  XF TBX BO JOUFSFTUJOH SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF TMPQFT PG UBOHFOU MJOFT UP UIF
OBUVSBM FYQPOFOUJBM BOE OBUVSBM MPHBSJUIN GVODUJPOT BU QPJOUT UIBU DPSSFTQPOEFE UP SFЛFD

 %FSJWBUJWFT PG *OWFSTF 'VODUJPOT
UJPO BDSPTT UIF MJOF y ! x *O QBSUJDVMBS XF PCTFSWFE UIBU GPS B QPJOU TVDI BT (ln(2), 2) PO UIF
HSBQI PG f (x) ! ex  UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF BU UIJT QPJOU JT f ′(ln(2)) ! 2 XIJMF BU UIF
DPSSFTQPOEJOH QPJOU (2, ln(2)) PO UIF HSBQI PG f −1(x) ! ln(x) UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF BU
UIJT QPJOU JT ( f −1)′(2) ! 12  XIJDI JT UIF SFDJQSPDBM PG f ′(ln(2))
5IBU UIF UXP DPSSFTQPOEJOH UBOHFOU MJOFT IBWJOH TMPQFT UIBU BSF SFDJQSPDBMT PG POF BOPUIFS JT
OPU B DPJODJEFODF *G XF DPOTJEFS UIF HFOFSBM TFUUJOH PG B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO f XJUI EJЙFS
FOUJBCMF JOWFSTF ! TVDI UIBU y ! f (x) JG BOE POMZ JG x ! !(y) UIFO XF LOPX UIBU f (!(x)) ! x
GPS FWFSZ x JO UIF EPNBJO PG f −1 %JЙFSFOUJBUJOH CPUI TJEFT PG UIJT FRVBUJPO XJUI SFTQFDU UP
x XF IBWF
d
dx
[ f (!(x))] ! d
dx
[x],
BOE CZ UIF DIBJO SVMF
f ′(!(x))!′(x) ! 1.
4PMWJOH GPS !′(x) XF IBWF !′(x) ! 1f ′(!(x)) .)FSFXF TFF UIBU UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP UIF
JOWFSTF GVODUJPO ! BU UIF QPJOU (x , !(x)) JT QSFDJTFMZ UIF SFDJQSPDBM PG UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU
MJOF UP UIF PSJHJOBM GVODUJPO f BU UIF QPJOU (!(x), f (!(x))) ! (!(x), x)
m= g′(b)
y= f (x)
y= g(x)
(a,b)
m= f ′(a)
(b,a)
'JHVSF "HSBQI PG GVODUJPO y ! f (x) BMPOHXJUI JUT JOWFSTF y ! !(x) ! f −1(x) 0CTFSWF
UIBU UIF TMPQFT PG UIF UXP UBOHFOU MJOFT BSF SFDJQSPDBMT PG POF BOPUIFS
5P TFF UIJT NPSF DMFBSMZ DPOTJEFS UIF HSBQI PG UIF GVODUJPO y ! f (x) TIPXO JO 'JHVSF 
BMPOH XJUI JUT JOWFSTF y ! !(x) (JWFO B QPJOU (a , b) UIBU MJFT PO UIF HSBQI PG f  XF LOPX UIBU
(b , a) MJFT PO UIF HSBQI PG ! TBJE EJЙFSFOUMZ f (a) ! b BOE !(b) ! a /PX BQQMZJOH UIF SVMF
UIBU !′(x) ! 1/ f ′(!(x)) UP UIF WBMVF x ! b XF IBWF
!′(b) ! 1
f ′(!(b)) !
1
f ′(a) ,

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
XIJDI JT QSFDJTFMZ XIBU XF TFF JO UIF КHVSF UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP ! BU (b , a) JT UIF
SFDJQSPDBM PG UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP f BU (a , b) TJODF UIFTF UXP MJOFT BSF SFЛFDUJPOT
PG POF BOPUIFS BDSPTT UIF MJOF y ! x
%FSJWBUJWF PG BO JOWFSTF GVODUJPO
4VQQPTF UIBU f JT B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO XJUI JOWFSTF ! BOE UIBU (a , b) JT B QPJOU UIBU
MJFT PO UIF HSBQI PG f BU XIJDI f ′(a) ! 0 5IFO
!′(b) ! 1
f ′(a) .
.PSF HFOFSBMMZ GPS BOZ x JO UIF EPNBJO PG !′ XF IBWF !′(x) ! 1/ f ′(!(x)).
5IF SVMFT XF EFSJWFE GPS ln(x) arcsin(x) BOE arctan(x) BSF BMM KVTU TQFDJКD FYBNQMFT PG UIJT
HFOFSBM QSPQFSUZ PG UIF EFSJWBUJWF PG BO JOWFSTF GVODUJPO 'PS FYBNQMF XJUI !(x) ! ln(x)
BOE f (x) ! ex  JU GPMMPXT UIBU
!′(x) ! 1
f ′(!(x)) !
1
e ln(x)
!
1
x
.
4VNNBSZ
ə 'PS BMM QPTJUJWF SFBM OVNCFST x ddx [ln(x)] ! 1x 
ə 'PS BMM SFBM OVNCFST x TVDI UIBU −1 < x < 1 ddx [arcsin(x)] ! 1√1−x2  *O BEEJUJPO GPS BMM
SFBM OVNCFST x ddx [arctan(x)] ! 11+x2 
ə *G ! JT UIF JOWFSTF PG B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO f  UIFO GPS BOZ QPJOU x JO UIF EPNBJO PG
!′ !′(x) ! 1f ′(!(x)) .
&YFSDJTFT
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO f (t) CFMPX
f (t) ! ln(t2 + 7)
f ′(t) !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO !(t) CFMPX *U NBZ CF UP ZPVS BEWBOUBHF UP TJNQMJGZ
CFGPSF EJЙFSFOUJBUJOH
!(t) ! cos(ln(t))
!′(t) !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO h(w) CFMPX *U NBZ CF UP ZPVS BEWBOUBHF UP TJNQMJGZ
CFGPSF EJЙFSFOUJBUJOH
h(w) ! 5w arcsinw

 %FSJWBUJWFT PG *OWFSTF 'VODUJPOT
h′(w) !
 'PS x > 0 КOE BOE TJNQMJGZ UIF EFSJWBUJWF PG f (x) ! arctan x + arctan(1/x)
f ′(x) !
	8IBU EPFT ZPVS SFTVMU UFMM ZPV BCPVU f 
 
 -FU (x0 , y0) ! (2, 4) BOE (x1 , y1) ! (2.5, 4.6) 6TF UIF GPMMPXJOH HSBQI PG UIF GVODUJPO f UP
КOE UIF JOEJDBUFE EFSJWBUJWFT
*G h(x) ! ( f (x))5 UIFO
h′(2) !
*G !(x) ! f −1(x) UIFO
!′(4) !
 -FU
f (x) ! 6 sin−1!x4"
f ′(x) !
/05& 5IF XFCXPSL TZTUFN XJMM BDDFQU arcsin(x) PS sin−1(x) BT UIF JOWFSTF PG sin(x)
 *G f (x) ! 7x4 arctan(7x2) КOE f ′(x).
f ′(x) 
 -FU f (x) ! 8 sin(x) sin−1(x) 'JOE f ′(x)
f ′(x) !

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
 %FUFSNJOF UIF EFSJWBUJWF PG FBDI PG UIF GPMMPXJOH GVODUJPOT 6TF QSPQFS OPUBUJPO BOE
DMFBSMZ JEFOUJGZ UIF EFSJWBUJWF SVMFT ZPV VTF
B f (x) ! ln(2 arctan(x) + 3 arcsin(x) + 5)
C r(z) ! arctan(ln(arcsin(z)))
D q(t) ! arctan2(3t) arcsin4(7t)
E !(v) ! ln ( arctan(v)arcsin(v)+v2 )
 $POTJEFS UIF HSBQI PG y ! f (x) QSPWJEFE JO 'JHVSF  BOE VTF JU UP BOTXFS UIF GPMMPX
JOH RVFTUJPOT
B 6TF UIF QSPWJEFE HSBQI UP FTUJNBUF
UIF WBMVF PG f ′(1)
C 4LFUDI BO BQQSPYJNBUF HSBQI PG y !
f −1(x) -BCFM BU MFBTU UISFF EJTUJODU
QPJOUT PO UIF HSBQI UIBU DPSSFTQPOE UP
UISFF QPJOUT PO UIF HSBQI PG f 
D #BTFE PO ZPVS XPSL JO 	B
 XIBU JT UIF
WBMVF PG ( f −1)′(−1) 8IZ 
y= f (x)
'JHVSF  " GVODUJPO y ! f (x)
 -FU f (x) ! 14x3 + 4.
B 4LFUDI B HSBQI PG y ! f (x) BOE FYQMBJO XIZ f JT BO JOWFSUJCMF GVODUJPO
C -FU ! CF UIF JOWFSTF PG f BOE EFUFSNJOF B GPSNVMB GPS !
D $PNQVUF f ′(x) !′(x) f ′(2) BOE !′(6) 8IBU JT UIF TQFDJBM SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO f ′(2)
BOE !′(6) 8IZ 
 -FU h(x) ! x + sin(x)
B 4LFUDI B HSBQI PG y ! h(x) BOE FYQMBJO XIZ h NVTU CF JOWFSUJCMF
C &YQMBJO XIZ JU EPFT OPU BQQFBS UP CF BMHFCSBJDBMMZ QPTTJCMF UP EFUFSNJOF B GPSNVMB GPS
h−1
D 0CTFSWF UIBU UIF QPJOU (π2 , π2 + 1) MJFT PO UIF HSBQI PG y ! h(x) %FUFSNJOF UIF WBMVF PG(h−1)′(π2 + 1)

 %FSJWBUJWFT PG 'VODUJPOT (JWFO *NQMJDJUMZ
 %FSJWBUJWFT PG 'VODUJPOT (JWFO *NQMJDJUMZ
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU EPFT JU NFBO UP TBZ UIBU B DVSWF JT BO JNQMJDJU GVODUJPO PG x SBUIFS UIBO BO FYQMJDJU
GVODUJPO PG x 
ə )PX EPFT JNQMJDJU EJЙFSFOUJBUJPO FOBCMF VT UP КOE B GPSNVMB GPS dydx XIFO y JT BO JN
QMJDJU GVODUJPO PG x 
ə *O UIF DPOUFYU PG BO JNQMJDJU DVSWF IPX DBO XF VTF dydx UP BOTXFS JNQPSUBOU RVFTUJPOT
BCPVU UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF 
*O BMM PG PVS TUVEJFT XJUI EFSJWBUJWFT UP EBUF XF IBWF XPSLFE JO B TFUUJOH XIFSF XF DBO
FYQSFTT B GPSNVMB GPS UIF GVODUJPO PG JOUFSFTU FYQMJDJUMZ JO UFSNT PG x #VU UIFSF BSF NBOZ
JOUFSFTUJOH DVSWFT UIBU BSF EFUFSNJOFE CZ BO FRVBUJPO JOWPMWJOH x BOE y GPS XIJDI JU JT JN
QPTTJCMF UP TPMWF GPS y JO UFSNT PG x
A
B
x2+ y2 = 16
-4 4
-4
4
x3− y3 = 6xy
x
'JHVSF  "U MFGU UIF DJSDMF HJWFO CZ x2 + y2 ! 16 *O UIF NJEEMF UIF QPSUJPO PG UIF DJSDMF
x2 + y2 ! 16 UIBU IBT CFFO IJHIMJHIUFE JO UIF CPY BU MFGU "OE BU SJHIU UIF MFNOJTDBUF HJWFO
CZ x3 − y3 ! 6xy
1FSIBQT UIF TJNQMFTU BOE NPTU OBUVSBM PG BMM TVDI DVSWFT BSF DJSDMFT #FDBVTF PG UIF DJSDMFɒT
TZNNFUSZ GPS FBDI x WBMVF TUSJDUMZ CFUXFFO UIF FOEQPJOUT PG UIF IPSJ[POUBM EJBNFUFS UIFSF
BSF UXP DPSSFTQPOEJOH yWBMVFT 'PS JOTUBODF JO 'JHVSF  XF IBWF MBCFMFE A ! (−3,√7)
BOE B ! (−3,−√7) BOE UIFTF QPJOUT EFNPOTUSBUF UIBU UIF DJSDMF GBJMT UIF WFSUJDBM MJOF UFTU
)FODF JU JT JNQPTTJCMF UP SFQSFTFOU UIF DJSDMF UISPVHI B TJOHMF GVODUJPO PG UIF GPSN y ! f (x)
"U UIF TBNF UJNF QPSUJPOT PG UIF DJSDMF DBO CF SFQSFTFOUFE FYQMJDJUMZ BT B GVODUJPO PG x TVDI
BT UIF IJHIMJHIUFE BSD UIBU JT NBHOJКFE JO UIF DFOUFS PG 'JHVSF  .PSFPWFS JU JT FWJEFOU
UIBU UIF DJSDMF JT MPDBMMZ MJOFBS TP XF PVHIU UP CF BCMF UP КOE B UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF
BU FWFSZ QPJOU UIVT JU NBLFT TFOTF UP XPOEFS JG XF DBO DPNQVUF dydx BU BOZ QPJOU PO UIF
DJSDMF FWFO UIPVHI XF DBOOPU XSJUF y FYQMJDJUMZ BT B GVODUJPO PG x 'JOBMMZ XF OPUF UIBU

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
UIF SJHIUIBOE DVSWF JO 'JHVSF  JT DBMMFE B MFNOJTDBUF BOE JT KVTU POF PG NBOZ GBTDJOBUJOH
QPTTJCJMJUJFT GPS JNQMJDJUMZ HJWFO DVSWFT
*O XPSLJOH XJUI JNQMJDJU GVODUJPOT XF XJMM PGUFO CF JOUFSFTUFE JO КOEJOH BO FRVBUJPO GPS dydx
UIBU UFMMT VT UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF BU B QPJOU (x , y) 5P EP TP JU XJMM CF
OFDFTTBSZ GPS VT UP XPSL XJUI y XIJMF UIJOLJOH PG y BT B GVODUJPO PG x CVU XJUIPVU CFJOH
BCMF UP XSJUF BO FYQMJDJU GPSNVMB GPS y JO UFSNT PG x 5IF GPMMPXJOH QSFWJFX BDUJWJUZ SFNJOET
VT PG TPNF XBZT XF DBO DPNQVUF EFSJWBUJWFT PG GVODUJPOT JO TFUUJOHT XIFSF UIF GVODUJPOɒT
GPSNVMB JT OPU LOPXO 'PS JOTUBODF SFDBMM UIF FBSMJFS FYBNQMF ddx [eu(x)] ! eu(x)u′(x)
1SFWJFX "DUJWJUZ  -FU f CF B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO PG x 	XIPTF GPSNVMB JT OPU
LOPXO
 BOE SFDBMM UIBU ddx [ f (x)] BOE f ′(x) BSF JOUFSDIBOHFBCMF OPUBUJPOT %FUFSNJOF
FBDI PG UIF GPMMPXJOH EFSJWBUJWFT PG DPNCJOBUJPOT PG FYQMJDJU GVODUJPOT PG x UIF VOLOPXO
GVODUJPO f  BOE BO BSCJUSBSZ DPOTUBOU c
B ddx
)
x2 + f (x)*
C ddx
)
x2 f (x)*
D ddx
)
c + x + f (x)2*
E ddx
)
f (x2)*
F ddx
)
x f (x) + f (cx) + c f (x)*
 *NQMJDJU %JЙFSFOUJBUJPO
#FDBVTF B DJSDMF JT QFSIBQT UIF TJNQMFTU PG BMM DVSWFT UIBU DBOOPU CF SFQSFTFOUFE FYQMJDJUMZ BT
B TJOHMF GVODUJPO PG x XF CFHJO PVS FYQMPSBUJPO PG JNQMJDJU EJЙFSFOUJBUJPO XJUI UIF FYBNQMF
PG UIF DJSDMF HJWFO CZ x2 + y2 ! 16. *U JT WJTVBMMZ BQQBSFOU UIBU UIJT DVSWF JT MPDBMMZ MJOFBS TP
JU NBLFT TFOTF GPS VT UP XBOU UP КOE UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF BU BOZ QPJOU
BOE NPSFPWFS UP UIJOL UIBU UIF DVSWF JT EJЙFSFOUJBCMF 5IF CJH RVFTUJPO JT IPX EP XF КOE
B GPSNVMB GPS dydx  UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DJSDMF BU B HJWFO QPJOU PO UIF DJSDMF 
#Z WJFXJOH y BT BO JNQMJDJUy GVODUJPO PG x XF FTTFOUJBMMZ UIJOL PG y BT TPNF GVODUJPO XIPTF
GPSNVMB f (x) JT VOLOPXO CVU XIJDI XF DBO EJЙFSFOUJBUF +VTU BT y SFQSFTFOUT BO VOLOPXO
GPSNVMB TP UPP JUT EFSJWBUJWF XJUI SFTQFDU UP x dydx  XJMM CF 	BU MFBTU UFNQPSBSJMZ
 VOLOPXO
$POTJEFS UIF FRVBUJPO x2 + y2 ! 16 BOE WJFX y BT BO VOLOPXO EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO PG x
%JЙFSFOUJBUJOH CPUI TJEFT PG UIF FRVBUJPO XJUI SFTQFDU UP x XF IBWF
d
dx
)
x2 + y2
*
!
d
dx
[16] .
0O UIF SJHIU UIF EFSJWBUJWF PG UIF DPOTUBOU  JT  BOE PO UIF MFGU XF DBO BQQMZ UIF TVN SVMF
TP JU GPMMPXT UIBU
d
dx
)
x2
*
+
d
dx
)
y2
*
! 0.
y&TTFOUJBMMZ UIF JEFB PG BO JNQMJDJU GVODUJPO JT UIBU JU DBO CF CSPLFO JOUP QJFDFT XIFSF FBDI QJFDF DBO CF WJFXFE
BT BO FYQMJDJU GVODUJPO PG x BOE UIF DPNCJOBUJPO PG UIPTF QJFDFT DPOTUJUVUFT UIF GVMM JNQMJDJU GVODUJPO 'PS UIF
DJSDMF XF DPVME DIPPTF UP UBLF UIF UPQ IBMG BT POF FYQMJDJU GVODUJPO PG x BOE UIF CPUUPN IBMG BT BOPUIFS

 %FSJWBUJWFT PG 'VODUJPOT (JWFO *NQMJDJUMZ
/FYU JU JT FTTFOUJBM UIBU XF SFDPHOJ[F UIF EJЙFSFOU SPMFT CFJOH QMBZFE CZ x BOE y 4JODF x JT
UIF JOEFQFOEFOU WBSJBCMF JU JT UIF WBSJBCMF XJUI SFTQFDU UP XIJDI XF BSF EJЙFSFOUJBUJOH BOE
UIVT ddx
)
x2
*
! 2x. #VU y JT UIF EFQFOEFOU WBSJBCMF BOE y JT BO JNQMJDJU GVODUJPO PG x 5IVT
XIFO XF XBOU UP DPNQVUF ddx [y2] JU JT JEFOUJDBM UP UIF TJUVBUJPO JO 1SFWJFX "DUJWJUZ 
XIFSF XF DPNQVUFE ddx [ f (x)2] *O CPUI TJUVBUJPOT XF IBWF BO VOLOPXO GVODUJPO CFJOH
TRVBSFE BOE XF TFFL UIF EFSJWBUJWF PG UIF SFTVMU 5IJT SFRVJSFT UIF DIBJO SVMF CZ XIJDI
XF КOE UIBU ddx [y2] ! 2y1 dydx . 5IFSFGPSF DPOUJOVJOH PVS XPSL JO EJЙFSFOUJBUJOH CPUI TJEFT PG
x2 + y2 ! 16 XF OPX IBWF UIBU
2x + 2y
dy
dx
! 0.
4JODF PVS HPBM JT UP КOE BO FYQSFTTJPO GPS dydx  XF TPMWF UIJT NPTU SFDFOU FRVBUJPO GPS
dy
dx 
4VCUSBDUJOH 2x GSPN CPUI TJEFT BOE EJWJEJOH CZ 2y
dy
dx
! −2x2y ! −
x
y
.
5IFSF BSF TFWFSBM JNQPSUBOU UIJOHT UP PC
TFSWF BCPVU UIF SFTVMU UIBU dydx ! − xy  'JSTU
UIJT FYQSFTTJPO GPS UIF EFSJWBUJWF JOWPMWFT
CPUI x BOE y *U NBLFT TFOTF UIBU UIJT
TIPVME CF UIF DBTF TJODF GPS FBDI WBMVF PG
x CFUXFFO −4 BOE 4 UIFSF BSF UXP DPSSF
TQPOEJOH QPJOUT PO UIF DJSDMF BOE UIF TMPQF
PG UIF UBOHFOU MJOF JT EJЙFSFOU BU FBDI PG
UIFTF QPJOUT 4FDPOE UIJT GPSNVMB JT FO
UJSFMZ DPOTJTUFOU XJUI PVS VOEFSTUBOEJOH PG
DJSDMFT *G XF DPOTJEFS UIF SBEJVT GSPN UIF
PSJHJO UP UIF QPJOU (a , b) UIF TMPQF PG UIJT
MJOF TFHNFOU JT mr ! ba  5IF UBOHFOU MJOF UP
UIF DJSDMF BU (a , b) XJMM CF QFSQFOEJDVMBS UP
UIF SBEJVT BOE UIVT IBWF TMPQFmt ! − ab  BT
TIPXO JO 'JHVSF  'JOBMMZ UIF TMPQF PG
UIF UBOHFOU MJOF JT [FSP BU (0, 4) BOE (0,−4)
BOE JT VOEFКOFE BU (−4, 0) BOE (4, 0) BMM
PG UIFTF WBMVFT BSF DPOTJTUFOU XJUI UIF GPS
NVMB dydx ! − xy 
mt =−
a
b
(a,b)
mr =
b
a
'JHVSF 5IF DJSDMF HJWFO CZ x2+y2 ! 16
XJUI QPJOU (a , b) PO UIF DJSDMF BOE UIF UBO
HFOU MJOF BU UIBU QPJOU XJUI MBCFMFE TMPQFT
PG UIF SBEJBM MJOF mr  BOE UBOHFOU MJOF mt 
8F DPOTJEFS UIF GPMMPXJOH NPSF DPNQMJDBUFE FYBNQMF UP JOWFTUJHBUF BOE EFNPOTUSBUF TPNF
BEEJUJPOBM BMHFCSBJD JTTVFT UIBU BSJTF JO QSPCMFNT JOWPMWJOH JNQMJDJU EJЙFSFOUJBUJPO

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
&YBNQMF  'PS UIF DVSWF HJWFO JNQMJDJUMZ CZ x3 + y2 − 2xy ! 2 TIPXO JO 'JHVSF 
КOE UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF BU (−1, 1)
-3 3
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x
y
'JHVSF  5IF DVSWF x3 + y2 − 2xy ! 2
4PMVUJPO 8FCFHJO CZ EJЙFSFOUJBUJOH UIF DVSWFɒT FRVBUJPO JNQMJDJUMZ 5BLJOH UIF EFSJWBUJWF
PG FBDI TJEF XJUI SFTQFDU UP x
d
dx
)
x3 + y2 − 2xy* ! d
dx
[2] ,
CZ UIF TVN SVMF BOE UIF GBDU UIBU UIF EFSJWBUJWF PG B DPOTUBOU JT [FSP XF IBWF
d
dx
[x3] + d
dx
[y2] − d
dx
[2xy] ! 0.
'PS UIF UISFF EFSJWBUJWFT XF OPX NVTU FYFDVUF UIF КSTU VTFT UIF TJNQMF QPXFS SVMF UIF
TFDPOE SFRVJSFT UIF DIBJO SVMF 	TJODF y JT BO JNQMJDJU GVODUJPO PG x
 BOE UIF UIJSE OFDFTTJUBUFT
UIF QSPEVDU SVMF 	BHBJO TJODF y JT B GVODUJPO PG x
 "QQMZJOH UIFTF SVMFT XF OPX КOE UIBU
3x2 + 2y
dy
dx
− [2x dy
dx
+ 2y] ! 0.
3FNFNCFSJOH UIBU PVS HPBM JT UP КOE BO FYQSFTTJPO GPS dydx TP UIBU XF DBO EFUFSNJOF UIF TMPQF
PG B QBSUJDVMBS UBOHFOU MJOF XF XBOU UP TPMWF UIF QSFDFEJOH FRVBUJPO GPS dydx  5P EP TP XF
HFU BMM PG UIF UFSNT JOWPMWJOH dydx PO POF TJEF PG UIF FRVBUJPO BOE UIFO GBDUPS &YQBOEJOH BOE
UIFO TVCUSBDUJOH 3x2 − 2y GSPN CPUI TJEFT JU GPMMPXT UIBU
2y
dy
dx
− 2x dy
dx
! 2y − 3x2.

 %FSJWBUJWFT PG 'VODUJPOT (JWFO *NQMJDJUMZ
'BDUPSJOH UIF MFGU TJEF UP JTPMBUF dydx  XF IBWF
dy
dx
(2y − 2x) ! 2y − 3x2.
'JOBMMZ XF EJWJEF CPUI TJEFT CZ (2y − 2x) BOE DPODMVEF UIBU
dy
dx
!
2y − 3x2
2y − 2x .
)FSF BHBJO UIF FYQSFTTJPO GPS dydx EFQFOET PO CPUI x BOE y 5P КOE UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU
MJOF BU (−1, 1) XF TVCTUJUVUF UIJT QPJOU JO UIF GPSNVMB GPS dydx  VTJOH UIF OPUBUJPO
dy
dx
-----(−1,1) ! 2(1) − 3(−1)
2
2(1) − 2(−1) ! −
1
4 .
5IJT WBMVF NBUDIFT PVS WJTVBM FTUJNBUF PG UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF TIPXO JO 'JHVSF 
&YBNQMF  TIPXT UIBU JU JT QPTTJCMF XIFO EJЙFSFOUJBUJOH JNQMJDJUMZ UP IBWFNVMUJQMF UFSNT
JOWPMWJOH dydx  3FHBSEMFTT PG UIF QBSUJDVMBS DVSWF JOWPMWFE PVS BQQSPBDI XJMM CF TJNJMBS FBDI
UJNF "GUFS EJЙFSFOUJBUJOH XF FYQBOE TP UIBU FBDI TJEF PG UIF FRVBUJPO JT B TVN PG UFSNT
TPNF PG XIJDI JOWPMWF dydx  /FYU BEEJUJPO BOE TVCUSBDUJPO BSF VTFE UP HFU BMM UFSNT JOWPMWJOH
dy
dx PO POF TJEF PG UIF FRVBUJPO XJUI BMM SFNBJOJOH UFSNT PO UIF PUIFS 'JOBMMZ XF GBDUPS UP
HFU B TJOHMF JOTUBODF PG dydx  BOE UIFO EJWJEF UP TPMWF GPS
dy
dx 
/PUF UPP UIBU TJODF dydx JT PGUFO B GVODUJPO PG CPUI x BOE y XF VTF UIF OPUBUJPO
dy
dx
-----(a ,b)
UP EFOPUF UIF FWBMVBUJPO PG dydx BU UIF QPJOU (a , b) 5IJT JT BOBMPHPVT UP XSJUJOH f ′(a) XIFO f ′
EFQFOET PO B TJOHMF WBSJBCMF
'JOBMMZ UIFSF JT B CJH EJЙFSFODF CFUXFFO XSJUJOH ddx BOE
dy
dx  'PS FYBNQMF
d
dx
[x2 + y2]
HJWFT BO JOTUSVDUJPO UP UBLF UIF EFSJWBUJWF XJUI SFTQFDU UP x PG UIF RVBOUJUZ x2 + y2 QSFTVN
BCMZ XIFSF y JT B GVODUJPO PG x 0O UIF PUIFS IBOE
dy
dx
(x2 + y2)
NFBOT UIF QSPEVDU PG UIF EFSJWBUJWF PG y XJUI SFTQFDU UP x XJUI UIF RVBOUJUZ x2 + y2 6OEFS
TUBOEJOH UIJT OPUBUJPOBM TVCUMFUZ JT FTTFOUJBM
5IF GPMMPXJOH BDUJWJUJFT QSFTFOU PQQPSUVOJUJFT UP FYQMPSF TFWFSBM EJЙFSFOU QSPCMFNT JOWPMW
JOH JNQMJDJU EJЙFSFOUJBUJPO

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF DVSWF EFКOFE CZ UIF FRVBUJPO x ! y5 − 5y3 + 4y XIPTF
HSBQI JT QJDUVSFE JO 'JHVSF 
B &YQMBJO XIZ JU JT OPU QPTTJCMF UP FY
QSFTT y BT BO FYQMJDJU GVODUJPO PG x
C 6TF JNQMJDJU EJЙFSFOUJBUJPO UP КOE B
GPSNVMB GPS dy/dx
D 6TF ZPVS SFTVMU GSPN QBSU 	C
 UP КOE
BO FRVBUJPO PG UIF MJOF UBOHFOU UP
UIF HSBQI PG x ! y5 − 5y3 + 4y BU
UIF QPJOU (0, 1)
E 6TF ZPVS SFTVMU GSPN QBSU 	C
 UP EF
UFSNJOF BMM PG UIF QPJOUT BU XIJDI
UIF HSBQI PG x ! y5 − 5y3 + 4y IBT
B WFSUJDBM UBOHFOU MJOF
-3 3
-3
3
x
y
'JHVSF  5IF DVSWF x ! y5 − 5y3 + 4y
5XPOBUVSBM RVFTUJPOT UP BTL BCPVU BOZ DVSWF JOWPMWFXIFSF UIF UBOHFOU MJOF DBO CF WFSUJDBM PS
IPSJ[POUBM 5P CF IPSJ[POUBM UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF NVTU CF [FSP XIJMF UP CF WFSUJDBM
UIF TMPQF NVTU CF VOEFКOFE *U JT UZQJDBMMZ UIF DBTF XIFO EJЙFSFOUJBUJOH JNQMJDJUMZ UIBU UIF
GPSNVMB GPS dydx JT FYQSFTTFE BT B RVPUJFOU PG GVODUJPOT PG x BOE y TBZ
dy
dx
!
p(x , y)
q(x , y) .
5IVT XF PCTFSWF UIBU UIF UBOHFOU MJOF XJMM CF IPSJ[POUBM QSFDJTFMZ XIFO UIF OVNFSBUPS JT
[FSP BOE UIF EFOPNJOBUPS JT OPO[FSP NBLJOH UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF [FSP 4JNJMBSMZ
UIF UBOHFOU MJOF XJMM CF WFSUJDBM XIFOFWFS q(x , y) ! 0 BOE p(x , y) ! 0 NBLJOH UIF TMPQF
VOEFКOFE *G CPUI x BOE y BSF JOWPMWFE JO BO FRVBUJPO TVDI BT p(x , y) ! 0 XF USZ UP TPMWF
GPS POF PG UIFN JO UFSNT PG UIF PUIFS BOE UIFO VTF UIF SFTVMUJOH DPOEJUJPO JO UIF PSJHJOBM
FRVBUJPO UIBU EFКOFT UIF DVSWF UP КOE BO FRVBUJPO JO B TJOHMF WBSJBCMF UIBU XF DBO TPMWF UP
EFUFSNJOF UIF QPJOU	T
 UIBU MJF PO UIF DVSWF BU XIJDI UIF DPOEJUJPO IPMET *U JT OPU BMXBZT
QPTTJCMF UP FYFDVUF UIF EFTJSFE BMHFCSB EVF UP UIF QPTTJCMZ DPNQMJDBUFE DPNCJOBUJPOT PG
GVODUJPOT UIBU PGUFO BSJTF
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF DVSWF EFКOFE CZ UIF FRVBUJPO y(y2−1)(y−2) ! x(x−1)(x−
2) XIPTF HSBQI JT QJDUVSFE JO 'JHVSF  5ISPVHI JNQMJDJU EJЙFSFOUJBUJPO JU DBO CF

 %FSJWBUJWFT PG 'VODUJPOT (JWFO *NQMJDJUMZ
TIPXO UIBU
dy
dx
!
(x − 1)(x − 2) + x(x − 2) + x(x − 1)
(y2 − 1)(y − 2) + 2y2(y − 2) + y(y2 − 1) .
6TF UIJT GBDU UP BOTXFS FBDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT
B %FUFSNJOF BMM QPJOUT (x , y) BU XIJDI
UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF JT IPS
J[POUBM 	6TF UFDIOPMPHZ BQQSPQSJ
BUFMZ UP КOE UIF OFFEFE [FSPT PG UIF
SFMFWBOU QPMZOPNJBM GVODUJPO

C %FUFSNJOF BMM QPJOUT (x , y) BU XIJDI
UIF UBOHFOU MJOF JT WFSUJDBM 	6TF
UFDIOPMPHZ BQQSPQSJBUFMZ UP КOE
UIF OFFEFE [FSPT PG UIF SFMFWBOU
QPMZOPNJBM GVODUJPO

D 'JOE UIF FRVBUJPO PG UIF UBOHFOU
MJOF UP UIF DVSWF BU POF PG UIF QPJOUT
XIFSF x ! 1
1 2 3
-1
1
2
x
y
'JHVSF  y(y2−1)(y−2) ! x(x−1)(x−
2)
"DUJWJUZ  'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH DVSWFT VTF JNQMJDJU EJЙFSFOUJBUJPO UP КOE dy/dx
BOE EFUFSNJOF UIF FRVBUJPO PG UIF UBOHFOU MJOF BU UIF HJWFO QPJOU
B x3 − y3 ! 6xy (−3, 3)
C sin(y) + y ! x3 + x (0, 0)
D 3xe−xy ! y2 (0.619061, 1)
4VNNBSZ
ə 8IFO XF IBWF BO FRVBUJPO JOWPMWJOH x BOE y XIFSF y DBOOPU CF TPMWFE GPS FYQMJDJUMZ
JO UFSNT PG x CVU XIFSF QPSUJPOT PG UIF DVSWF DBO CF UIPVHIU PG BT CFJOH HFOFSBUFE CZ
FYQMJDJU GVODUJPOT PG x XF TBZ UIBU y JT BO JNQMJDJU GVODUJPO PG x " HPPE FYBNQMF PG
TVDI B DVSWF JT UIF VOJU DJSDMF
ə *O UIF QSPDFTT PG JNQMJDJU EJЙFSFOUJBUJPO XF UBLF UIF FRVBUJPO UIBU HFOFSBUFT BO JN
QMJDJUMZ HJWFO DVSWF BOE EJЙFSFOUJBUF CPUI TJEFT XJUI SFTQFDU UP x XIJMF USFBUJOH y BT
B GVODUJPO PG x *O TP EPJOH UIF DIBJO SVMF MFBET dydx UP BSJTF BOE UIFO XF NBZ TVCTF
RVFOUMZ TPMWF GPS dydx VTJOH BMHFCSB

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
ə 8IJMF dydx NBZ OPX JOWPMWF CPUI UIF WBSJBCMFT x BOE y
dy
dx TUJMM NFBTVSFT UIF TMPQF PG
UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF BOE UIVT UIJT EFSJWBUJWF NBZ CF VTFE UP EFDJEF XIFO UIF
UBOHFOU MJOF JT IPSJ[POUBM 	 dydx ! 0
 PS WFSUJDBM 	
dy
dx JT VOEFКOFE
 PS UP КOE UIF FRVBUJPO
PG UIF UBOHFOU MJOF BU B QBSUJDVMBS QPJOU PO UIF DVSWF
&YFSDJTFT
 'JOE dy/dx JO UFSNT PG x BOE y JG x5y − x − 9y − 8 ! 0
dy
dx
!
 'JOE dy
dx
JO UFSNT PG x BOE y JG x ln y + y2 ! 6 ln x
dy
dx
!
 'JOE dy/dx JO UFSNT PG x BOE y JG arcsin(x3y) ! xy3
dy
dx !
 'JOE UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU UP UIF DVSWF x3 + 2xy + y2 ! 64 BU (1, 7)
5IF TMPQF JT 
	&OUFS VOEFG JG UIF TMPQF JT OPU EFКOFE BU UIJT QPJOU

 6TF JNQMJDJU EJЙFSFOUJBUJPO UP КOE BO FRVBUJPO PG UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF xy3+4xy !
40 BU UIF QPJOU (8, 1)
5IF FRVBUJPO EFКOFT UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF BU UIF QPJOU (8, 1)
 $POTJEFS UIF DVSWF HJWFO CZ UIF FRVBUJPO 2y3 + y2 − y5 ! x4 − 2x3 + x2 'JOE BMM QPJOUT BU
XIJDI UIF UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF JT IPSJ[POUBM PS WFSUJDBM #F TVSF UP VTF B HSBQIJOH VUJMJUZ
UP QMPU UIJT JNQMJDJU DVSWF BOE UP WJTVBMMZ DIFDL UIF SFTVMUT PG BMHFCSBJD SFBTPOJOH UIBU ZPV
VTF UP EFUFSNJOF XIFSF UIF UBOHFOU MJOFT BSF IPSJ[POUBM BOE WFSUJDBM
 'PS UIF DVSWF HJWFO CZ UIF FRVBUJPO sin(x + y) + cos(x − y) ! 1 КOE UIF FRVBUJPO PG UIF
UBOHFOU MJOF UP UIF DVSWF BU UIF QPJOU (π2 , π2 )
 *NQMJDJU EJЙFSFOUJBUJPO FOBCMFT VT B EJЙFSFOU QFSTQFDUJWF GSPN XIJDI UP TFF XIZ UIF SVMF
d
dx [ax] ! ax ln(a) IPMET JG XF BTTVNF UIBU ddx [ln(x)] ! 1x  5IJT FYFSDJTF MFBET ZPV UISPVHI UIF
LFZ TUFQT UP EP TP
B -FU y ! ax  3FXSJUF UIJT FRVBUJPO VTJOH UIF OBUVSBM MPHBSJUIN GVODUJPO UP XSJUF x JO
UFSNT PG y 	BOE UIF DPOTUBOU a

C %JЙFSFOUJBUF CPUI TJEFT PG UIF FRVBUJPO ZPV GPVOE JO 	B
 XJUI SFTQFDU UP x LFFQJOH JO
NJOE UIBU y JT JNQMJDJUMZ B GVODUJPO PG x
D 4PMWF UIF FRVBUJPO ZPV GPVOE JO 	C
 GPS dydx  BOE UIFO VTF UIF EFКOJUJPO PG y UP XSJUF
dy
dx
TPMFMZ JO UFSNT PG x 8IBU IBWF ZPV GPVOE 

 6TJOH %FSJWBUJWFT UP &WBMVBUF -JNJUT
 6TJOH %FSJWBUJWFT UP &WBMVBUF -JNJUT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX DBO EFSJWBUJWFT CF VTFE UP IFMQ VT FWBMVBUF JOEFUFSNJOBUF MJNJUT PG UIF GPSN 00 
ə 8IBU EPFT JU NFBO UP TBZ UIBU limx→∞ f (x) ! L BOE limx→a f (x) ! ∞ 
ə )PX DBO EFSJWBUJWFT BTTJTU VT JO FWBMVBUJOH JOEFUFSNJOBUF MJNJUT PG UIF GPSN ∞∞ 
#FDBVTF EJЙFSFOUJBM DBMDVMVT JT CBTFE PO UIF EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF BOE UIF EFКOJUJPO
PG UIF EFSJWBUJWF JOWPMWFT B MJNJU UIFSF JT B TFOTF JO XIJDI BMM PG DBMDVMVT SFTUT PO MJNJUT
*O BEEJUJPO UIF MJNJU JOWPMWFE JO UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF JT POF UIBU BMXBZT
HFOFSBUFT BO JOEFUFSNJOBUF GPSN PG 00  *G f JT B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO GPS XIJDI f ′(x) FYJTUT
UIFO XIFO XF DPOTJEFS
f ′(x) ! lim
h→0
f (x + h) − f (x)
h
,
JU GPMMPXT UIBU OPU POMZ EPFT h → 0 JO UIF EFOPNJOBUPS CVU BMTP ( f (x + h) − f (x)) → 0 JO
UIF OVNFSBUPS TJODF f JT DPOUJOVPVT 5IVT UIF GVOEBNFOUBM GPSN PG UIF MJNJU JOWPMWFE JO
UIF EFКOJUJPO PG f ′(x) JT 00  3FNFNCFS TBZJOH B MJNJU IBT BO JOEFUFSNJOBUF GPSN POMZ NFBOT
UIBU XF EPOɒU ZFU LOPX JUT WBMVF BOE IBWF NPSF XPSL UP EP JOEFFE MJNJUT PG UIF GPSN 00 DBO
UBLF PO BOZ WBMVF BT JT FWJEFODFE CZ FWBMVBUJOH f ′(x) GPS WBSZJOH WBMVFT PG x GPS B GVODUJPO
TVDI BT f ′(x) ! x2
0G DPVSTF XF IBWF MFBSOFE NBOZ EJЙFSFOU UFDIOJRVFT GPS FWBMVBUJOH UIF MJNJUT UIBU SFTVMU
GSPN UIF EFSJWBUJWF EFКOJUJPO BOE JODMVEJOH B MBSHF OVNCFS PG TIPSUDVU SVMFT UIBU FOBCMF
VT UP FWBMVBUF UIFTF MJNJUT RVJDLMZ BOE FBTJMZ *O UIJT TFDUJPO XF UVSO UIF TJUVBUJPO VQTJEF
EPXO SBUIFS UIBO VTJOH MJNJUT UP FWBMVBUF EFSJWBUJWFT XF FYQMPSF IPX UP VTF EFSJWBUJWFT
UP FWBMVBUF DFSUBJO MJNJUT 5IJT UPQJD XJMM DPNCJOF TFWFSBM EJЙFSFOU JEFBT JODMVEJOH MJNJUT
EFSJWBUJWF TIPSUDVUT MPDBM MJOFBSJUZ BOE UIF UBOHFOU MJOF BQQSPYJNBUJPO
1SFWJFX "DUJWJUZ  -FU h CF UIF GVODUJPO HJWFO CZ h(x) ! x5+x−2x2−1 
B 8IBU JT UIF EPNBJO PG h 
C &YQMBJO XIZ lim
x→1
x5 + x − 2
x2 − 1 SFTVMUT JO BO JOEFUFSNJOBUF GPSN
D /FYU XF XJMM JOWFTUJHBUF UIF CFIBWJPS PG CPUI UIF OVNFSBUPS BOE EFOPNJOBUPS PG
h OFBS UIF QPJOU XIFSF x ! 1 -FU f (x) ! x5 + x − 2 BOE !(x) ! x2 − 1 'JOE UIF
MPDBM MJOFBSJ[BUJPOT PG f BOE ! BU a ! 1 BOE DBMM UIFTF GVODUJPOT L f (x) BOE L!(x)
SFTQFDUJWFMZ
E &YQMBJO XIZ h(x) ≈ L f (x)L! (x) GPS x OFBS a ! 1

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
F 6TJOH ZPVS XPSL GSPN 	D
 BOE 	E
 FWBMVBUF
lim
x→1
L f (x)
L!(x) .
8IBU EP ZPV UIJOL ZPVS SFTVMU UFMMT VT BCPVU limx→1 h(x) 
G *OWFTUJHBUF UIF GVODUJPO h(x) HSBQIJDBMMZ BOE OVNFSJDBMMZ OFBS x ! 1 8IBU EP ZPV
UIJOL JT UIF WBMVF PG limx→1 h(x) 
 6TJOH EFSJWBUJWFT UP FWBMVBUF JOEFUFSNJOBUF MJNJUT PG UIF GPSN 00 
a
g
Lg
f
L f
a
Lg ≈ g
Lf ≈ f
'JHVSF  "U MFGU UIF HSBQIT PG f BOE ! OFBS UIF WBMVF a BMPOH XJUI UIFJS UBOHFOU MJOF
BQQSPYJNBUJPOT L f BOE L! BU x ! a "U SJHIU [PPNJOH JO PO UIF QPJOU a BOE UIF GPVS HSBQIT
5IF GVOEBNFOUBM JEFB PG 1SFWJFX "DUJWJUZ  ɏ UIBU XF DBO FWBMVBUF BO JOEFUFSNJOBUF
MJNJU PG UIF GPSN 00 CZ SFQMBDJOH FBDI PG UIF OVNFSBUPS BOE EFOPNJOBUPS XJUI UIFJS MPDBM
MJOFBSJ[BUJPOT BU UIF QPJOU PG JOUFSFTU ɏ DBO CF HFOFSBMJ[FE JO B XBZ UIBU FOBCMFT VT UP FBTJMZ
FWBMVBUF B XJEF SBOHF PG MJNJUT 8F CFHJO CZ BTTVNJOH UIBU XF IBWF B GVODUJPO h(x) UIBU DBO
CF XSJUUFO JO UIF GPSN h(x) ! f (x)!(x) XIFSF f BOE ! BSF CPUI EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a BOE GPS
XIJDI f (a) ! !(a) ! 0 8F BSF JOUFSFTUFE JO КOEJOH BXBZ UP FWBMVBUF UIF JOEFUFSNJOBUF MJNJU
HJWFO CZ limx→a h(x). *O 'JHVSF  XF TFF B WJTVBM SFQSFTFOUBUJPO PG UIF TJUVBUJPO JOWPMWJOH
TVDI GVODUJPOT f BOE ! *O QBSUJDVMBS XF TFF UIBU CPUI f BOE ! IBWF BO xJOUFSDFQU BU UIF
QPJOU XIFSF x ! a *O BEEJUJPO TJODF FBDI GVODUJPO JT EJЙFSFOUJBCMF FBDI JT MPDBMMZ MJOFBS
BOE XF DBO КOE UIFJS SFTQFDUJWF UBOHFOU MJOF BQQSPYJNBUJPOT L f BOE L! BU x ! a XIJDI BSF
BMTP TIPXO JO UIF КHVSF 4JODF XF BSF JOUFSFTUFE JO UIF MJNJU PG f (x)!(x) BT x → a UIF JOEJWJEVBM

 6TJOH %FSJWBUJWFT UP &WBMVBUF -JNJUT
CFIBWJPST PG f (x) BOE !(x) BT x → a BSF LFZ UP VOEFSTUBOE )FSF XF UBLF BEWBOUBHF PG
UIF GBDU UIBU FBDI GVODUJPO BOE JUT UBOHFOU MJOF BQQSPYJNBUJPO CFDPNF JOEJTUJOHVJTIBCMF BT
x → a
'JSTU MFUɒT SFBMM UIBU L f (x) ! f ′(a)(x − a) + f (a) BOE L!(x) ! !′(a)(x − a) + !(a) 5IF DSJUJDBM
PCTFSWBUJPO XF NBLF JT UIBU XIFO UBLJOH UIF MJNJU CFDBVTF x JT HFUUJOH BSCJUSBSJMZ DMPTF UP
a XF DBO SFQMBDF f XJUI L f BOE SFQMBDF ! XJUI L!  BOE UIVT XF PCTFSWF UIBU
lim
x→a
f (x)
!(x) ! limx→a
L f (x)
L!(x)
! lim
x→a
f ′(a)(x − a) + f (a)
!′(a)(x − a) + !(a) .
/FYU XF SFNFNCFS B LFZ GVOEBNFOUBM BTTVNQUJPO UIBU CPUI f (a) ! 0 BOE !(a) ! 0 BT UIJT
JT QSFDJTFMZ XIBU NBLFT UIF PSJHJOBM MJNJU JOEFUFSNJOBUF 4VCTUJUVUJOH UIFTF WBMVFT GPS f (a)
BOE !(a) JO UIF MJNJU BCPWF XF OPX IBWF
lim
x→a
f (x)
!(x) ! limx→a
f ′(a)(x − a)
!′(a)(x − a)
! lim
x→a
f ′(a)
!′(a) ,
XIFSF UIF MBUUFS FRVBMJUZ IPMET TJODF x JT BQQSPBDIJOH 	CVU OPU FRVBM UP
 a TP x−ax−a ! 1 'JOBMMZ
XF OPUF UIBU f ′(a)!′(a) JT DPOTUBOU XJUI SFTQFDU UP x BOE UIVT
lim
x→a
f (x)
!(x) !
f ′(a)
!′(a) .
8F IBWF PG DPVSTF JNQMJDJUMZ NBEF UIF BTTVNQUJPO UIBU !′(a) ! 0 XIJDI JT FTTFOUJBM UP UIF
PWFSBMM MJNJU IBWJOH UIF WBMVF f ′(a)!′(a)  8F TVNNBSJ[F PVS XPSL BCPWF XJUI UIF TUBUFNFOU PG
-ɒ)´QJUBMɒT 3VMF XIJDI JT UIF GPSNBM OBNF PG UIF SFTVMU XF IBWF TIPXO
-ɒ)´QJUBMɒT 3VMF
-FU f BOE ! CF EJЙFSFOUJBCMF BU x ! a BOE TVQQPTF UIBU f (a) ! !(a) ! 0 BOE UIBU
!′(a) ! 0 5IFO limx→a f (x)!(x) ! f
′(a)
!′(a) .
*O QSBDUJDF XF UZQJDBMMZXPSLXJUI B TMJHIUMZNPSF HFOFSBM WFSTJPO PG -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF XIJDI
TUBUFT UIBU 	VOEFS UIF JEFOUJDBM BTTVNQUJPOT BT UIF CPYFE SVMF BCPWF BOE UIF FYUSB BTTVNQ
UJPO UIBU !′ JT DPOUJOVPVT BU x ! a

lim
x→a
f (x)
!(x) ! limx→a
f ′(x)
!′(x) ,
QSPWJEFE UIF SJHIUIBOE MJNJU FYJTUT 5IJT GPSN SFЛFDUT UIF GVOEBNFOUBM CFOFКU PG -ɒ)´QJUBMɒT
3VMF JG f (x)!(x) QSPEVDFT BO JOEFUFSNJOBUF MJNJU PG GPSN 00 BT x → a JU JT FRVJWBMFOU UP DPOTJEFS

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
UIF MJNJU PG UIF RVPUJFOU PG UIF UXP GVODUJPOTɒ EFSJWBUJWFT f ′(x)!′(x) . 'PS FYBNQMF JG XF DPOTJEFS
UIF MJNJU GSPN 1SFWJFX "DUJWJUZ 
lim
x→1
x5 + x − 2
x2 − 1 ,
CZ -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF XF IBWF UIBU
lim
x→1
x5 + x − 2
x2 − 1 ! limx→1
5x4 + 1
2x !
6
2 ! 3.
#Z CFJOH BCMF UP SFQMBDF UIF OVNFSBUPS BOE EFOPNJOBUPS XJUI UIFJS SFTQFDUJWF EFSJWBUJWFT
XF PGUFO NPWF GSPN BO JOEFUFSNJOBUF MJNJU UP POF XIPTF WBMVF XF DBO FBTJMZ EFUFSNJOF
"DUJWJUZ  &WBMVBUF FBDI PG UIF GPMMPXJOH MJNJUT *G ZPV VTF -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF JOEJDBUF
XIFSF JU XBT VTFE BOE CF DFSUBJO JUT IZQPUIFTFT BSF NFU CFGPSF ZPV BQQMZ JU
B limx→0 ln(1+x)x
C limx→π cos(x)x
D limx→1 2 ln(x)1−ex−1
E limx→0 sin(x)−xcos(2x)−1
8IJMF -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF DBO CF BQQMJFE JO BO FOUJSFMZ BMHFCSBJD XBZ
a
g
m= g′(a)
f
m= f ′(a)
a m= g′(a)
m= f ′(a)
'JHVSF  5XP GVODUJPOT f BOE ! UIBU TBUJTGZ -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF
JU JT JNQPSUBOU UP SFNFNCFS UIBU UIF HFOFTJT PG UIF SVMF JT HSBQIJDBM UIF NBJO JEFB JT UIBU
UIF TMPQFT PG UIF UBOHFOU MJOFT UP f BOE ! BU x ! a EFUFSNJOF UIF WBMVF PG UIF MJNJU PG f (x)!(x) BT

 6TJOH %FSJWBUJWFT UP &WBMVBUF -JNJUT
x → a 8F TFF UIJT JO 'JHVSF  XIJDI JT B NPEJКFE WFSTJPO PG 'JHVSF  XIFSF XF DBO
TFF GSPN UIF HSJE UIBU f ′(a) ! 2 BOE !′(a) ! −1 IFODF CZ -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF
lim
x→a
f (x)
!(x) !
f ′(a)
!′(a) !
2
−1 ! −2.
*OEFFE XIBU XF PCTFSWF JT UIBU JUɒT OPU UIF GBDU UIBU f BOE ! CPUI BQQSPBDI [FSP UIBU NBUUFST
NPTU CVU SBUIFS UIF SBUF BUXIJDI FBDI BQQSPBDIFT [FSP UIBU EFUFSNJOFT UIF WBMVF PG UIF MJNJU
5IJT JT B HPPE XBZ UP SFNFNCFS XIBU -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF TBZT JG f (a) ! !(a) ! 0 UIF UIF MJNJU
PG f (x)!(x) BT x → a JT HJWFO CZ UIF SBUJP PG UIF TMPQFT PG f BOE ! BU x ! a
"DUJWJUZ  *O UIJT BDUJWJUZ XF SFBTPO HSBQIJDBMMZ GSPN UIF GPMMPXJOH КHVSF UP FWBM
VBUF MJNJUT PG SBUJPT PG GVODUJPOT BCPVU XIJDI TPNF JOGPSNBUJPO JT LOPXO
1 2 3 4
-2
-1
1
2
f
g
1 2 3 4
-2
-1
1
2
p
q
1 2 3 4
-2
-1
1
2
s
r
'JHVSF  5ISFF HSBQIT SFGFSFODFE JO UIF RVFTUJPOT PG "DUJWJUZ 
B 6TF UIF MFGUIBOE HSBQI UP EFUFSNJOF UIF WBMVFT PG f (2) f ′(2) !(2) BOE !′(2)
5IFO FWBMVBUF lim
x→2
f (x)
!(x) 
C 6TF UIF NJEEMF HSBQI UP КOE p(2) p′(2) q(2) BOE q′(2) 5IFO EFUFSNJOF UIF WBMVF
PG lim
x→2
p(x)
q(x) 
D 6TF UIF SJHIUIBOE HSBQI UP DPNQVUF r(2) r′(2) s(2) s′(2) &YQMBJO XIZ ZPV DBO
OPU EFUFSNJOF UIF FYBDU WBMVF PG lim
x→2
r(x)
s(x) XJUIPVU GVSUIFS JOGPSNBUJPO CFJOH QSP
WJEFE CVU UIBU ZPV DBO EFUFSNJOF UIF TJHO PG lim
x→2
r(x)
s(x)  *O BEEJUJPO TUBUF XIBU UIF
TJHO PG UIF MJNJU XJMM CF XJUI KVTUJКDBUJPO

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
 -JNJUT JOWPMWJOH∞
5IF DPODFQU PG JOКOJUZ EFOPUFE∞ BSJTFT OBUVSBMMZ JO DBMDVMVT MJLF JU EPFT JO NVDI PG NBUI
FNBUJDT *U JT JNQPSUBOU UP OPUF GSPN UIF PVUTFU UIBU∞ JT B DPODFQU CVU OPU B OVNCFS JUTFMG
*OEFFE UIF OPUJPO PG ∞ OBUVSBMMZ JOWPLFT UIF JEFB PG MJNJUT $POTJEFS GPS FYBNQMF UIF
GVODUJPO f (x) ! 1x  XIPTF HSBQI JT QJDUVSFE JO 'JHVSF 
8F OPUF UIBU x ! 0 JT OPU JO UIF EPNBJO PG
f  TP XF NBZ OBUVSBMMZ XPOEFS XIBU IBQ
QFOT BT x → 0 "T x → 0+ XF PCTFSWF UIBU
f (x) JODSFBTFT XJUIPVU CPVOE 5IBU JT XF DBO
NBLF UIF WBMVF PG f (x) BT MBSHF BTXF MJLF CZ
UBLJOH x DMPTFS BOE DMPTFS 	CVU OPU FRVBM
 UP
 XIJMF LFFQJOH x > 0 5IJT JT B HPPE XBZ
UP UIJOL BCPVU XIBU JOКOJUZ SFQSFTFOUT B
RVBOUJUZ JT UFOEJOH UP JOКOJUZ JG UIFSF JT OP
TJOHMF OVNCFS UIBU UIF RVBOUJUZ JT BMXBZT
MFTT UIBO
1
1
f (x) = 1x
'JHVSF  5IF HSBQI PG f (x) ! 1x 
3FDBMM UIBU XIFO XF XSJUF limx→a f (x) ! L UIJT NFBOT UIBU DBO NBLF f (x) BT DMPTF UP L BT
XFɒE MJLF CZ UBLJOH x TVМDJFOUMZ DMPTF 	CVU OPU FRVBM
 UP a 8F UIVT FYQBOE UIJT OPUBUJPO BOE
MBOHVBHF UP JODMVEF UIF QPTTJCJMJUZ UIBU FJUIFS L PS a DBO CF ∞ 'PS JOTUBODF GPS f (x) ! 1x 
XF OPX XSJUF
lim
x→0+
1
x
! ∞,
CZ XIJDI XF NFBO UIBU XF DBO NBLF 1x BT MBSHF BT XF MJLF CZ UBLJOH x TVМDJFOUMZ DMPTF 	CVU
OPU FRVBM
 UP  *O B TJNJMBS XBZ XF OBUVSBMMZ XSJUF
lim
x→∞
1
x
! 0,
TJODF XF DBO NBLF 1x BT DMPTF UP  BT XFɒE MJLF CZ UBLJOH x TVМDJFOUMZ MBSHF 	JF CZ MFUUJOH x
JODSFBTF XJUIPVU CPVOE

*O HFOFSBM XF VOEFSTUBOE UIF OPUBUJPO limx→a f (x) ! ∞ UP NFBO UIBU XF DBO NBLF f (x)
BT MBSHF BT XFɒE MJLF CZ UBLJOH x TVМDJFOUMZ DMPTF 	CVU OPU FRVBM
 UP a BOE UIF OPUBUJPO
limx→∞ f (x) ! L UP NFBO UIBU XF DBO NBLF f (x) BT DMPTF UP L BT XFɒE MJLF CZ UBLJOH x
TVМDJFOUMZ MBSHF 5IJT OPUBUJPO BQQMJFT UP MFGU BOE SJHIUIBOE MJNJUT QMVT XF DBO BMTP VTF
MJNJUT JOWPMWJOH −∞ 'PS FYBNQMF SFUVSOJOH UP 'JHVSF  BOE f (x) ! 1x  XF DBO TBZ UIBU
lim
x→0−
1
x
! −∞ BOE lim
x→−∞
1
x
! 0.

 6TJOH %FSJWBUJWFT UP &WBMVBUF -JNJUT
'JOBMMZ XF XSJUF
lim
x→∞ f (x) ! ∞
XIFO XF DBO NBLF UIF WBMVF PG f (x) BT MBSHF BT XFɒE MJLF CZ UBLJOH x TVМDJFOUMZ MBSHF 'PS
FYBNQMF
lim
x→∞ x
2
! ∞.
/PUF QBSUJDVMBSMZ UIBU MJNJUT JOWPMWJOH JOКOJUZ JEFOUJGZ WFSUJDBM BOE IPSJ[POUBM BTZNQUPUFT PG B
GVODUJPO *G limx→a f (x) ! ∞ UIFO x ! a JT B WFSUJDBM BTZNQUPUF PG f  XIJMF JG limx→∞ f (x) !
L UIFO y ! L JT B IPSJ[POUBM BTZNQUPUF PG f  4JNJMBS TUBUFNFOUT DBO CF NBEF VTJOH −∞ BT
XFMM BT XJUI MFGU BOE SJHIUIBOE MJNJUT BT x → a− PS x → a+
*O QSFDBMDVMVT DMBTTFT JU JT DPNNPO UP TUVEZ UIF FOE CFIBWJPS PG DFSUBJO GBNJMJFT PG GVODUJPOT
CZ XIJDI XF NFBO UIF CFIBWJPS PG B GVODUJPO BT x → ∞ BOE BT x → −∞ )FSF XF CSJFЛZ
FYBNJOF B MJCSBSZ PG TPNF GBNJMJBS GVODUJPOT BOE OPUF UIF WBMVFT PG TFWFSBM MJNJUT JOWPMWJOH
∞
-4 4 8
-4
4
8
y= ex
y= ln(x)
-2 2
-64
64
y= f (x)
y= g(x)
10
1
y= sin(x)
'JHVSF  (SBQIT PG TPNF GBNJMJBS GVODUJPOT XIPTF FOE CFIBWJPS BT x → ±∞ JT LOPXO
*O UIF NJEEMF HSBQI f (x) ! x3 − 16x BOE !(x) ! x4 − 16x2 − 8
'PS UIF OBUVSBM FYQPOFOUJBM GVODUJPO ex  XF OPUF UIBU limx→∞ ex ! ∞ BOE limx→−∞ ex ! 0,
XIJMF GPS UIF SFMBUFE FYQPOFOUJBM EFDBZ GVODUJPO e−x  PCTFSWF UIBU UIFTF MJNJUT BSF SFWFSTFE
XJUI limx→∞ e−x ! 0 BOE limx→−∞ e−x ! ∞. 5VSOJOH UP UIF OBUVSBM MPHBSJUIN GVODUJPO XF
IBWF limx→0+ ln(x) ! −∞ BOE limx→∞ ln(x) ! ∞. 8IJMF CPUI ex BOE ln(x) HSPX XJUIPVU
CPVOE BT x → ∞ UIF FYQPOFOUJBM GVODUJPO EPFT TP NVDI NPSF RVJDLMZ UIBO UIF MPHBSJUIN
GVODUJPO EPFT 8FɒMM TPPO VTF MJNJUT UP RVBOUJGZ XIBU XF NFBO CZ ɔRVJDLMZɕ
'PS QPMZOPNJBM GVODUJPOT PG UIF GPSN p(x) ! anxn + an−1xn−1 + · · · a1x + a0 UIF FOE CFIBWJPS
EFQFOET PO UIF TJHO PG an BOE XIFUIFS UIF IJHIFTU QPXFS n JT FWFO PS PEE *G n JT FWFO
BOE an JT QPTJUJWF UIFO limx→∞ p(x) ! ∞ BOE limx→−∞ p(x) ! ∞ BT JO UIF QMPU PG ! JO
'JHVSF  *G JOTUFBE an JT OFHBUJWF UIFO limx→∞ p(x) ! −∞ BOE limx→−∞ p(x) ! −∞ *O
UIF TJUVBUJPO XIFSF n JT PEE UIFO FJUIFS limx→∞ p(x) ! ∞ BOE limx→−∞ p(x) ! −∞ 	XIJDI
PDDVST XIFO an JT QPTJUJWF BT JO UIF HSBQI PG f JO 'JHVSF 
 PS limx→∞ p(x) ! −∞ BOE
limx→−∞ p(x) ! ∞ 	XIFO an JT OFHBUJWF


$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
" GVODUJPO DBO GBJM UP IBWF B MJNJU BT x → ∞ 'PS FYBNQMF DPOTJEFS UIF QMPU PG UIF TJOF
GVODUJPO BU SJHIU JO 'JHVSF  #FDBVTF UIF GVODUJPO DPOUJOVFT PTDJMMBUJOH CFUXFFO −1 BOE
1 BT x →∞ XF TBZ UIBU limx→∞ sin(x) EPFT OPU FYJTU
'JOBMMZ JU JT TUSBJHIUGPSXBSE UP BOBMZ[F UIF CFIBWJPS PG BOZ SBUJPOBM GVODUJPO BT x → ∞
$POTJEFS GPS FYBNQMF UIF GVODUJPO
q(x) ! 3x
2 − 4x + 5
7x2 + 9x − 10 .
/PUF UIBU CPUI (3x2 − 4x + 5) → ∞ BT x → ∞ BOE (7x2 + 9x − 10) → ∞ BT x → ∞ )FSF
XF TBZ UIBU limx→∞ q(x) IBT JOEFUFSNJOBUF GPSN ∞∞  NVDI MJLF XF EJE XIFO XF FODPVOUFSFE
MJNJUT PG UIF GPSN 00  8F DBO EFUFSNJOF UIF WBMVF PG UIJT MJNJU UISPVHI B TUBOEBSE BMHFCSBJD
BQQSPBDI .VMUJQMZJOH UIF OVNFSBUPS BOE EFOPNJOBUPS FBDI CZ 1x2  XF КOE UIBU
lim
x→∞ q(x) ! limx→∞
3x2 − 4x + 5
7x2 + 9x − 10 ·
1
x2
1
x2
! lim
x→∞
3 − 4 1x + 5 1x2
7 + 9 1x − 10 1x2
!
3
7
TJODF 1x2 → 0 BOE 1x → 0 BT x → ∞ 5IJT TIPXT UIBU UIF SBUJPOBM GVODUJPO q IBT B IPSJ[POUBM
BTZNQUPUF BU y ! 37  " TJNJMBS BQQSPBDI DBO CF VTFE UP EFUFSNJOF UIF MJNJU PG BOZ SBUJPOBM
GVODUJPO BT x →∞
#VU IPX TIPVME XF IBOEMF B MJNJU TVDI BT
lim
x→∞
x2
ex
?
)FSF CPUI x2 →∞ BOE ex →∞ CVU UIFSF JT OPU BO PCWJPVT BMHFCSBJD BQQSPBDI UIBU FOBCMFT
VT UP КOE UIF MJNJUɒT WBMVF 'PSUVOBUFMZ JU UVSOT PVU UIBU -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF FYUFOET UP DBTFT
JOWPMWJOH JOКOJUZ
-ɒ)´QJUBMɒT 3VMF 	∞

*G f BOE ! BSF EJЙFSFOUJBCMF BOE CPUI BQQSPBDI [FSP PS CPUI BQQSPBDI ±∞ BT x → a
	XIFSF a JT BMMPXFE UP CF∞
  UIFO
lim
x→a
f (x)
!(x) ! limx→a
f ′(x)
!′(x) .
	5P CF UFDIOJDBMMZ DPSSFDU XF OFFE UP UIF BEEJUJPOBM IZQPUIFTJT UIBU !′(x) ! 0 PO BO PQFO
JOUFSWBM UIBU DPOUBJOT a PS JO FWFSZ OFJHICPSIPPE PG JOКOJUZ JG a JT ∞ UIJT JT BMNPTU BMXBZT
NFU JO QSBDUJDF

5P FWBMVBUF limx→∞ x2ex  XF PCTFSWF UIBU XF DBO BQQMZ -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF TJODF CPUI x2 → ∞
BOE ex →∞ %PJOH TP JU GPMMPXT UIBU
lim
x→∞
x2
ex
! lim
x→∞
2x
ex
.

 6TJOH %FSJWBUJWFT UP &WBMVBUF -JNJUT
5IJT VQEBUFE MJNJU JT TUJMM JOEFUFSNJOBUF BOE PG UIF GPSN ∞∞  CVU JU JT TJNQMFS TJODF 2x IBT
SFQMBDFE x2 )FODF XF DBO BQQMZ -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF BHBJO CZ XIJDI XF КOE UIBU
lim
x→∞
x2
ex
! lim
x→∞
2x
ex
! lim
x→∞
2
ex
.
/PX TJODF 2 JT DPOTUBOU BOE ex → ∞ BT x → ∞ JU GPMMPXT UIBU 2ex → 0 BT x → ∞ XIJDI
TIPXT UIBU
lim
x→∞
x2
ex
! 0.
"DUJWJUZ  &WBMVBUF FBDI PG UIF GPMMPXJOH MJNJUT *G ZPV VTF -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF JOEJDBUF
XIFSF JU XBT VTFE BOE CF DFSUBJO JUT IZQPUIFTFT BSF NFU CFGPSF ZPV BQQMZ JU
B limx→∞ xln(x)
C limx→∞ ex+x2ex+x2
D limx→0+ ln(x)1
x
E limx→ π2 −
tan(x)
x− π2
F limx→∞ xe−x
8IFO XF BSF DPOTJEFSJOH UIF MJNJU PG B RVPUJFOU PG UXP GVODUJPOT f (x)!(x) UIBU SFTVMUT JO BO JO
EFUFSNJOBUF GPSN PG ∞∞  JO FTTFODF XF BSF BTLJOH XIJDI GVODUJPO JT HSPXJOH GBTUFS XJUIPVU
CPVOE 8F TBZ UIBU UIF GVODUJPO ! EPNJOBUFT UIF GVODUJPO f BT x →∞ QSPWJEFE UIBU
lim
x→∞
f (x)
!(x) ! 0,
XIFSFBT f EPNJOBUFT ! QSPWJEFE UIBU limx→∞ f (x)!(x) ! ∞ 'JOBMMZ JG UIF WBMVF PG limx→∞ f (x)!(x)
JT КOJUF BOE OPO[FSP XF TBZ UIBU f BOE ! HSPX BU UIF TBNF SBUF 'PS FYBNQMF GSPN FBSMJFS
XPSL XF LOPX UIBU limx→∞ x2ex ! 0, TP ex EPNJOBUFT x2 XIJMF limx→∞ 3x
2−4x+5
7x2+9x−10 !
3
7  TP
f (x) ! 3x2 − 4x + 5 BOE !(x) ! 7x2 + 9x − 10 HSPX BU UIF TBNF SBUF
4VNNBSZ
ə %FSJWBUJWFT CF VTFE UP IFMQ VT FWBMVBUF JOEFUFSNJOBUF MJNJUT PG UIF GPSN 00 UISPVHI
-ɒ)´QJUBMɒT 3VMF XIJDI JT EFWFMPQFE CZ SFQMBDJOH UIF GVODUJPOT JO UIF OVNFSBUPS BOE
EFOPNJOBUPS XJUI UIFJS UBOHFOU MJOF BQQSPYJNBUJPOT *O QBSUJDVMBS JG f (a) ! !(a) ! 0
BOE f BOE ! BSF EJЙFSFOUJBCMF BU a -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF UFMMT VT UIBU
lim
x→a
f (x)
!(x) ! limx→a
f ′(x)
!′(x) .
ə 8IFO XF XSJUF x →∞ UIJT NFBOT UIBU x JT JODSFBTJOH XJUIPVU CPVOE 8F UIVT VTF∞
BMPOH XJUI MJNJU OPUBUJPO UP XSJUF limx→∞ f (x) ! L XIJDI NFBOT XF DBO NBLF f (x) BT

$IBQUFS  $PNQVUJOH %FSJWBUJWFT
DMPTF UP L BT XF MJLF CZ DIPPTJOH x UP CF TVМDJFOUMZ MBSHF BOE TJNJMBSMZ limx→a f (x) !
∞ XIJDI NFBOT XF DBO NBLF f (x) BT MBSHF BT XF MJLF CZ DIPPTJOH x TVМDJFOUMZ DMPTF
UP a
ə " WFSTJPO PG -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF BMTP BMMPXT VT UP VTF EFSJWBUJWFT UP BTTJTU VT JO FWBMVBUJOH
JOEFUFSNJOBUF MJNJUT PG UIF GPSN ∞∞  *O QBSUJDVMBS *G f BOE ! BSF EJЙFSFOUJBCMF BOE CPUI
BQQSPBDI [FSP PS CPUI BQQSPBDI ±∞ BT x → a 	XIFSF a JT BMMPXFE UP CF∞
 UIFO
lim
x→a
f (x)
!(x) ! limx→a
f ′(x)
!′(x) .
&YFSDJTFT
 'PS UIF КHVSFT CFMPX EFUFSNJOF UIF OBUVSF PG lim
x→a
f (x)
!(x)  JG f (x) JT TIPXO BT UIF CMVF DVSWF
BOE !(x) BT UIF CMBDL DVSWF
lim
x→a
f (x)
!(x) !<$IPPTF QPTJUJWF ] OFHBUJWF ]
[FSP ] VOEFКOFE>
lim
x→a
f (x)
!(x) !<$IPPTF QPTJUJWF ] OFHBUJWF ]
[FSP ] VOEFКOFE>
 'JOE UIF MJNJU lim
x→4
ln(x/4)
x2 − 16 !
	&OUFS VOEFКOFE JG UIF MJNJU EPFT OPU FYJTU

 $PNQVUF UIF GPMMPXJOH MJNJUT VTJOH Mɒ)´QJUBMɒT SVMF JG BQQSPQSJBUF 6TF */' UP EFOPUF∞
BOE .*/' UP EFOPUF −∞
lim
x→0
1 − cos(7x)
1 − cos(6x) 
lim
x→1
7x − 6x − 1
x2 − 1 
 &WBMVBUF UIF MJNJU VTJOH -ɒ)PQJUBMɒT SVMF
lim
x→∞
13x2
e8x
! IFMQ 	MJNJUT

 -FU f BOE ! CF EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT BCPVU XIJDI UIF GPMMPXJOH JOGPSNBUJPO JT LOPXO
f (3) ! !(3) ! 0 f ′(3) ! !′(3) ! 0 f ′′(3) ! −2 BOE !′′(3) ! 1 -FU B OFX GVODUJPO h CF HJWFO
CZ UIF SVMF h(x) ! f (x)!(x)  0O UIF TBNF TFU PG BYFT TLFUDI QPTTJCMF HSBQIT PG f BOE ! OFBS x ! 3
BOE VTF UIF QSPWJEFE JOGPSNBUJPO UP EFUFSNJOF UIF WBMVF PG
lim
x→3 h(x).

 6TJOH %FSJWBUJWFT UP &WBMVBUF -JNJUT
1SPWJEF FYQMBOBUJPO UP TVQQPSU ZPVS DPODMVTJPO
 'JOE BMM WFSUJDBM BOE IPSJ[POUBM BTZNQUPUFT PG UIF GVODUJPO
R(x) ! 3(x − a)(x − b)5(x − a)(x − c) ,
XIFSF a b BOE c BSF EJTUJODU BSCJUSBSZ DPOTUBOUT *O BEEJUJPO TUBUF BMM WBMVFT PG x GPS XIJDI
R JT OPU DPOUJOVPVT 4LFUDI B QPTTJCMF HSBQI PG R DMFBSMZ MBCFMJOH UIF WBMVFT PG a b BOE c
 $POTJEFS UIF GVODUJPO !(x) ! x2x  XIJDI JT EFКOFE GPS BMM x > 0 0CTFSWF UIBU limx→0+ !(x)
JT JOEFUFSNJOBUF EVF UP JUT GPSN PG 00 	5IJOL BCPVU IPX XF LOPX UIBU 0k ! 0 GPS BMM k > 0
XIJMF b0 ! 1 GPS BMM b ! 0 CVU UIBU OFJUIFS SVMF DBO BQQMZ UP 00

B -FU h(x) ! ln(!(x)) &YQMBJO XIZ h(x) ! 2x ln(x).
C /FYU FYQMBJO XIZ JU JT FRVJWBMFOU UP XSJUF h(x) ! 2 ln(x)1
x

D 6TF -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF BOE ZPVS XPSL JO 	C
 UP DPNQVUF limx→0+ h(x)
E #BTFE PO UIF WBMVF PG limx→0+ h(x) EFUFSNJOF limx→0+ !(x).
 3FDBMM XF TBZ UIBU GVODUJPO ! EPNJOBUFT GVODUJPO f QSPWJEFE UIBU limx→∞ f (x) ! ∞
limx→∞ !(x) ! ∞ BOE limx→∞ f (x)!(x) ! 0
B 8IJDI GVODUJPO EPNJOBUFT UIF PUIFS ln(x) PS √x 
C 8IJDI GVODUJPO EPNJOBUFT UIF PUIFS ln(x) PS n√x 	n DBO CF BOZ QPTJUJWF JOUFHFS

D &YQMBJO XIZ ex XJMM EPNJOBUF BOZ QPMZOPNJBM GVODUJPO
E &YQMBJO XIZ xn XJMM EPNJOBUF ln(x) GPS BOZ QPTJUJWF JOUFHFS n
F (JWF BOZ FYBNQMF PG UXP OPOMJOFBS GVODUJPOT TVDI UIBU OFJUIFS EPNJOBUFT UIF PUIFS


$)"15&3 
6TJOH %FSJWBUJWFT
 6TJOH EFSJWBUJWFT UP JEFOUJGZ FYUSFNF WBMVFT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU BSF UIF DSJUJDBM OVNCFST PG B GVODUJPO f BOEIPXBSF UIFZ DPOOFDUFE UP JEFOUJGZJOH
UIF NPTU FYUSFNF WBMVFT UIF GVODUJPO BDIJFWFT 
ə )PX EPFT UIF КSTU EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO SFWFBM JNQPSUBOU JOGPSNBUJPO BCPVU UIF
CFIBWJPS PG UIF GVODUJPO JODMVEJOH UIF GVODUJPOɒT FYUSFNF WBMVFT 
ə )PX DBO UIF TFDPOE EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO CF VTFE UP IFMQ JEFOUJGZ FYUSFNF WBMVFT
PG UIF GVODUJPO 
*O NBOZ EJЙFSFOU TFUUJOHT XF BSF JOUFSFTUFE JO LOPXJOH XIFSF B GVODUJPO BDIJFWFT JUT MFBTU
BOE HSFBUFTU WBMVFT 5IFTF DBO CF JNQPSUBOU JO BQQMJDBUJPOT ɏ TBZ UP JEFOUJGZ B QPJOU BU
XIJDI NBYJNVN QSPКU PS NJOJNVN DPTU PDDVST ɏ PS JO UIFPSZ UP VOEFSTUBOE IPX UP DIBS
BDUFSJ[F UIF CFIBWJPS PG B GVODUJPO PS B GBNJMZ PG SFMBUFE GVODUJPOT $POTJEFS UIF TJNQMF BOE
GBNJMJBS FYBNQMF PG B QBSBCPMJD GVODUJPO TVDI BT s(t) ! −16t2 + 32t + 48 	TIPXO BU MFGU JO
'JHVSF 
 UIBU SFQSFTFOUT UIF IFJHIU PG BO PCKFDU UPTTFE WFSUJDBMMZ JUT NBYJNVN WBMVF
PDDVST BU UIF WFSUFY PG UIF QBSBCPMB BOE SFQSFTFOUT UIF IJHIFTU WBMVF UIBU UIF PCKFDU SFBDIFT
.PSFPWFS UIJT NBYJNVN WBMVF JEFOUJКFT BO FTQFDJBMMZ JNQPSUBOU QPJOU PO UIF HSBQI UIF
QPJOU BU XIJDI UIF DVSWF DIBOHFT GSPN JODSFBTJOH UP EFDSFBTJOH
.PSF HFOFSBMMZ GPS BOZ GVODUJPOXF DPOTJEFS XF DBO JOWFTUJHBUFXIFSF JUT MPXFTU BOE IJHIFTU
QPJOUT PDDVS JO DPNQBSJTPO UP QPJOUT OFBSCZ PS UP BMM QPTTJCMF QPJOUT PO UIF HSBQI (JWFO B
GVODUJPO f  XF TBZ UIBU f (c) JT B HMPCBM PS BCTPMVUF NBYJNVN QSPWJEFE UIBU f (c) ≥ f (x) GPS BMM x
JO UIF EPNBJO PG f  BOE TJNJMBSMZ DBMM f (c) B HMPCBM PS BCTPMVUF NJOJNVNXIFOFWFS f (c) ≤ f (x)
GPS BMM x JO UIF EPNBJO PG f  'PS JOTUBODF GPS UIF GVODUJPO ! HJWFO BU SJHIU JO 'JHVSF  !
IBT B HMPCBMNBYJNVNPG !(c) CVU ! EPFT OPU BQQFBS UP IBWF B HMPCBMNJOJNVN BT UIF HSBQI
PG ! TFFNT UP EFDSFBTF XJUIPVU CPVOE 8F OPUF UIBU UIF QPJOU (c , !(c)) NBSLT B GVOEBNFOUBM
DIBOHF JO UIF CFIBWJPS PG ! XIFSF ! DIBOHFT GSPN JODSFBTJOH UP EFDSFBTJOH TJNJMBS UIJOHT
IBQQFO BU CPUI (a , !(a)) BOE (b , !(b)) BMUIPVHI UIFTF QPJOUT BSF OPU HMPCBM NJOT PS NBYFT
$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
1 2
10
20
30
40
y= s(t)V
y= g(x)
(a,g(a))
(b,g(b))
(c,g(c))
'JHVSF  "U MFGU s(t) ! −16t2 + 24t + 32XIPTF WFSUFY JT ( 34 , 41) BU SJHIU B GVODUJPO ! UIBU
EFNPOTUSBUFT TFWFSBM IJHI BOE MPX QPJOUT
'PS BOZ GVODUJPO f  XF TBZ UIBU f (c) JT B MPDBM NBYJNVN PS SFMBUJWF NBYJNVN QSPWJEFE UIBU
f (c) ≥ f (x) GPS BMM x OFBS c XIJMF f (c) JT DBMMFE B MPDBM PS SFMBUJWF NJOJNVN XIFOFWFS f (c) ≤
f (x) GPS BMM x OFBS c "OZ NBYJNVN PS NJOJNVN NBZ CF DBMMFE BO FYUSFNF WBMVF PG f  'PS
FYBNQMF JO 'JHVSF  ! IBT B SFMBUJWFNJOJNVN PG !(b) BU UIF QPJOU (b , !(b)) BOE B SFMBUJWF
NBYJNVN PG !(a) BU (a , !(a)) 8F IBWF BMSFBEZ JEFOUJКFE UIF HMPCBM NBYJNVN PG ! BT !(c)
UIJT HMPCBM NBYJNVN DBO BMTP CF DPOTJEFSFE B SFMBUJWF NBYJNVN
8FXPVME MJLF UP VTF GVOEBNFOUBM DBMDVMVT JEFBT UP IFMQ VT JEFOUJGZ BOE DMBTTJGZ LFZ GVODUJPO
CFIBWJPS JODMVEJOH UIF MPDBUJPO PG SFMBUJWF FYUSFNFT 0G DPVSTF JG XF BSF HJWFO B HSBQI
PG B GVODUJPO JU JT PGUFO TUSBJHIUGPSXBSE UP MPDBUF UIFTF JNQPSUBOU CFIBWJPST WJTVBMMZ 8F
JOWFTUJHBUF UIJT TJUVBUJPO JO UIF GPMMPXJOH QSFWJFX BDUJWJUZ
1SFWJFX "DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GVODUJPO h HJWFO CZ UIF HSBQI JO 'JHVSF  6TF
UIF HSBQI UP BOTXFS FBDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT
B *EFOUJGZ BMM PG UIF WBMVFT PG c GPS XIJDI h(c) JT B MPDBM NBYJNVN PG h
C *EFOUJGZ BMM PG UIF WBMVFT PG c GPS XIJDI h(c) JT B MPDBM NJOJNVN PG h
D %PFT h IBWF B HMPCBM NBYJNVN PO UIF JOUFSWBM [−3, 3] *G TP XIBU JT UIF WBMVF PG
UIJT HMPCBM NBYJNVN 
E %PFT h IBWF B HMPCBM NJOJNVN PO UIF JOUFSWBM [−3, 3] *G TP XIBU JT JUT WBMVF 
F *EFOUJGZ BMM WBMVFT PG c GPS XIJDI h′(c) ! 0

 6TJOH EFSJWBUJWFT UP JEFOUJGZ FYUSFNF WBMVFT
G *EFOUJGZ BMM WBMVFT PG c GPS XIJDI
h′(c) EPFT OPU FYJTU
H 5SVF PS GBMTF FWFSZ SFMBUJWF NBYJ
NVN BOE NJOJNVN PG h PDDVST BU
B QPJOU XIFSF h′(c) JT FJUIFS [FSP PS
EPFT OPU FYJTU
I 5SVF PS GBMTF BU FWFSZ QPJOU XIFSF
h′(c) JT [FSP PS EPFT OPU FYJTU h IBT
B SFMBUJWF NBYJNVN PS NJOJNVN
-2 -1 1 2
-2
-1
1
2
y= h(x)
'JHVSF  5IF HSBQI PG B GVODUJPO h PO
UIF JOUFSWBM [−3, 3]
 $SJUJDBM OVNCFST BOE UIF КSTU EFSJWBUJWF UFTU
*G B GVODUJPO IBT B SFMBUJWF FYUSFNF WBMVF BU B QPJOU (c , f (c)) UIF GVODUJPO NVTU DIBOHF JUT
CFIBWJPS BU c SFHBSEJOH XIFUIFS JU JT JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH CFGPSF PS BGUFS UIF QPJOU
'JHVSF  'SPN MFGU UP SJHIU B GVODUJPO XJUI B SFMBUJWF NBYJNVN XIFSF JUT EFSJWBUJWF JT
[FSP B GVODUJPO XJUI B SFMBUJWF NBYJNVN XIFSF JUT EFSJWBUJWF JT VOEFКOFE B GVODUJPO XJUI
OFJUIFS B NBYJNVN OPS B NJOJNVN BU B QPJOU XIFSF JUT EFSJWBUJWF JT [FSP B GVODUJPO XJUI
B SFMBUJWF NJOJNVN XIFSF JUT EFSJWBUJWF JT [FSP BOE B GVODUJPO XJUI B SFMBUJWF NJOJNVN
XIFSF JUT EFSJWBUJWF JT VOEFКOFE
'PS FYBNQMF JG B DPOUJOVPVT GVODUJPO IBT B SFMBUJWF NBYJNVN BU c TVDI BT UIPTF QJDUVSFE
JO UIF UXP MFGUNPTU GVODUJPOT JO 'JHVSF  UIFO JU JT CPUI OFDFTTBSZ BOE TVМDJFOU UIBU UIF
GVODUJPO DIBOHF GSPN CFJOH JODSFBTJOH KVTU CFGPSF c UP EFDSFBTJOH KVTU BGUFS c *O UIF TBNF
XBZ B DPOUJOVPVT GVODUJPO IBT B SFMBUJWF NJOJNVN BU c JG BOE POMZ JG UIF GVODUJPO DIBOHFT
GSPN EFDSFBTJOH UP JODSFBTJOH BU c 4FF GPS JOTUBODF UIF UXP GVODUJPOT QJDUVSFE BU SJHIU JO
'JHVSF  5IFSF BSF POMZ UXP QPTTJCMF XBZT GPS UIFTF DIBOHFT JO CFIBWJPS UP PDDVS FJUIFS
f ′(c) ! 0 PS f ′(c) JT VOEFКOFE

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
#FDBVTF UIFTF WBMVFT PG c BSF TP JNQPSUBOU XF DBMM UIFN DSJUJDBM OVNCFST .PSF TQFDJКDBMMZ
XF TBZ UIBU B GVODUJPO f IBT B DSJUJDBM OVNCFS BU x ! c QSPWJEFE UIBU c JT JO UIF EPNBJO PG
f  BOE f ′(c) ! 0 PS f ′(c) JT VOEFКOFE $SJUJDBM OVNCFST QSPWJEF VT XJUI UIF POMZ QPTTJ
CMF MPDBUJPOT XIFSF UIF GVODUJPO f NBZ IBWF SFMBUJWF FYUSFNFT /PUF UIBU OPU FWFSZ DSJUJDBM
OVNCFS QSPEVDFT BNBYJNVNPSNJOJNVN JO UIFNJEEMF HSBQI PG 'JHVSF  UIF GVODUJPO
QJDUVSFE UIFSF IBT B IPSJ[POUBM UBOHFOU MJOF BU UIF OPUFE QPJOU CVU UIF GVODUJPO JT JODSFBT
JOH CFGPSF BOE JODSFBTJOH BGUFS TP UIF DSJUJDBM OVNCFS EPFT OPU ZJFME B MPDBUJPO XIFSF UIF
GVODUJPO JT HSFBUFS UIBO FWFSZ WBMVF OFBSCZ OPS MFTT UIBO FWFSZ WBMVF OFBSCZ
8F BMTP TPNFUJNFT VTF UIF UFSNJOPMPHZ UIBU XIFO c JT B DSJUJDBM OVNCFS UIBU (c , f (c)) JT B
DSJUJDBM QPJOU PG UIF GVODUJPO PS UIBU f (c) JT B DSJUJDBM WBMVF 
5IF КSTU EFSJWBUJWF UFTU TVNNBSJ[FT IPX TJHO DIBOHFT JO UIF КSTU EFSJWBUJWF JOEJDBUF UIF QSFT
FODF PG B MPDBM NBYJNVN PS NJOJNVN GPS B HJWFO GVODUJPO
'JSTU %FSJWBUJWF 5FTU
*G p JT B DSJUJDBM OVNCFS PG B DPOUJOVPVT GVODUJPO f UIBU JT EJЙFSFOUJBCMF OFBS p 	FYDFQU
QPTTJCMZ BU x ! p
 UIFO f IBT B SFMBUJWFNBYJNVNBU p JG BOE POMZ JG f ′ DIBOHFT TJHO GSPN
QPTJUJWF UP OFHBUJWF BU p BOE f IBT B SFMBUJWF NJOJNVN BU p JG BOE POMZ JG f ′ DIBOHFT
TJHO GSPN OFHBUJWF UP QPTJUJWF BU p
8F DPOTJEFS BO FYBNQMF UP TIPX POF XBZ UIF КSTU EFSJWBUJWF UFTU DBO CF VTFE UP JEFOUJGZ UIF
SFMBUJWF FYUSFNF WBMVFT PG B GVODUJPO
&YBNQMF  -FU f CF B GVODUJPO XIPTF EFSJWBUJWF JT HJWFO CZ UIF GPSNVMB f ′(x) ! e−2x(3−
x)(x + 1)2 %FUFSNJOF BMM DSJUJDBM OVNCFST PG f BOE EFDJEF XIFUIFS B SFMBUJWF NBYJNVN
SFMBUJWF NJOJNVN PS OFJUIFS PDDVST BU FBDI
4PMVUJPO 4JODF XF BMSFBEZ IBWF f ′(x)XSJUUFO JO GBDUPSFE GPSN JU JT TUSBJHIUGPSXBSE UP КOE
UIF DSJUJDBM OVNCFST PG f  4JODF f ′(x) JT EFКOFE GPS BMM WBMVFT PG x XF OFFE POMZ EFUFSNJOF
XIFSF f ′(x) ! 0 'SPN UIF FRVBUJPO
e−2x(3 − x)(x + 1)2 ! 0
BOE UIF [FSP QSPEVDU QSPQFSUZ JU GPMMPXT UIBU x ! 3 BOE x ! −1 BSF DSJUJDBM OVNCFST PG f 
	/PUF QBSUJDVMBSMZ UIBU UIFSF JT OP WBMVF PG x UIBU NBLFT e−2x ! 0

/FYU UP BQQMZ UIF КSTU EFSJWBUJWF UFTU XFɒE MJLF UP LOPX UIF TJHO PG f ′(x) BU JOQVUT OFBS UIF
DSJUJDBM OVNCFST #FDBVTF UIF DSJUJDBM OVNCFST BSF UIF POMZ MPDBUJPOT BU XIJDI f ′ DBO DIBOHF
TJHO JU GPMMPXT UIBU UIF TJHO PG UIF EFSJWBUJWF JT UIF TBNF PO FBDI PG UIF JOUFSWBMT DSFBUFE
CZ UIF DSJUJDBM OVNCFST GPS JOTUBODF UIF TJHO PG f ′ NVTU CF UIF TBNF GPS FWFSZ x < −1 8F
DSFBUF B КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU UP TVNNBSJ[F UIF TJHO PG f ′ PO UIF SFMFWBOU JOUFSWBMT BMPOH
XJUI UIF DPSSFTQPOEJOH CFIBWJPS PG f 

 6TJOH EFSJWBUJWFT UP JEFOUJGZ FYUSFNF WBMVFT
sign( f ′)
behav( f )
+++
+
INC
−1
+++
+
INC
3
+−+
−
DEC
f ′(x) = e−2x(3− x)(x+1)2
'JHVSF  5IF КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS B GVODUJPO f XIPTF EFSJWBUJWF JT HJWFO CZ UIF
GPSNVMB f ′(x) ! e−2x(3 − x)(x + 1)2
5IF КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU JO 'JHVSF  DPNFT GSPN UIJOLJOH BCPVU UIF TJHO PG FBDI PG
UIF UFSNT JO UIF GBDUPSFE GPSN PG f ′(x) BU POF TFMFDUFE QPJOU JO UIF JOUFSWBM VOEFS DPOTJEFS
BUJPO 'PS JOTUBODF GPS x < −1 XF DPVME DPOTJEFS x ! −2 BOE EFUFSNJOF UIF TJHO PG e−2x 
(3 − x) BOE (x + 1)2 BU UIF WBMVF x ! −2 8F OPUF UIBU CPUI e−2x BOE (x + 1)2 BSF QPTJUJWF
SFHBSEMFTT PG UIF WBMVF PG x XIJMF (3− x) JT BMTP QPTJUJWF BU x ! −2 )FODF FBDI PG UIF UISFF
UFSNT JO f ′ JT QPTJUJWF XIJDI XF JOEJDBUF CZ XSJUJOH ɔ+ + +ɕ 5BLJOH UIF QSPEVDU PG UISFF
QPTJUJWF UFSNT PCWJPVTMZ SFTVMUT JO B WBMVF UIBU JT QPTJUJWF XIJDI XF EFOPUF CZ UIF ɔ+ɕ JO
UIF JOUFSWBM UP UIF MFGU PG x ! −1 JOEJDBUJOH UIF PWFSBMM TJHO PG f ′ "OE TJODF f ′ JT QPTJUJWF PO
UIBU JOUFSWBM XF GVSUIFS LOPX UIBU f JT JODSFBTJOH XIJDI XF TVNNBSJ[F CZ XSJUJOH ɔ*/$ɕ
UP SFQSFTFOU UIF DPSSFTQPOEJOH CFIBWJPS PG f  *O B TJNJMBS XBZ XF КOE UIBU f ′ JT QPTJUJWF
BOE f JT JODSFBTJOH PO −1 < x < 3 BOE f ′ JT OFHBUJWF BOE f JT EFDSFBTJOH GPS x > 3
/PX CZ UIF КSTU EFSJWBUJWF UFTU UP КOE SFMBUJWF FYUSFNFT PG f XF MPPL GPS DSJUJDBM OVNCFST
BU XIJDI f ′ DIBOHFT TJHO *O UIJT FYBNQMF f ′ POMZ DIBOHFT TJHO BU x ! 3 XIFSF f ′ DIBOHFT
GSPN QPTJUJWF UP OFHBUJWF BOE UIVT f IBT B SFMBUJWF NBYJNVN BU x ! 3 8IJMF f IBT B
DSJUJDBM OVNCFS BU x ! −1 TJODF f JT JODSFBTJOH CPUI CFGPSF BOE BGUFS x ! −1 f IBT OFJUIFS B
NJOJNVN OPS B NBYJNVN BU x ! −1
"DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU !(x) JT B GVODUJPO DPOUJOVPVT GPS FWFSZ WBMVF PG x ! 2XIPTF
КSTU EFSJWBUJWF JT !′(x) ! (x+4)(x−1)2x−2  'VSUIFS BTTVNF UIBU JU JT LOPXO UIBU ! IBT B WFSUJDBM
BTZNQUPUF BU x ! 2
B %FUFSNJOF BMM DSJUJDBM OVNCFST PG !
C #Z EFWFMPQJOH B DBSFGVMMZ MBCFMFE КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU EFDJEF XIFUIFS ! IBT
BT B MPDBM NBYJNVN MPDBM NJOJNVN PS OFJUIFS BU FBDI DSJUJDBM OVNCFS
D %PFT ! IBWF B HMPCBM NBYJNVN HMPCBM NJOJNVN +VTUJGZ ZPVS DMBJNT
E 8IBU JT UIF WBMVF PG limx→∞ !′(x) 8IBU EPFT UIF WBMVF PG UIJT MJNJU UFMM ZPV BCPVU
UIF MPOHUFSN CFIBWJPS PG ! 

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
F 4LFUDI B QPTTJCMF HSBQI PG y ! !(x)
 5IF TFDPOE EFSJWBUJWF UFTU
3FDBMM UIBU UIF TFDPOE EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO UFMMT VT TFWFSBM JNQPSUBOU UIJOHT BCPVU UIF
CFIBWJPS PG UIF GVODUJPO JUTFMG 'PS JOTUBODF JG f ′′ JT QPTJUJWF PO BO JOUFSWBM UIFO XF LOPX
UIBU f ′ JT JODSFBTJOH PO UIBU JOUFSWBM BOE DPOTFRVFOUMZ UIBU f JT DPODBWF VQ XIJDI BMTP
UFMMT VT UIBU UISPVHIPVU UIF JOUFSWBM UIF UBOHFOU MJOF UP y ! f (x) MJFT CFMPX UIF DVSWF BU
FWFSZ QPJOU *O UIJT TJUVBUJPO XIFSF XF LOPX UIBU f ′(p) ! 0 JU UVSOT PVU UIBU UIF TJHO PG
UIF TFDPOE EFSJWBUJWF EFUFSNJOFT XIFUIFS f IBT B MPDBM NJOJNVN PS MPDBM NBYJNVN BU UIF
DSJUJDBM OVNCFS p
'JHVSF  'PVS QPTTJCMF HSBQIT PG B GVODUJPO f XJUI B IPSJ[POUBM UBOHFOU MJOF BU B DSJUJDBM
QPJOU
*O 'JHVSF  XF TFF UIF GPVS QPTTJCJMJUJFT GPS B GVODUJPO f UIBU IBT B DSJUJDBM OVNCFS p BU
XIJDI f ′(p) ! 0 QSPWJEFE f ′′(p) JT OPU [FSP PO BO JOUFSWBM JODMVEJOH p 	FYDFQU QPTTJCMZ BU p

0O FJUIFS TJEF PG UIF DSJUJDBM OVNCFS f ′′ DBO CF FJUIFS QPTJUJWF PS OFHBUJWF BOE IFODF f DBO
CF FJUIFS DPODBWF VQ PS DPODBWF EPXO *O UIF КSTU UXP HSBQIT f EPFT OPU DIBOHF DPODBWJUZ
BU p BOE JO UIPTF TJUVBUJPOT f IBT FJUIFS B MPDBMNJOJNVNPS MPDBMNBYJNVN *O QBSUJDVMBS JG
f ′(p) ! 0 BOE f ′′(p) < 0 UIFOXF LOPX f JT DPODBWF EPXO BU pXJUI B IPSJ[POUBM UBOHFOU MJOF
BOE UIJT HVBSBOUFFT f IBT B MPDBM NBYJNVN UIFSF 5IJT GBDU BMPOH XJUI UIF DPSSFTQPOEJOH
TUBUFNFOU GPS XIFO f ′′(p) JT QPTJUJWF JT TUBUFE JO UIF TFDPOE EFSJWBUJWF UFTU
4FDPOE %FSJWBUJWF 5FTU
*G p JT B DSJUJDBM OVNCFS PG B DPOUJOVPVT GVODUJPO f TVDI UIBU f ′(p) ! 0 BOE f ′′(p) !
0 UIFO f IBT B SFMBUJWF NBYJNVN BU p JG BOE POMZ JG f ′′(p) < 0 BOE f IBT B SFMBUJWF
NJOJNVN BU p JG BOE POMZ JG f ′′(p) > 0
*O UIF FWFOU UIBU f ′′(p) ! 0 UIF TFDPOE EFSJWBUJWF UFTU JT JODPODMVTJWF 5IBU JT UIF UFTU EPFTOɒU
QSPWJEF VT BOZ JOGPSNBUJPO 5IJT JT CFDBVTF JG f ′′(p) ! 0 JU JT QPTTJCMF UIBU f IBT B MPDBM
NJOJNVN MPDBM NBYJNVN PS OFJUIFSy
y$POTJEFS UIF GVODUJPOT f (x) ! x4 !(x) ! −x4 BOE h(x) ! x3 BU UIF DSJUJDBM QPJOU p ! 0

 6TJOH EFSJWBUJWFT UP JEFOUJGZ FYUSFNF WBMVFT
+VTU BT B КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU SFWFBMT BMM PG UIF JODSFBTJOH BOE EFDSFBTJOH CFIBWJPS PG
B GVODUJPO XF DBO DPOTUSVDU B TFDPOE EFSJWBUJWF TJHO DIBSU UIBU EFNPOTUSBUFT BMM PG UIF JN
QPSUBOU JOGPSNBUJPO JOWPMWJOH DPODBWJUZ
&YBNQMF  -FU f (x) CF B GVODUJPO XIPTF КSTU EFSJWBUJWF JT f ′(x) ! 3x4 − 9x2 $POTUSVDU
CPUI КSTU BOE TFDPOE EFSJWBUJWF TJHO DIBSUT GPS f  GVMMZ EJTDVTT XIFSF f JT JODSFBTJOH BOE EF
DSFBTJOH BOE DPODBWF VQ BOE DPODBWF EPXO JEFOUJGZ BMM SFMBUJWF FYUSFNF WBMVFT BOE TLFUDI
B QPTTJCMF HSBQI PG f 
4PMVUJPO 4JODFXF LOPX f ′(x) ! 3x4−9x2 XF DBO КOE UIF DSJUJDBM OVNCFST PG f CZ TPMWJOH
3x4 − 9x2 ! 0 'BDUPSJOH XF PCTFSWF UIBU
0 ! 3x2(x2 − 3) ! 3x2(x + √3)(x − √3),
TP UIBU x ! 0,±√3 BSF UIF UISFF DSJUJDBM OVNCFST PG f  *U UIFO GPMMPXT UIBU UIF КSTU EFSJWBUJWF
TJHO DIBSU GPS f JT HJWFO JO 'JHVSF 
sign( f ′)
behav( f )
+−−
+
INC −
√
3
++−
−
DEC
0
++−
−
DEC √
3
+++
+
INC
f ′(x) = 3x2(x+
√
3)(x−
√
3)
'JHVSF  5IF КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS f XIFO f ′(x) ! 3x4 − 9x2 ! 3x2(x2 − 3)
5IVT f JT JODSFBTJOH PO UIF JOUFSWBMT (−∞,−√3) BOE (√3,∞) XIJMF f JT EFDSFBTJOH PO
(−√3, 0) BOE (0,√3) /PUF QBSUJDVMBSMZ UIBU CZ UIF КSTU EFSJWBUJWF UFTU UIJT JOGPSNBUJPO UFMMT
VT UIBU f IBT B MPDBM NBYJNVN BU x ! −√3 BOE B MPDBM NJOJNVN BU x ! √3 8IJMF f BMTP IBT
B DSJUJDBM OVNCFS BU x ! 0 OFJUIFS B NBYJNVN OPS NJOJNVN PDDVST UIFSF TJODF f ′ EPFT OPU
DIBOHF TJHO BU x ! 0
/FYU XF NPWF PO UP JOWFTUJHBUF DPODBWJUZ %JЙFSFOUJBUJOH f ′(x) ! 3x4 − 9x2 XF TFF UIBU
f ′′(x) ! 12x3−18x 4JODF XF BSF JOUFSFTUFE JO LOPXJOH UIF JOUFSWBMT PO XIJDI f ′′ JT QPTJUJWF
BOE OFHBUJWF XF КSTU КOE XIFSF f ′′(x) ! 0 0CTFSWF UIBU
0 ! 12x3 − 18x ! 12x
(
x2 − 32
)
! 12x ./x +
√
3
2
01 ./x −
√
3
2
01 ,
XIJDI JNQMJFT UIBU x ! 0,±
√
3
2  #VJMEJOH B TJHO DIBSU GPS f ′′ JO UIF FYBDU TBNF XBZ XF EP GPS
f ′ XF TFF UIF SFTVMU TIPXO JO 'JHVSF 

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
sign( f ′′)
behav( f )
−−−
−
CCD
−
√
3
2
−+−
+
CCU
0
++−
−
CCD √
3
2
+++
+
CCU
f ′′(x) = 12x
(
x+
√
3
2
)(
x−
√
3
2
)
'JHVSF  5IF TFDPOE EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS f XIFO f ′′(x) ! 12x3 − 18x !
12x2
(
x2 −
√
3
2
)

5IFSFGPSF f JT DPODBWF EPXO PO UIF JOUFSWBMT (−∞,−
√
3
2 ) BOE (0,
√
3
2 ) BOE DPODBWF VQ PO
(−
√
3
2 , 0) BOE (
√
3
2 ,∞)
1VUUJOH BMM PG UIF BCPWF JOGPSNBUJPO UPHFUIFS XF OPX TFF B DPNQMFUF BOE BDDVSBUF QPTTJCMF
HSBQI PG f JO 'JHVSF 
−
√
3 −
√
1.5
√
3
√
1.5
A
E
D
B
C
f
'JHVSF  " QPTTJCMF HSBQI PG UIF GVODUJPO f JO &YBNQMF 
5IF QPJOU A ! (−√3, f (−√3)) JT B MPDBM NBYJNVN BT f JT JODSFBTJOH QSJPS UP A BOE EFDSFBT
JOH BGUFS TJNJMBSMZ UIF QPJOU E ! (√3, f (√3) JT B MPDBM NJOJNVN /PUF UPP UIBU f JT DPODBWF
EPXO BU A BOE DPODBWF VQ BU B XIJDI JT DPOTJTUFOU CPUI XJUI PVS TFDPOE EFSJWBUJWF TJHO
DIBSU BOE UIF TFDPOE EFSJWBUJWF UFTU "U QPJOUT B BOE D DPODBWJUZ DIBOHFT BT XF TBX JO UIF

 6TJOH EFSJWBUJWFT UP JEFOUJGZ FYUSFNF WBMVFT
SFTVMUT PG UIF TFDPOE EFSJWBUJWF TJHO DIBSU JO 'JHVSF  'JOBMMZ BU QPJOU C f IBT B DSJUJDBM
QPJOU XJUI B IPSJ[POUBM UBOHFOU MJOF CVU OFJUIFS B NBYJNVN OPS B NJOJNVN PDDVST UIFSF
TJODF f JT EFDSFBTJOH CPUI CFGPSF BOE BGUFS C *U JT BMTP UIF DBTF UIBU DPODBWJUZ DIBOHFT BU C
8IJMF XF DPNQMFUFMZ VOEFSTUBOE XIFSF f JT JODSFBTJOH BOE EFDSFBTJOH XIFSF f JT DPODBWF
VQ BOE DPODBWF EPXO BOE XIFSF f IBT SFMBUJWF FYUSFNFT XF EP OPU LOPX BOZ TQFDJКD
JOGPSNBUJPO BCPVU UIF yDPPSEJOBUFT PG QPJOUT PO UIF DVSWF 'PS JOTUBODF XIJMF XF LOPX
UIBU f IBT B MPDBM NBYJNVN BU x ! −√3 XF EPOɒU LOPX UIF WBMVF PG UIBU NBYJNVN CFDBVTF
XF EP OPU LOPX f (−√3) "OZ WFSUJDBM USBOTMBUJPO PG PVS TLFUDI PG f JO 'JHVSF  XPVME
TBUJTGZ UIF HJWFO DSJUFSJB GPS f 
1PJOUT B C BOE D JO 'JHVSF  BSF MPDBUJPOT BU XIJDI UIF DPODBWJUZ PG f DIBOHFT 8F
HJWF B TQFDJBM OBNF UP BOZ TVDI QPJOU JG p JT B WBMVF JO UIF EPNBJO PG B DPOUJOVPVT GVODUJPO
f BU XIJDI f DIBOHFT DPODBWJUZ UIFOXF TBZ UIBU (p , f (p)) JT BO JOЛFDUJPO QPJOU PG f  +VTU BT XF
MPPL GPS MPDBUJPOT XIFSF f DIBOHFT GSPN JODSFBTJOH UP EFDSFBTJOH BU QPJOUT XIFSF f ′(p) ! 0
PS f ′(p) JT VOEFКOFE TP UPP XF КOE XIFSF f ′′(p) ! 0 PS f ′′(p) JT VOEFКOFE UP TFF JG UIFSF
BSF QPJOUT PG JOЛFDUJPO BU UIFTF MPDBUJPOT
*U JT JNQPSUBOU BU UIJT QPJOU JO PVS TUVEZ UP SFNJOE PVSTFMWFT PG UIF CJH QJDUVSF UIBU EFSJWB
UJWFT IFMQ UP QBJOU UIF TJHO PG UIF КSTU EFSJWBUJWF f ′ UFMMT VT XIFUIFS UIF GVODUJPO f JT JODSFBT
JOH PS EFDSFBTJOH XIJMF UIF TJHO PG UIF TFDPOE EFSJWBUJWF f ′′ UFMMT VT IPX UIF GVODUJPO f JT
JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH
"DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU ! JT B GVODUJPO XIPTF TFDPOE EFSJWBUJWF !′′ JT HJWFO CZ UIF
GPMMPXJOH HSBQI
B 'JOE UIF xDPPSEJOBUFT PG BMM QPJOUT
PG JOЛFDUJPO PG !
C 'VMMZ EFTDSJCF UIF DPODBWJUZ PG ! CZ
NBLJOH BO BQQSPQSJBUF TJHO DIBSU
D 4VQQPTF ZPV BSF HJWFO UIBU
!′(−1.67857351) ! 0 *T UIFSF JT B
MPDBM NBYJNVN MPDBM NJOJNVN
PS OFJUIFS 	GPS UIF GVODUJPO !
 BU
UIJT DSJUJDBM OVNCFS PG ! PS JT JU
JNQPTTJCMF UP TBZ 8IZ 
1 2
1
2g′′
'JHVSF  5IF HSBQI PG y ! !′′(x)
E "TTVNJOH UIBU !′′(x) JT B QPMZOPNJBM 	BOE UIBU BMM JNQPSUBOU CFIBWJPS PG !′′ JT TFFO

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
JO UIF HSBQI BCPWF
 XIBU EFHSFF QPMZOPNJBM EP ZPV UIJOL !(x) JT 8IZ 
"T XFXJMM TFF JO NPSF EFUBJM JO UIF GPMMPXJOH TFDUJPO EFSJWBUJWFT BMTP IFMQ VT UP VOEFSTUBOE
GBNJMJFT PG GVODUJPOT UIBU EJЙFS POMZ CZ DIBOHJOH POF PS NPSF QBSBNFUFST 'PS JOTUBODF XF
NJHIU CF JOUFSFTUFE JO VOEFSTUBOEJOH UIF CFIBWJPS PG BMM GVODUJPOT PG UIF GPSN f (x) ! a(x −
h)2+ k XIFSF a h BOE k BSF OVNCFST UIBU NBZ WBSZ *O UIF GPMMPXJOH BDUJWJUZ XF JOWFTUJHBUF
B QBSUJDVMBS FYBNQMF XIFSF UIF WBMVF PG B TJOHMF QBSBNFUFS IBT DPOTJEFSBCMF JNQBDU PO IPX
UIF HSBQI BQQFBST
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GBNJMZ PG GVODUJPOT HJWFO CZ h(x) ! x2 + cos(kx) XIFSF k JT
BO BSCJUSBSZ QPTJUJWF SFBM OVNCFS
B 6TF B HSBQIJOH VUJMJUZ UP TLFUDI UIF
HSBQI PG h GPS TFWFSBM EJЙFSFOU k
WBMVFT JODMVEJOH k ! 1, 3, 5, 10
1MPU h(x) ! x2 + cos(3x) PO UIF
BYFT QSPWJEFE 8IBU JT UIF TNBMM
FTU WBMVF PG k BU XIJDI ZPV UIJOL
ZPV DBO TFF 	KVTU CZ MPPLJOH BU UIF
HSBQI
 BU MFBTU POF JOЛFDUJPO QPJOU
PO UIF HSBQI PG h 
C &YQMBJO XIZ UIF HSBQI PG h IBT OP
JOЛFDUJPO QPJOUT JG k ≤ √2 CVU
JOКOJUFMZ NBOZ JOЛFDUJPO QPJOUT JG
k >
√
2
D &YQMBJO XIZ OPNBUUFS UIF WBMVF PG
k h DBO POMZ IBWF КOJUFMZNBOZ DSJU
JDBM OVNCFST
-2 2
4
8
12
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH y ! h(x)
4VNNBSZ
ə 5IF DSJUJDBM OVNCFST PG B DPOUJOVPVT GVODUJPO f BSF UIF WBMVFT PG p GPS XIJDI f ′(p) ! 0
PS f ′(p) EPFT OPU FYJTU 5IFTF WBMVFT BSF JNQPSUBOU CFDBVTF UIFZ JEFOUJGZ IPSJ[POUBM
UBOHFOU MJOFT PS DPSOFS QPJOUT PO UIF HSBQI XIJDI BSF UIF POMZ QPTTJCMF MPDBUJPOT BU
XIJDI B MPDBM NBYJNVN PS MPDBM NJOJNVN DBO PDDVS
ə (JWFO B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO f  XIFOFWFS f ′ JT QPTJUJWF f JT JODSFBTJOH XIFOFWFS
f ′ JT OFHBUJWF f JT EFDSFBTJOH 5IF КSTU EFSJWBUJWF UFTU UFMMT VT UIBU BU BOZ QPJOU XIFSF
f DIBOHFT GSPN JODSFBTJOH UP EFDSFBTJOH f IBT B MPDBM NBYJNVN XIJMF DPOWFSTFMZ BU

 6TJOH EFSJWBUJWFT UP JEFOUJGZ FYUSFNF WBMVFT
BOZ QPJOU XIFSF f DIBOHFT GSPN EFDSFBTJOH UP JODSFBTJOH f IBT B MPDBM NJOJNVN
ə (JWFO B UXJDF EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO f  JG XF IBWF B IPSJ[POUBM UBOHFOU MJOF BU x ! p
BOE f ′′(p) JT OPO[FSP UIFO UIF GBDU UIBU f ′′ UFMMT VT UIF DPODBWJUZ PG f XJMM EFUFSNJOF
XIFUIFS f IBT B NBYJNVN PS NJOJNVN BU x ! p *O QBSUJDVMBS JG f ′(p) ! 0 BOE
f ′′(p) < 0 UIFO f JT DPODBWF EPXO BU p BOE f IBT B MPDBM NBYJNVN UIFSF XIJMF JG
f ′(p) ! 0 BOE f ′′(p) > 0 UIFO f IBT B MPDBM NJOJNVN BU p *G f ′(p) ! 0 BOE f ′′(p) ! 0
UIFO UIF TFDPOE EFSJWBUJWF EPFT OPU UFMM VT XIFUIFS f IBT B MPDBM FYUSFNF BU p PS OPU
&YFSDJTFT
 6TF B HSBQI CFMPX PG f (x) ! 3e−9x2 UP FTUJNBUF UIF xWBMVFT PG BOZ DSJUJDBM QPJOUT BOE
JOЛFDUJPO QPJOUT PG f (x)
DSJUJDBM QPJOUT 	FOUFS BT B DPNNBTFQBSBUFE MJTU
 x !
JOЛFDUJPO QPJOUT 	FOUFS BT B DPNNBTFQBSBUFE MJTU
 x !
/FYU VTF EFSJWBUJWFT UP КOE UIF xWBMVFT PG BOZ DSJUJDBM QPJOUT BOE JOЛFDUJPO QPJOUT FYBDUMZ
DSJUJDBM QPJOUT 	FOUFS BT B DPNNBTFQBSBUFE MJTU
 x !
JOЛFDUJPO QPJOUT 	FOUFS BT B DPNNBTFQBSBUFE MJTU
 x !
 'JOE UIF JOЛFDUJPO QPJOUT PG f (x) ! 2x4+27x3−21x2+15 	(JWF ZPVS BOTXFST BT B DPNNB
TFQBSBUFE MJTU FH 

JOЛFDUJPO QPJOUT 
 5IF GPMMPXJOH TIPXT HSBQIT PG UISFF GVODUJPOT " 	JO CMBDL
 # 	JO CMVF
 BOE $ 	JO HSFFO

*G UIFTF BSF UIF HSBQIT PG UISFF GVODUJPOT f  f ′ BOE f ′′ JEFOUJGZ XIJDI JT XIJDI
	'PS FBDI FOUFS " # PS $

f !  f ′ !  f ′′ !
 5IJT QSPCMFN DPODFSOT B GVODUJPO BCPVU XIJDI UIF GPMMPXJOH JOGPSNBUJPO JT LOPXO
ə f JT B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO EFКOFE BU FWFSZ SFBM OVNCFS x
ə f (0) ! −1/2

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
ə y ! f ′(x) IBT JUT HSBQI HJWFO BU DFOUFS JO 'JHVSF 
1
x
1
2
x
f ′
1
x
'JHVSF  "U DFOUFS B HSBQI PG y ! f ′(x) BU MFGU BYFT GPS QMPUUJOH y ! f (x) BU SJHIU BYFT
GPS QMPUUJOH y ! f ′′(x)
B $POTUSVDU B КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS f  $MFBSMZ JEFOUJGZ BMM DSJUJDBM OVNCFST PG f 
XIFSF f JT JODSFBTJOH BOE EFDSFBTJOH BOE XIFSF f IBT MPDBM FYUSFNB
C 0O UIF SJHIUIBOE BYFT TLFUDI BO BQQSPYJNBUF HSBQI PG y ! f ′′(x)
D $POTUSVDU B TFDPOE EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS f  $MFBSMZ JEFOUJGZ XIFSF f JT DPODBWF VQ
BOE DPODBWF EPXO BT XFMM BT BMM JOЛFDUJPO QPJOUT
E 0O UIF MFGUIBOE BYFT TLFUDI B QPTTJCMF HSBQI PG y ! f (x)
 4VQQPTF UIBU ! JT B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO BOE !′(2) ! 0 *O BEEJUJPO TVQQPTF UIBU PO
1 < x < 2 BOE 2 < x < 3 JU JT LOPXO UIBU !′(x) JT QPTJUJWF
B %PFT ! IBWF B MPDBM NBYJNVN MPDBM NJOJNVN PS OFJUIFS BU x ! 2 8IZ 
C 4VQQPTF UIBU !′′(x) FYJTUT GPS FWFSZ x TVDI UIBU 1 < x < 3 3FBTPOJOH HSBQIJDBMMZ
EFTDSJCF UIF CFIBWJPS PG !′′(x) GPS xWBMVFT OFBS 2
D #FTJEFT CFJOH B DSJUJDBM OVNCFS PG ! XIBU JT TQFDJBM BCPVU UIF WBMVF x ! 2 JO UFSNT PG
UIF CFIBWJPS PG UIF HSBQI PG ! 
 4VQQPTF UIBU h JT B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO XIPTF КSTU EFSJWBUJWF JT HJWFO CZ UIF HSBQI JO
'JHVSF 

 6TJOH EFSJWBUJWFT UP JEFOUJGZ FYUSFNF WBMVFT
B )PX NBOZ SFBM OVNCFS TPMVUJPOT DBO
UIF FRVBUJPO h(x) ! 0 IBWF 8IZ 
C *G h(x) ! 0 IBT UXP EJTUJODU SFBM TP
MVUJPOT XIBU DBO ZPV TBZ BCPVU UIF
TJHOT PG UIF UXP TPMVUJPOT 8IZ 
D "TTVNF UIBU limx→∞ h′(x) ! 3 BT BQ
QFBST UP CF JOEJDBUFE JO 'JHVSF 
)PXXJMM UIF HSBQI PG y ! h(x) BQQFBS
BT x →∞ 8IZ 
E %FTDSJCF UIF DPODBWJUZ PG y ! h(x) BT
GVMMZ BT ZPV DBO GSPN UIF QSPWJEFE JO
GPSNBUJPO
h′
'JHVSF  5IF HSBQI PG y ! h′(x)
 -FU p CF B GVODUJPO XIPTF TFDPOE EFSJWBUJWF JT p′′(x) ! (x + 1)(x − 2)e−x 
B $POTUSVDU B TFDPOE EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS p BOE EFUFSNJOF BMM JOЛFDUJPO QPJOUT PG p
C 4VQQPTF ZPV BMTP LOPX UIBU x !
√
5−1
2 JT B DSJUJDBM OVNCFS PG p %PFT p IBWF B MPDBM
NJOJNVN MPDBM NBYJNVN PS OFJUIFS BU x !
√
5−1
2  8IZ 
D *G UIF QPJOU (2, 12e2 ) MJFT PO UIF HSBQI PG y ! p(x) BOE p′(2) ! − 5e2  КOE UIF FRVBUJPO PGUIF UBOHFOU MJOF UP y ! p(x) BU UIF QPJOU XIFSF x ! 2 %PFT UIF UBOHFOU MJOF MJF BCPWF
UIF DVSWF CFMPX UIF DVSWF PS OFJUIFS BU UIJT WBMVF 8IZ 

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
 6TJOH EFSJWBUJWFT UP EFTDSJCF GBNJMJFT PG GVODUJPOT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə (JWFO B GBNJMZ PG GVODUJPOT UIBU EFQFOET PO POF PS NPSF QBSBNFUFST IPX EPFT UIF
TIBQF PG UIF HSBQI PG B UZQJDBM GVODUJPO JO UIF GBNJMZ EFQFOE PO UIF WBMVF PG UIF QB
SBNFUFST 
ə )PX DBO XF DPOTUSVDU КSTU BOE TFDPOE EFSJWBUJWF TJHO DIBSUT PG GVODUJPOT UIBU EFQFOE
PO POF PS NPSF QBSBNFUFST XIJMF BMMPXJOH UIPTF QBSBNFUFST UP SFNBJO BSCJUSBSZ DPO
TUBOUT 
.BUIFNBUJDJBOT BSF PGUFO JOUFSFTUFE JO NBLJOH HFOFSBM PCTFSWBUJPOT TBZ CZ EFTDSJCJOH QBU
UFSOT UIBU IPME JO B MBSHF OVNCFS PG DBTFT 'PS FYBNQMF UIJOL BCPVU UIF 1ZUIBHPSFBO 5IF
PSFN JU EPFTOɒU UFMM VT TPNFUIJOH BCPVU B TJOHMF SJHIU USJBOHMF CVU SBUIFS B GBDU BCPVU FWFSZ
SJHIU USJBOHMF UIVT QSPWJEJOH LFZ JOGPSNBUJPO BCPVU FWFSZNFNCFS PG UIF SJHIU USJBOHMF GBN
JMZ *O UIF OFYU QBSU PG PVS TUVEJFT XF XPVME MJLF UP VTF DBMDVMVT UP IFMQ VT NBLF HFOFSBM
PCTFSWBUJPOT BCPVU GBNJMJFT PG GVODUJPOT UIBU EFQFOE PO POF PS NPSF QBSBNFUFST 1FPQMF
XIP VTF BQQMJFE NBUIFNBUJDT TVDI BT FOHJOFFST BOE FDPOPNJTUT PGUFO FODPVOUFS UIF TBNF
UZQFT PG GVODUJPOT JO WBSJPVT TFUUJOHT XIFSF POMZ TNBMM DIBOHFT UP DFSUBJO DPOTUBOUT PDDVS
5IFTF DPOTUBOUT BSF DBMMFE QBSBNFUFST
c c+ 2πb
d
d+a
f (t) = asin(b(t− c))+d
'JHVSF  5IF HSBQI PG f (t) ! a sin(b(t − c)) + d CBTFE PO QBSBNFUFST a b c BOE d
8F BSF BMSFBEZ GBNJMJBS XJUI DFSUBJO GBNJMJFT PG GVODUJPOT 'PS FYBNQMF f (t) ! a sin(b(t −
c)) + d JT B TUSFUDIFE BOE TIJGUFE WFSTJPO PG UIF TJOF GVODUJPO XJUI BNQMJUVEF a QFSJPE 2πb 
QIBTF TIJGU c BOE WFSUJDBM TIJGU d 8F VOEFSTUBOE GSPN FYQFSJFODF XJUI USJHPOPNFUSJD GVOD

 6TJOH EFSJWBUJWFT UP EFTDSJCF GBNJMJFT PG GVODUJPOT
UJPOT UIBU a BЙFDUT UIF TJ[F PG UIF PTDJMMBUJPO b UIF SBQJEJUZ PG PTDJMMBUJPO BOE c XIFSF UIF
PTDJMMBUJPO TUBSUT BT TIPXO JO 'JHVSF  XIJMF d BЙFDUT UIF WFSUJDBM QPTJUJPOJOH PG UIF
HSBQI
*O BEEJUJPO UIFSF BSF TFWFSBM CBTJD TJUVBUJPOT UIBU XF BMSFBEZ VOEFSTUBOE DPNQMFUFMZ 'PS
JOTUBODF FWFSZ GVODUJPO PG UIF GPSN y ! mx + b JT B MJOF XJUI TMPQF m BOE yJOUFSDFQU
(0, b) /PUF UIBU UIF GPSN y ! mx + b BMMPXT VT UP DPOTJEFS FWFSZ QPTTJCMF MJOF CZ VTJOH UXP
QBSBNFUFST 	FYDFQU GPS WFSUJDBM MJOFT XIJDI BSF PG UIF GPSN x ! a
 'VSUIFS XF VOEFSTUBOE
UIBU UIF WBMVF PG m BЙFDUT UIF MJOFɒT TUFFQOFTT BOE XIFUIFS UIF MJOF SJTFT PS GBMMT GSPN MFGU UP
SJHIU XIJMF UIF WBMVF PG b TJUVBUFT UIF MJOF WFSUJDBMMZ PO UIF DPPSEJOBUF BYFT
'PS PUIFS MFTT GBNJMJBS GBNJMJFT PG GVODUJPOT XF XPVME MJLF UP VTF DBMDVMVT UP VOEFSTUBOE
BOE DMBTTJGZ XIFSF LFZ CFIBWJPS PDDVST XIFSF NFNCFST PG UIF GBNJMZ BSF JODSFBTJOH PS
EFDSFBTJOH DPODBWF VQ PS DPODBWF EPXO XIFSF SFMBUJWF FYUSFNFT PDDVS BOE NPSF BMM JO
UFSNT PG UIF QBSBNFUFST JOWPMWFE 5P HFU TUBSUFE XF SFWJTJU B DPNNPO DPMMFDUJPO PG GVODUJPOT
UP TFF IPX DBMDVMVT DPOКSNT UIJOHT XF BMSFBEZ LOPX
1SFWJFX "DUJWJUZ  -FU a h BOE k CF BSCJUSBSZ SFBM OVNCFST XJUI a ! 0 BOE MFU f
CF UIF GVODUJPO HJWFO CZ UIF SVMF f (x) ! a(x − h)2 + k
B 8IBU GBNJMJBS UZQF PG GVODUJPO JT f  8IBU JOGPSNBUJPO EP ZPV LOPX BCPVU f KVTU
CZ MPPLJOH BU JUT GPSN 	5IJOL BCPVU UIF SPMFT PG a h BOE k

C /FYU XF VTF TPNF DBMDVMVT UP EFWFMPQ GBNJMJBS JEFBT GSPN B EJЙFSFOU QFSTQFDUJWF
5P TUBSU USFBU a h BOE k BT DPOTUBOUT BOE DPNQVUF f ′(x)
D 'JOE BMM DSJUJDBM OVNCFST PG f  	5IFTF XJMM EFQFOE PO BU MFBTU POF PG a h BOE k

E "TTVNF UIBU a < 0 $POTUSVDU B КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS f 
F #BTFE PO UIF JOGPSNBUJPO ZPVɒWF GPVOE BCPWF DMBTTJGZ UIF DSJUJDBM WBMVFT PG f BT
NBYJNB PS NJOJNB
 %FTDSJCJOH GBNJMJFT PG GVODUJPOT JO UFSNT PG QBSBNFUFST
(JWFO B GBNJMZ PG GVODUJPOT UIBU EFQFOET PO POF PS NPSF QBSBNFUFST PVS HPBM JT UP EFTDSJCF
UIF LFZ DIBSBDUFSJTUJDT PG UIF PWFSBMM CFIBWJPS PG FBDINFNCFS PG UIF GBNJMJZ JO UFSNT PG UIPTF
QBSBNFUFST #Z КOEJOH UIF КSTU BOE TFDPOE EFSJWBUJWFT BOE DPOTUSVDUJOH КSTU BOE TFDPOE
EFSJWBUJWF TJHO DIBSUT 	FBDI PG XIJDI NBZ EFQFOE PO POF PS NPSF PG UIF QBSBNFUFST
 XF
DBO PGUFO NBLF CSPBE DPODMVTJPOT BCPVU IPX FBDI NFNCFS PG UIF GBNJMZ XJMM BQQFBS 5IF
GVOEBNFOUBM TUFQT GPS UIJT BOBMZTJT BSF FTTFOUJBMMZ JEFOUJDBM UP UIF XPSLXF EJE JO 4FDUJPO 
BT XF EFNPOTUSBUF UISPVHI UIF GPMMPXJOH FYBNQMF
&YBNQMF  $POTJEFS UIF UXPQBSBNFUFS GBNJMZ PG GVODUJPOT HJWFO CZ !(x) ! axe−bx ,
XIFSF a BOE b BSF QPTJUJWF SFBM OVNCFST 'VMMZ EFTDSJCF UIF CFIBWJPS PG B UZQJDBM NFNCFS
PG UIF GBNJMZ JO UFSNT PG a BOE b JODMVEJOH UIF MPDBUJPO PG BMM DSJUJDBM OVNCFST XIFSF ! JT
JODSFBTJOH EFDSFBTJOH DPODBWF VQ BOE DPODBWF EPXO BOE UIF MPOH UFSN CFIBWJPS PG !

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
4PMVUJPO 8F CFHJO CZ DPNQVUJOH !′(x) #Z UIF QSPEVDU SVMF
!′(x) ! ax d
dx
[
e−bx
]
+ e−bx d
dx
[ax],
BOE UIVT CZ BQQMZJOH UIF DIBJO SVMF BOE DPOTUBOU NVMUJQMF SVMF XF КOE UIBU
!′(x) ! axe−bx(−b) + e−bx(a).
5P КOE UIF DSJUJDBM OVNCFST PG ! XF TPMWF UIF FRVBUJPO !′(x) ! 0 )FSF JU JT FTQFDJBMMZ
IFMQGVM UP GBDUPS !′(x) 8F UIVT PCTFSWF UIBU TFUUJOH UIF EFSJWBUJWF FRVBM UP [FSP JNQMJFT
0 ! ae−bx(−bx + 1).
4JODF XF BSF HJWFO UIBU a ! 0 BOE XF LOPX UIBU e−bx ! 0 GPS BMM WBMVFT PG x UIF POMZ XBZ UIF
QSFDFEJOH FRVBUJPO DBO IPME JT XIFO −bx + 1 ! 0. 4PMWJOH GPS x XF КOE UIBU x ! 1b  BOE UIJT
JT UIFSFGPSF UIF POMZ DSJUJDBM OVNCFS PG !
/PX SFDBMM UIBU XF IBWF TIPXO !′(x) ! ae−bx(1 − bx) BOE UIBU UIF POMZ DSJUJDBM OVNCFS PG
! JT x ! 1b  5IJT FOBCMFT VT UP DPOTUSVDU UIF КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS ! UIBU JT TIPXO JO
'JHVSF 
sign(g′)
behav(g)
++
+
INC
1
b
+−
−
DEC
g′(x) = ae−bx(1−bx)
'JHVSF  5IF КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS !(x) ! axe−bx 
/PUF QBSUJDVMBSMZ UIBU JO !′(x) ! ae−bx(1 − bx) UIF UFSN ae−bx JT BMXBZT QPTJUJWF TP UIF TJHO
EFQFOET PO UIF MJOFBS UFSN (1 − bx) XIJDI JT [FSP XIFO x ! 1b  /PUF UIBU UIJT MJOF IBT
OFHBUJWF TMPQF 	−b
 TP (1 − bx) JT QPTJUJWF GPS x < 1b BOE OFHBUJWF GPS x > 1b  )FODF XF DBO
OPU POMZ DPODMVEF UIBU ! JT BMXBZT JODSFBTJOH GPS x < 1b BOE EFDSFBTJOH GPS x > 1b  CVU BMTP
UIBU ! IBT B HMPCBM NBYJNVN BU ( 1b , !( 1b )) BOE OP MPDBM NJOJNVN
8F UVSO OFYU UP BOBMZ[JOH UIF DPODBWJUZ PG ! 8JUI !′(x) ! −abxe−bx+ae−bx  XF EJЙFSFOUJBUF
UP КOE UIBU
!′′(x) ! −abxe−bx(−b) + e−bx(−ab) + ae−bx(−b).
$PNCJOJOH MJLF UFSNT BOE GBDUPSJOH XF OPX IBWF
!′′(x) ! ab2xe−bx − 2abe−bx ! abe−bx(bx − 2).

 6TJOH EFSJWBUJWFT UP EFTDSJCF GBNJMJFT PG GVODUJPOT
sign(g′′)
behav(g)
+−
−
CCD
2
b
++
+
CCU
g′′(x) = abe−bx(bx−2)
'JHVSF  5IF TFDPOE EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS !(x) ! axe−bx 
4JNJMBS UP PVS XPSL XJUI UIF КSTU EFSJWBUJWF XF PCTFSWF UIBU abe−bx JT BMXBZT QPTJUJWF BOE
UIVT UIF TJHO PG !′′ EFQFOET PO UIF TJHO PG (bx − 2) XIJDI JT [FSP XIFO x ! 2b  4JODF (bx − 2)
SFQSFTFOUT B MJOF XJUI QPTJUJWF TMPQF (b) UIF WBMVF PG (bx − 2) JT OFHBUJWF GPS x < 2b BOE
QPTJUJWF GPS x > 2b  BOE UIVT UIF TJHO DIBSU GPS !′′ JT HJWFO CZ UIF POF TIPXO JO 'JHVSF 
5IVT ! JT DPODBWF EPXO GPS BMM x < 2b BOE DPODBWF VQ GPS BMM x > 2b 
'JOBMMZ XF BOBMZ[F UIF MPOH UFSN CFIBWJPS PG ! CZ DPOTJEFSJOH UXP MJNJUT 'JSTU XF OPUF UIBU
lim
x→∞ !(x) ! limx→∞ axe
−bx
! lim
x→∞
ax
ebx
.
4JODF UIJT MJNJU IBT JOEFUFSNJOBUF GPSN ∞∞  XF DBO BQQMZ -ɒ)´QJUBMɒT 3VMF BOE UIVT КOE UIBU
limx→∞ !(x) ! 0 *O UIF PUIFS EJSFDUJPO
lim
x→−∞ !(x) ! limx→−∞ axe
−bx
! −∞,
TJODF ax → −∞ BOE e−bx →∞ BT x → −∞ )FODF BT XF NPWF MFGU PO JUT HSBQI ! EFDSFBTFT
XJUIPVU CPVOE XIJMF BT XF NPWF UP UIF SJHIU !(x) → 0
"MM PG UIF BCPWF JOGPSNBUJPO OPX BMMPXT VT UP QSPEVDF UIF HSBQI PG B UZQJDBM NFNCFS PG
UIJT GBNJMZ PG GVODUJPOT XJUIPVU VTJOH B HSBQIJOH VUJMJUZ 	BOE XJUIPVU DIPPTJOH QBSUJDVMBS
WBMVFT GPS a BOE b
 BT TIPXO JO 'JHVSF 

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
1
b
global max
a
be
−1
2
b
inflection pt
g(x) = axe−bx
'JHVSF  5IF HSBQI PG !(x) ! axe−bx 
8F OPUF UIBU UIF WBMVF PG b DPOUSPMT UIF IPSJ[POUBM MPDBUJPO PG UIF HMPCBM NBYJNVN BOE UIF
JOЛFDUJPO QPJOU BT OFJUIFS EFQFOET PO a 5IF WBMVF PG a BЙFDUT UIF WFSUJDBM TUSFUDI PG UIF
HSBQI 'PS FYBNQMF UIF HMPCBM NBYJNVN PDDVST BU UIF QPJOU ( 1b , !( 1b )) ! ( 1b , ab e−1) TP UIF
MBSHFS UIF WBMVF PG a UIF HSFBUFS UIF WBMVF PG UIF HMPCBM NBYJNVN
5IF LJOE PG XPSLXFɒWF DPNQMFUFE JO &YBNQMF  DBO PGUFO CF SFQMJDBUFE GPS PUIFS GBNJMJFT
PG GVODUJPOT UIBU EFQFOE PO QBSBNFUFST /PSNBMMZ XF BSF NPTU JOUFSFTUFE JO EFUFSNJOJOH
BMM DSJUJDBM OVNCFST B КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU B TFDPOE EFSJWBUJWF TJHO DIBSU BOE TPNF
BOBMZTJT PG UIF MJNJU PG UIF GVODUJPO BT x → ∞ 5ISPVHIPVU XF TUSJWF UP XPSL XJUI UIF
QBSBNFUFST BT BSCJUSBSZ DPOTUBOUT *G TUVDL JU JT BMXBZT QPTTJCMF UP FYQFSJNFOU XJUI TPNF
QBSUJDVMBS WBMVFT PG UIF QBSBNFUFST QSFTFOU UP SFEVDF UIF BMHFCSBJD DPNQMFYJUZ PG PVS XPSL
5IF GPMMPXJOH TFRVFODF PG BDUJWJUJFT PЙFST TFWFSBM LFZ FYBNQMFTXIFSFXF TFF UIBU UIF WBMVFT
PG EJЙFSFOU QBSBNFUFST TVCTUBOUJBMMZ BЙFDU UIF CFIBWJPS PG JOEJWJEVBM GVODUJPOT XJUIJO B
HJWFO GBNJMZ
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GBNJMZ PG GVODUJPOT EFКOFE CZ p(x) ! x3 − ax XIFSF a ! 0
JT BO BSCJUSBSZ DPOTUBOU
B 'JOE p′(x) BOE EFUFSNJOF UIF DSJUJDBM OVNCFST PG p )PX NBOZ DSJUJDBM OVNCFST
EPFT p IBWF 
C $POTUSVDU B КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS p 8IBU DBO ZPV TBZ BCPVU UIF PWFSBMM
CFIBWJPS PG p JG UIF DPOTUBOU a JT QPTJUJWF 8IZ 8IBU JG UIF DPOTUBOU a JT OFHBUJWF 
*O FBDI DBTF EFTDSJCF UIF SFMBUJWF FYUSFNFT PG p
D 'JOE p′′(x) BOE DPOTUSVDU B TFDPOE EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS p 8IBU EPFT UIJT UFMM
ZPV BCPVU UIF DPODBWJUZ PG p 8IBU SPMF EPFT a QMBZ JO EFUFSNJOJOH UIF DPODBWJUZ
PG p 
E 8JUIPVU VTJOH B HSBQIJOH VUJMJUZ TLFUDI BOE MBCFM UZQJDBM HSBQIT PG p(x) GPS UIF

 6TJOH EFSJWBUJWFT UP EFTDSJCF GBNJMJFT PG GVODUJPOT
DBTFT XIFSF a > 0 BOE a < 0 -BCFM BMM JOЛFDUJPO QPJOUT BOE MPDBM FYUSFNB
F 'JOBMMZ VTF B HSBQIJOH VUJMJUZ UP UFTU ZPVS PCTFSWBUJPOT BCPWF CZ FOUFSJOH BOE QMPU
UJOH UIF GVODUJPO p(x) ! x3 − ax GPS BU MFBTU GPVS EJЙFSFOU WBMVFT PG a 8SJUF TFWFSBM
TFOUFODFT UP EFTDSJCF ZPVS PWFSBMM DPODMVTJPOT BCPVU IPX UIF CFIBWJPS PG p EF
QFOET PO a
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF UXPQBSBNFUFS GBNJMZ PG GVODUJPOT PG UIF GPSN h(x) ! a(1−
e−bx), XIFSF a BOE b BSF QPTJUJWF SFBM OVNCFST
B 'JOE UIF КSTU EFSJWBUJWF BOE UIF DSJUJDBM OVNCFST PG h 6TF UIFTF UP DPOTUSVDU B
КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU BOE EFUFSNJOF GPS XIJDI WBMVFT PG x UIF GVODUJPO h JT
JODSFBTJOH BOE EFDSFBTJOH
C 'JOE UIF TFDPOE EFSJWBUJWF BOE CVJME B TFDPOE EFSJWBUJWF TJHO DIBSU 'PS XIJDI
WBMVFT PG x JT B GVODUJPO JO UIJT GBNJMZ DPODBWF VQ DPODBWF EPXO 
D 8IBU JT UIF WBMVF PG limx→∞ a(1 − e−bx) limx→−∞ a(1 − e−bx) 
E )PX EPFT DIBOHJOH UIF WBMVF PG b BЙFDU UIF TIBQF PG UIF DVSWF 
F 8JUIPVU VTJOH B HSBQIJOH VUJMJUZ TLFUDI UIF HSBQI PG B UZQJDBM NFNCFS PG UIJT GBN
JMZ 8SJUF TFWFSBM TFOUFODFT UP EFTDSJCF UIF PWFSBMM CFIBWJPS PG B UZQJDBM GVODUJPO h
BOE IPX UIJT CFIBWJPS EFQFOET PO a BOE b
"DUJWJUZ  -FU L(t) ! A1+ce−kt  XIFSF A c BOE k BSF BMM QPTJUJWF SFBM OVNCFST
B 0CTFSWF UIBUXF DBO FRVJWBMFOUMZXSJUF L(t) ! A(1+ce−kt)−1 'JOE L′(t) BOE FYQMBJO
XIZ L IBT OP DSJUJDBM OVNCFST *T L BMXBZT JODSFBTJOH PS BMXBZT EFDSFBTJOH 8IZ 
C (JWFO UIF GBDU UIBU
L′′(t) ! Ack2e−kt ce
−kt − 1
(1 + ce−kt)3 ,
КOE BMM WBMVFT PG t TVDI UIBU L′′(t) ! 0 BOE IFODF DPOTUSVDU B TFDPOE EFSJWBUJWF
TJHO DIBSU 'PS XIJDI WBMVFT PG t JT B GVODUJPO JO UIJT GBNJMZ DPODBWF VQ DPODBWF
EPXO 
D 8IBU JT UIF WBMVF PG limt→∞ A1+ce−kt  limt→−∞ A1+ce−kt  
E 'JOE UIF WBMVF PG L(x) BU UIF JOЛFDUJPO QPJOU GPVOE JO 	C

F 8JUIPVU VTJOH B HSBQIJOH VUJMJUZ TLFUDI UIF HSBQI PG B UZQJDBM NFNCFS PG UIJT GBN
JMZ 8SJUF TFWFSBM TFOUFODFT UP EFTDSJCF UIF PWFSBMM CFIBWJPS PG B UZQJDBM GVODUJPO L
BOE IPX UIJT CFIBWJPS EFQFOET PO A c BOE k OVNCFS
G &YQMBJO XIZ JU JT SFBTPOBCMF UP UIJOL UIBU UIF GVODUJPO L(t) NPEFMT UIF HSPXUI
PG B QPQVMBUJPO PWFS UJNF JO B TFUUJOH XIFSF UIF MBSHFTU QPTTJCMF QPQVMBUJPO UIF
TVSSPVOEJOH FOWJSPONFOU DBO TVQQPSU JT A

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
4VNNBSZ
ə (JWFO B GBNJMZ PG GVODUJPOT UIBU EFQFOET PO POF PS NPSF QBSBNFUFST CZ JOWFTUJHBUJOH
IPX DSJUJDBM OVNCFST BOE MPDBUJPOT XIFSF UIF TFDPOE EFSJWBUJWF JT [FSP EFQFOE PO UIF
WBMVFT PG UIFTF QBSBNFUFST XF DBO PGUFO BDDVSBUFMZ EFTDSJCF UIF TIBQF PG UIF GVODUJPO
JO UFSNT PG UIF QBSBNFUFST
ə *O QBSUJDVMBS KVTU BT XF DBO DSFBUFE КSTU BOE TFDPOE EFSJWBUJWF TJHO DIBSUT GPS B TJOHMF
GVODUJPO XF PGUFO DBO EP TP GPS FOUJSF GBNJMJFT PG GVODUJPOT XIFSF DSJUJDBM OVNCFST
BOE QPTTJCMF JOЛFDUJPO QPJOUT EFQFOE PO BSCJUSBSZ DPOTUBOUT 5IFTF TJHO DIBSUT UIFO
SFWFBM XIFSF NFNCFST PG UIF GBNJMZ BSF JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH DPODBWF VQ PS DPO
DBWF EPXO BOE IFMQ VT UP JEFOUJGZ SFMBUJWF FYUSFNFT BOE JOЛFDUJPO QPJOUT
&YFSDJTFT
 'PS TPNF QPTJUJWF DPOTUBOU C B QBUJFOUɒT UFNQFSBUVSF DIBOHF T EVF UP B EPTF D PG B
ESVH JT HJWFO CZ T ! !C2 − D3 "D2.
8IBU EPTBHF NBYJNJ[FT UIF UFNQFSBUVSF DIBOHF 
D !
5IF TFOTJUJWJUZ PG UIF CPEZ UP UIF ESVH JT EFКOFE BT dT/dD 8IBU EPTBHF NBYJNJ[FT TFOTJ
UJWJUZ 
D !
 5IF КHVSF CFMPX HJWFT UIF CFIBWJPS PG UIF EFSJWBUJWF PG !(x) PO −2 ≤ x ≤ 2
(SBQI PG !′(x) 	OPU !(x)

4LFUDI B HSBQI PG !(x) BOE VTF ZPVS TLFUDI UP BOTXFS UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT
" 8IFSF EPFT UIF HSBQI PG !(x) IBWF JOЛFDUJPO QPJOUT 
x !
&OUFS ZPVS BOTXFS BT B DPNNBTFQBSBUFE MJTU PG WBMVFT PS FOUFS OPOF JG UIFSF BSF OPOF
# 8IFSF BSF UIF HMPCBM NBYJNB BOE NJOJNB PG ! PO [−2, 2] 
NJOJNVN BU x !
NBYJNVN BU x !
$ *G !(−2) ! −8 XIBU BSF QPTTJCMF WBMVFT GPS !(0) 
!(0) JT JO
	&OUFS ZPVS BOTXFS BT BO JOUFSWBM PS VOJPO PG JOUFSWBMT HJWJOH UIF QPTTJCMF WBMVFT 5IVT JG ZPV LOPX
−1 < !(0) ≤ 3 FOUFS 	> &OUFS JOКOJUZ GPS∞ UIF JOUFSWBM <> UP JOEJDBUF B TJOHMF QPJOU

)PX JT UIF WBMVF PG !(2) SFMBUFE UP UIF WBMVF PG !(0) 

 6TJOH EFSJWBUJWFT UP EFTDSJCF GBNJMJFT PG GVODUJPOT
!(2) !(0)
	&OUFS UIF BQQSPQSJBUF NBUIFNBUJDBM FRVBMJUZ PS JOFRVBMJUZ ! < > FUD

 $POTJEFS UIF POFQBSBNFUFS GBNJMZ PG GVODUJPOT HJWFO CZ p(x) ! x3 − ax2 XIFSF a > 0
B 4LFUDI B QMPU PG B UZQJDBM NFNCFS PG UIF GBNJMZ VTJOH UIF GBDU UIBU FBDI JT B DVCJD QPMZ
OPNJBM XJUI B SFQFBUFE [FSP BU x ! 0 BOE BOPUIFS [FSP BU x ! a
C 'JOE BMM DSJUJDBM OVNCFST PG p
D $PNQVUF p′′ BOE КOE BMM WBMVFT GPS XIJDI p′′(x) ! 0 )FODF DPOTUSVDU B TFDPOE EFSJWB
UJWF TJHO DIBSU GPS p
E %FTDSJCF IPX UIF MPDBUJPO PG UIF DSJUJDBM OVNCFST BOE UIF JOЛFDUJPO QPJOU PG p DIBOHF
BT a DIBOHFT 5IBU JT JG UIF WBMVF PG a JT JODSFBTFE XIBU IBQQFOT UP UIF DSJUJDBM OVNCFST
BOE JOЛFDUJPO QPJOU 
 -FU q(x) ! e−xx−c CF B POFQBSBNFUFS GBNJMZ PG GVODUJPOT XIFSF c > 0
B &YQMBJO XIZ q IBT B WFSUJDBM BTZNQUPUF BU x ! c
C %FUFSNJOF limx→∞ q(x) BOE limx→−∞ q(x)
D $PNQVUF q′(x) BOE КOE BMM DSJUJDBM OVNCFST PG q
E $POTUSVDU B КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS q BOE EFUFSNJOFXIFUIFS FBDI DSJUJDBM OVNCFS
MFBET UP B MPDBM NJOJNVN MPDBM NBYJNVN PS OFJUIFS GPS UIF GVODUJPO q
F 4LFUDI B UZQJDBM NFNCFS PG UIJT GBNJMZ PG GVODUJPOT XJUI JNQPSUBOU CFIBWJPST DMFBSMZ
MBCFMFE
 -FU E(x) ! e− (x−m)
2
2s2  XIFSF m JT BOZ SFBM OVNCFS BOE s JT B QPTJUJWF SFBM OVNCFS
B $PNQVUF E′(x) BOE IFODF КOE BMM DSJUJDBM OVNCFST PG E
C $POTUSVDU B КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS E BOE DMBTTJGZ FBDI DSJUJDBM OVNCFS PG UIF
GVODUJPO BT B MPDBM NJOJNVN MPDBM NBYJNVN PS OFJUIFS
D *U DBO CF TIPXO UIBU E′′(x) JT HJWFO CZ UIF GPSNVMB
E′′(x) ! e− (x−m)
2
2s2
( (x − m)2 − s2
s4
)
.
'JOE BMM WBMVFT PG x GPS XIJDI E′′(x) ! 0
E %FUFSNJOF limx→∞ E(x) BOE limx→−∞ E(x)
F $POTUSVDU B MBCFMFE HSBQI PG B UZQJDBM GVODUJPO E UIBU DMFBSMZ TIPXT IPX JNQPSUBOU
QPJOUT PO UIF HSBQI PG y ! E(x) EFQFOE PO m BOE s

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
 (MPCBM 0QUJNJ[BUJPO
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU BSF UIF EJЙFSFODFT CFUXFFO КOEJOH SFMBUJWF FYUSFNF WBMVFT BOE HMPCBM FYUSFNF
WBMVFT PG B GVODUJPO 
ə )PX JT UIF QSPDFTT PG КOEJOH UIF HMPCBM NBYJNVN PS NJOJNVN PG B GVODUJPO PWFS UIF
GVODUJPOɒT FOUJSF EPNBJO EJЙFSFOU GSPNEFUFSNJOJOH UIF HMPCBMNBYJNVNPSNJOJNVN
PO B SFTUSJDUFE EPNBJO 
ə 'PS B GVODUJPO UIBU JT HVBSBOUFFE UP IBWF CPUI B HMPCBM NBYJNVN BOE HMPCBM NJOJNVN
PO B DMPTFE CPVOEFE JOUFSWBM XIBU BSF UIF QPTTJCMF QPJOUT BU XIJDI UIFTF FYUSFNF
WBMVFT PDDVS 
8F IBWF TFFO UIBU XF DBO VTF UIF КSTU EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO UP EFUFSNJOF XIFSF UIF GVOD
UJPO JT JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH BOE UIF TFDPOE EFSJWBUJWF UP LOPX XIFSF UIF GVODUJPO JT
DPODBWF VQ PS DPODBWF EPXO &BDI PG UIFTF BQQSPBDIFT QSPWJEFT VT XJUI LFZ JOGPSNBUJPO
UIBU IFMQT VT EFUFSNJOF UIF PWFSBMM TIBQF BOE CFIBWJPS PG UIF HSBQI BT XFMM BT XIFUIFS UIF
GVODUJPO IBT B SFMBUJWF NJOJNVN PS SFMBUJWF NBYJNVN BU B HJWFO DSJUJDBM OVNCFS 3FNFN
CFS UIBU UIF EJЙFSFODF CFUXFFO B SFMBUJWF NBYJNVN BOE B HMPCBM NBYJNVN JT UIBU UIFSF JT
B SFMBUJWF NBYJNVN PG f BU x ! p JG f (p) ≥ f (x) GPS BMM x OFBS p XIJMF UIFSF JT B HMPCBM
NBYJNVN BU p JG f (p) ≥ f (x) GPS BMM x JO UIF EPNBJO PG f 
'PS JOTUBODF JO 'JHVSF  XF TFF B GVODUJPO f UIBU
IBT B HMPCBM NBYJNVN BU x ! c BOE B SFMBUJWF NBYJ
NVN BU x ! a TJODF f (c) JT HSFBUFS UIBO f (x) GPS FWFSZ
WBMVF PG x XIJMF f (a) JT POMZ HSFBUFS UIBO UIF WBMVF
PG f (x) GPS x OFBS a 4JODF UIF GVODUJPO BQQFBST UP
EFDSFBTF XJUIPVU CPVOE f IBT OP HMPCBM NJOJNVN
UIPVHI DMFBSMZ f IBT B SFMBUJWF NJOJNVN BU x ! b
0VS FNQIBTJT JO UIJT TFDUJPO JT PO КOEJOH UIF HMPCBM
FYUSFNF WBMVFT PG B GVODUJPO 	JG UIFZ FYJTU
 *O TP EP
JOH XF XJMM FJUIFS CF JOUFSFTUFE JO UIF CFIBWJPS PG UIF
GVODUJPO PWFS JUT FOUJSF EPNBJO PS PO TPNF SFTUSJDUFE
QPSUJPO 5IF GPSNFS TJUVBUJPO JT GBNJMJBS BOE TJNJMBS UP
XPSL UIBU XF EJE JO UIF UXP QSFDFEJOH TFDUJPOT PG UIF
UFYU 8F FYQMPSF UIJT UISPVHI B QBSUJDVMBS FYBNQMF JO
UIF GPMMPXJOH QSFWJFX BDUJWJUZ
f
relative max
a
relative min
b
global max
c
'JHVSF " GVODUJPO f XJUI B
HMPCBM NBYJNVN CVU OP HMPCBM
NJOJNVN

 (MPCBM 0QUJNJ[BUJPO
1SFWJFX "DUJWJUZ  -FU f (x) ! 2 + 31+(x+1)2 
B %FUFSNJOF BMM PG UIF DSJUJDBM OVNCFST PG f 
C $POTUSVDU B КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU GPS f BOE UIVT EFUFSNJOF BMM JOUFSWBMT PO
XIJDI f JT JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH
D %PFT f IBWF B HMPCBM NBYJNVN *G TP XIZ BOE XIBU JT JUT WBMVF BOE XIFSF JT UIF
NBYJNVN BUUBJOFE *G OPU FYQMBJO XIZ
E %FUFSNJOF limx→∞ f (x) BOE limx→−∞ f (x)
F &YQMBJO XIZ f (x) > 2 GPS FWFSZ WBMVF PG x
G %PFT f IBWF B HMPCBM NJOJNVN *G TP XIZ BOE XIBU JT JUT WBMVF BOE XIFSF JT UIF
NJOJNVN BUUBJOFE *G OPU FYQMBJO XIZ
 (MPCBM 0QUJNJ[BUJPO
'PS UIF GVODUJPOT JO 'JHVSF  BOE 1SFWJFX"DUJWJUZ  XFXFSF JOUFSFTUFE JO КOEJOH UIF
HMPCBMNJOJNVNBOEHMPCBMNBYJNVNPO UIF FOUJSF EPNBJO XIJDI UVSOFE PVU UP CF (−∞,∞)
GPS FBDI "U PUIFS UJNFT PVS QFSTQFDUJWF PO B GVODUJPO NJHIU CF NPSF GPDVTFE EVF UP TPNF
SFTUSJDUJPO PO JUT EPNBJO 'PS FYBNQMF SBUIFS UIBO DPOTJEFSJOH f (x) ! 2 + 31+(x+1)2 GPS FWFSZ
WBMVF PG x QFSIBQT JOTUFBE XF BSF POMZ JOUFSFTUFE JO UIPTF x GPS XIJDI 0 ≤ x ≤ 4 BOE XF
XPVME MJLF UP LOPX XIJDI WBMVFT PG x JO UIF JOUFSWBM [0, 4] QSPEVDF UIF MBSHFTU QPTTJCMF BOE
TNBMMFTU QPTTJCMF WBMVFT PG f  8F BSF BDDVTUPNFE UP DSJUJDBM OVNCFST QMBZJOH B LFZ SPMF JO
EFUFSNJOJOH UIF MPDBUJPO PG FYUSFNF WBMVFT PG B GVODUJPO OPX CZ SFTUSJDUJOH UIF EPNBJO UP BO
JOUFSWBM JU NBLFT TFOTF UIBU UIF FOEQPJOUT PG UIF JOUFSWBM XJMM BMTP CF JNQPSUBOU UP DPOTJEFS
BT XF TFF JO UIF GPMMPXJOH BDUJWJUZ 8IFO MJNJUJOH PVSTFMWFT UP B QBSUJDVMBS JOUFSWBM XF XJMM
PGUFO SFGFS UP UIF BCTPMVUF NBYJNVN PS NJOJNVN WBMVF SBUIFS UIBO UIF HMPCBM NBYJNVN PS
NJOJNVN
"DUJWJUZ  -FU !(x) ! 13 x3 − 2x + 2.
B 'JOE BMM DSJUJDBM OVNCFST PG ! UIBU MJF JO UIF JOUFSWBM −2 ≤ x ≤ 3
C 6TF B HSBQIJOH VUJMJUZ UP DPOTUSVDU UIF HSBQI PG ! PO UIF JOUFSWBM −2 ≤ x ≤ 3
D 'SPN UIF HSBQI EFUFSNJOF UIF xWBMVFT BU XIJDI UIF BCTPMVUF NJOJNVN BOE BC
TPMVUF NBYJNVN PG ! PDDVS PO UIF JOUFSWBM [−2, 3]
E )PX EP ZPVS BOTXFST DIBOHF JG XF JOTUFBE DPOTJEFS UIF JOUFSWBM −2 ≤ x ≤ 2 
F 8IBU JG XF JOTUFBE DPOTJEFS UIF JOUFSWBM −2 ≤ x ≤ 1 
*O "DUJWJUZ  XF TBX IPX UIF BCTPMVUF NBYJNVN BOE BCTPMVUF NJOJNVN PG B GVODUJPO
PO B DMPTFE CPVOEFE JOUFSWBM [a , b] EFQFOE OPU POMZ PO UIF DSJUJDBM OVNCFST PG UIF GVODUJPO
CVU BMTP PO UIF TFMFDUFE WBMVFT PG a BOE b 5IFTF PCTFSWBUJPOT EFNPOTUSBUF TFWFSBM JNQPSUBOU
GBDUT UIBU IPME NVDI NPSF HFOFSBMMZ 'JSTU XF TUBUF BO JNQPSUBOU SFTVMU DBMMFE UIF &YUSFNF

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
7BMVF 5IFPSFN
5IF &YUSFNF 7BMVF 5IFPSFN
*G f JT B DPOUJOVPVT GVODUJPO PO B DMPTFE JOUFSWBM [a , b] UIFO f BUUBJOT CPUI BO BCTPMVUF
NJOJNVN BOE BCTPMVUF NBYJNVN PO [a , b] 5IBU JT GPS TPNF WBMVF xm TVDI UIBU a ≤
xm ≤ b JU GPMMPXT UIBU f (xm) ≤ f (x) GPS BMM x JO [a , b] 4JNJMBSMZ UIFSF JT B WBMVF xM JO
[a , b] TVDI UIBU f (xM) ≥ f (x) GPS BMM x JO [a , b] -FUUJOH m ! f (xm) BOE M ! f (xM) JU
GPMMPXT UIBU m ≤ f (x) ≤ M GPS BMM x JO [a , b]
5IF &YUSFNF 7BMVF 5IFPSFN UFMMT VT UIBU QSPWJEFE B GVODUJPO JT DPOUJOVPVT PO BOZ DMPTFE
JOUFSWBM [a , b] UIF GVODUJPO IBT UP BDIJFWF CPUI BO BCTPMVUF NJOJNVN BOE BO BCTPMVUF NBYJ
NVN /PUF IPXFWFS UIBU UIJT SFTVMU EPFT OPU UFMM VT XIFSF UIFTF FYUSFNF WBMVFT PDDVS CVU
SBUIFS POMZ UIBU UIFZ NVTU FYJTU "T TFFO JO UIF FYBNQMFT PG "DUJWJUZ  JU JT BQQBSFOU UIBU
UIF POMZ QPTTJCMF MPDBUJPOT GPS SFMBUJWF FYUSFNFT BSF FJUIFS UIF FOEQPJOUT PG UIF JOUFSWBM PS
BU B DSJUJDBM OVNCFS 	UIF MBUUFS CFJOH XIFSF B SFMBUJWF NJOJNVN PS NBYJNVN DPVME PDDVS
XIJDI JT B QPUFOUJBM MPDBUJPO GPS BO BCTPMVUF FYUSFNF

/PUF  5IVT XF IBWF UIF GPMMPXJOH BQQSPBDI UP КOEJOH UIF BCTPMVUF NBYJNVN BOE
NJOJNVN PG B DPOUJOVPVT GVODUJPO f PO UIF JOUFSWBM [a , b]
ə КOE BMM DSJUJDBM OVNCFST PG f UIBU MJF JO UIF JOUFSWBM
ə FWBMVBUF UIF GVODUJPO f BU FBDI DSJUJDBM OVNCFS JO UIF JOUFSWBM BOE BU FBDI FOEQPJOU PG
UIF JOUFSWBM
ə GSPN BNPOH UIF OPUFE GVODUJPO WBMVFT UIF TNBMMFTU JT UIF BCTPMVUF NJOJNVN PG f PO
UIF JOUFSWBM XIJMF UIF MBSHFTU JT UIF BCTPMVUF NBYJNVN
"DUJWJUZ  'JOE UIF FYBDU BCTPMVUF NBYJNVN BOE NJOJNVN PG FBDI GVODUJPO PO UIF
TUBUFE JOUFSWBM
B h(x) ! xe−x  [0, 3]
C p(t) ! sin(t) + cos(t) [−π2 , π2 ]
D q(x) ! x2x−2  [3, 7]
E f (x) ! 4 − e−(x−2)2  (−∞,∞)
F h(x) ! xe−ax  [0, 2a ] 	a > 0

G f (x) ! b − e−(x−a)2  (−∞,∞) a , b > 0
0OF PG UIF CJH MFTTPOT JO КOEJOH BCTPMVUF FYUSFNF WBMVFT JT UIF SFBMJ[BUJPO UIBU UIF JOUFSWBM
XF DIPPTF IBT OFBSMZ UIF TBNF JNQBDU PO UIF QSPCMFN BT UIF GVODUJPO VOEFS DPOTJEFSBUJPO
$POTJEFS GPS JOTUBODF UIF GVODUJPO QJDUVSFE JO 'JHVSF 

 (MPCBM 0QUJNJ[BUJPO
-2 3
2
g
-2 2
2
g
-2 1
2
g
'JHVSF  " GVODUJPO ! DPOTJEFSFE PO UISFF EJЙFSFOU JOUFSWBMT
*O TFRVFODF GSPN MFGU UP SJHIU BTXF TFF UIF JOUFSWBM VOEFS DPOTJEFSBUJPO DIBOHF GSPN [−2, 3]
UP [−2, 2] UP [−2, 1] XF NPWF GSPN IBWJOH UXP DSJUJDBM OVNCFST JO UIF JOUFSWBM XJUI UIF BC
TPMVUF NJOJNVN BU POF DSJUJDBM OVNCFS BOE UIF BCTPMVUF NBYJNVN BU UIF SJHIU FOEQPJOU
UP TUJMM IBWJOH CPUI DSJUJDBM OVNCFST JO UIF JOUFSWBM CVU UIFO XJUI UIF BCTPMVUF NJOJNVN
BOE NBYJNVN BU UIF UXP DSJUJDBM OVNCFST UP КOBMMZ IBWJOH KVTU POF DSJUJDBM OVNCFS JO UIF
JOUFSWBM XJUI UIF BCTPMVUF NBYJNVN BU POF DSJUJDBM OVNCFS BOE UIF BCTPMVUF NJOJNVN BU
POF FOEQPJOU *U JT QBSUJDVMBSMZ FTTFOUJBM UP BMXBZT SFNFNCFS UP POMZ DPOTJEFS UIF DSJUJDBM
OVNCFST UIBU MJF XJUIJO UIF JOUFSWBM
 .PWJOH UPXBSE BQQMJDBUJPOT
*O 4FDUJPO  XFXJMM GPDVT BMNPTU FYDMVTJWFMZ PO BQQMJFE PQUJNJ[BUJPO QSPCMFNT QSPCMFNT
XIFSF XF TFFL UP КOE UIF BCTPMVUF NBYJNVN PS NJOJNVN WBMVF PG B GVODUJPO UIBU SFQSF
TFOUT TPNF QIZTJDBM TJUVBUJPO 8F DPODMVEF UIJT DVSSFOU TFDUJPOXJUI BO FYBNQMF PG POF TVDI
QSPCMFN CFDBVTF JU IJHIMJHIUT UIF SPMF UIBU B DMPTFE CPVOEFE EPNBJO DBO QMBZ JO КOEJOH BC
TPMVUF FYUSFNB *O BEEJUJPO UIFTF QSPCMFNT PGUFO JOWPMWF DPOTJEFSBCMF QSFMJNJOBSZ XPSL UP
EFWFMPQ UIF GVODUJPO XIJDI JT UP CF PQUJNJ[FE BOE UIJT FYBNQMF EFNPOTUSBUFT UIBU QSPDFTT
&YBNQMF  "  DN QJFDF PG XJSF JT DVU JOUP UXP QJFDFT 0OF QJFDF JT VTFE UP GPSN B
TRVBSF BOE UIF PUIFS BO FRVJMBUFSBM USJBOHMF )PX TIPVME UIF XJSF CF DVU UP NBYJNJ[F UIF
UPUBM BSFB FODMPTFE CZ UIF TRVBSF BOE USJBOHMF UP NJOJNJ[F UIF BSFB 
4PMVUJPO 8F CFHJO CZ DPOTUSVDUJOH B QJDUVSF UIBU FYFNQMJКFT UIF HJWFO TJUVBUJPO 5IF
QSJNBSZ WBSJBCMF JO UIF QSPCMFN JT XIFSF XF EFDJEF UP DVU UIF XJSF 8F UIVT MBCFM UIBU QPJOU
x BOE OPUF UIBU UIF SFNBJOJOH QPSUJPO PG UIF XJSF UIFO IBT MFOHUI 20 − x

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
"T TIPXO JO 'JHVSF  XF TFF
UIBU UIF x DN PG UIF XJSF UIBU BSF
VTFE UP GPSN UIF FRVJMBUFSBM USJBOHMF
SFTVMU JO B USJBOHMF XJUI UISFF TJEFT
PG MFOHUI x3  'PS UIF SFNBJOJOH 20−x
DN PG XJSF UIF TRVBSF UIBU SFTVMUT
XJMM IBWF FBDI TJEF PG MFOHUI 20−x4 
x 20− x
x
3
20−x
4
'JHVSF  "  DN QJFDF PG XJSF DVU JOUP UXP
QJFDFT POF PG XIJDI GPSNT BO FRVJMBUFSBM USJBOHMF
UIF PUIFS XIJDI ZJFMET B TRVBSF
"U UIJT QPJOU XF OPUF UIBU UIFSF BSF PCWJPVT SFTUSJDUJPOT PO x JO QBSUJDVMBS 0 ≤ x ≤ 20 *O
UIF FYUSFNF DBTFT BMM PG UIF XJSF JT CFJOH VTFE UP NBLF KVTU POF КHVSF 'PS JOTUBODF JG x ! 0
UIFO BMM  DN PG XJSF BSF VTFE UP NBLF B TRVBSF UIBU JT 5 × 5
/PX PVS PWFSBMM HPBM JT UP КOE UIF BCTPMVUF NJOJNVN BOE BCTPMVUF NBYJNVN BSFBT UIBU
DBO CF FODMPTFE 8F OPUF UIBU UIF BSFB PG UIF USJBOHMF JT A∆ ! 12 bh ! 12 · x3 · x
√
3
6  TJODF UIF
IFJHIU PG BO FRVJMBUFSBM USJBOHMF JT
√
3 UJNFT IBMG UIF MFOHUI PG UIF CBTF 'VSUIFS UIF BSFB PG
UIF TRVBSF JT A! ! s2 !
! 20−x
4
"2 5IFSFGPSF UIF UPUBM BSFB GVODUJPO JT
A(x) !
√
3x2
36 +
(20 − x
4
)2
.
"HBJO OPUF UIBU XF BSF POMZ DPOTJEFSJOH UIJT GVODUJPO PO UIF SFTUSJDUFE EPNBJO [0, 20] BOE
XF TFFL JUT BCTPMVUF NJOJNVN BOE BCTPMVUF NBYJNVN
%JЙFSFOUJBUJOH A(x) XF IBWF
A′(x) !
√
3x
18 + 2
(20 − x
4
) (
−14
)
!
√
3
18 x +
1
8 x −
5
2 .
4FUUJOH A′(x) ! 0 JU GPMMPXT UIBU x ! 180
4
√
3+9
≈ 11.3007 JT UIF POMZ DSJUJDBM OVNCFS PG A BOE
XF OPUF UIBU UIJT MJFT XJUIJO UIF JOUFSWBM [0, 20]
&WBMVBUJOH A BU UIF DSJUJDBM OVNCFS BOE FOEQPJOUT XF TFF UIBU
ə A
(
180
4
√
3+9
)
!
√
3( 180
4
√
3+9
)2
4 +
(
20− 180
4
√
3+9
4
)2
≈ 10.8741
ə A(0) ! 25
ə A(20) !
√
3
36 (400) ! 1009
√
3 ≈ 19.2450

 (MPCBM 0QUJNJ[BUJPO
5IVT UIF BCTPMVUF NJOJNVN PDDVST XIFO
x ≈ 11.3007 BOE SFTVMUT JO UIF NJOJNVN
BSFB PG BQQSPYJNBUFMZ 10.8741 TRVBSF DFO
UJNFUFST XIJMF UIF BCTPMVUF NBYJNVN PD
DVST XIFO XF JOWFTU BMM PG UIF XJSF JO UIF
TRVBSF 	BOE OPOF JO UIF USJBOHMF
 SFTVMUJOH
JO  TRVBSF DFOUJNFUFST PG BSFB 5IFTF SF
TVMUT BSF DPOКSNFE CZ B QMPU PG y ! A(x) PO
UIF JOUFSWBM [0, 20] BT TIPXO JO 'JHVSF 
5 10 15 20
5
10
15
20
25
y= A(x)
'JHVSF  " QMPU PG UIF BSFB GVODUJPO
GSPN &YBNQMF 
"DUJWJUZ  " QJFDF PG DBSECPBSE UIBU JT 10 × 15 	FBDI NFBTVSFE JO JODIFT
 JT CFJOH
NBEF JOUP B CPY XJUIPVU B UPQ 5P EP TP TRVBSFT BSF DVU GSPN FBDI DPSOFS PG UIF CPY
BOE UIF SFNBJOJOH TJEFT BSF GPMEFE VQ *G UIF CPY OFFET UP CF BU MFBTU  JODI EFFQ BOE
OP NPSF UIBO  JODIFT EFFQ XIBU JT UIF NBYJNVN QPTTJCMF WPMVNF PG UIF CPY XIBU JT
UIF NJOJNVN WPMVNF +VTUJGZ ZPVS BOTXFST VTJOH DBMDVMVT
B %SBX B MBCFMFE EJBHSBN UIBU TIPXT UIF HJWFO JOGPSNBUJPO 8IBU WBSJBCMF TIPVME
XF JOUSPEVDF UP SFQSFTFOU UIF DIPJDF XF NBLF JO DSFBUJOH UIF CPY -BCFM UIF EJB
HSBN BQQSPQSJBUFMZ XJUI UIF WBSJBCMF BOE XSJUF B TFOUFODF UP TUBUF XIBU UIF WBSJ
BCMF SFQSFTFOUT
C %FUFSNJOF B GPSNVMB GPS UIF GVODUJPO V 	UIBU EFQFOET PO UIF WBSJBCMF JO 	B

 UIBU
UFMMT VT UIF WPMVNF PG UIF CPY
D 8IBU JT UIF EPNBJO PG UIF GVODUJPO V 5IBU JT XIBU WBMVFT PG x NBLF TFOTF GPS
JOQVU "SF UIFSF BEEJUJPOBM SFTUSJDUJPOT QSPWJEFE JO UIF QSPCMFN 
E %FUFSNJOF BMM DSJUJDBM OVNCFST PG UIF GVODUJPO V 
F &WBMVBUFV BU FBDI PG UIF FOEQPJOUT PG UIF EPNBJO BOE BU BOZ DSJUJDBM OVNCFST UIBU
MJF JO UIF EPNBJO
G 8IBU JT UIF NBYJNVN QPTTJCMF WPMVNF PG UIF CPY UIF NJOJNVN 
5IF BQQSPBDIFT TIPXO JO &YBNQMF  BOE FYQFSJFODFE JO "DUJWJUZ  JODMVEF TUBOEBSE
TUFQT UIBU XF VOEFSUBLF JO BMNPTU FWFSZ BQQMJFE PQUJNJ[BUJPO QSPCMFN XF ESBX B QJDUVSF UP
EFNPOTUSBUF UIF TJUVBUJPO JOUSPEVDF POF PS NPSF WBSJBCMFT UP SFQSFTFOU RVBOUJUJFT UIBU BSF
DIBOHJOH XPSL UP КOE B GVODUJPO UIBU NPEFMT UIF RVBOUJUZ UP CF PQUJNJ[FE BOE UIFO EFDJEF

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
BO BQQSPQSJBUF EPNBJO GPS UIBU GVODUJPO 0ODF UIBU XPSL JT EPOF XF BSF JO UIF GBNJMJBS
TJUVBUJPO PG КOEJOH UIF BCTPMVUF NJOJNVN BOE NBYJNVN PG B GVODUJPO PWFS B QBSUJDVMBS
EPNBJO BU XIJDI UJNF XF BQQMZ UIF DBMDVMVT JEFBT UIBU XF IBWF CFFO TUVEZJOH UP UIJT QPJOU
JO $IBQUFS 
4VNNBSZ
ə 5P КOE SFMBUJWF FYUSFNF WBMVFT PG B GVODUJPO XF OPSNBMMZ VTF B КSTU EFSJWBUJWF TJHO
DIBSU BOE DMBTTJGZ BMM PG UIF GVODUJPOɒT DSJUJDBM OVNCFST *G JOTUFBE XF BSF JOUFSFTUFE JO
BCTPMVUF FYUSFNF WBMVFT XF КSTU EFDJEFXIFUIFS XF BSF DPOTJEFSJOH UIF FOUJSF EPNBJO
PG UIF GVODUJPO PS B QBSUJDVMBS JOUFSWBM
ə *O UIF DBTF PG КOEJOH HMPCBM FYUSFNFT PWFS UIF GVODUJPOɒT FOUJSF EPNBJO XF BHBJO VTF
B КSTU PS TFDPOE EFSJWBUJWF TJHO DIBSU JO BO FЙPSU UP NBLF PWFSBMM DPODMVTJPOT BCPVU
XIFUIFS PS OPU UIF GVODUJPO DBO IBWF B BCTPMVUF NBYJNVN PS NJOJNVN *G XF BSF
XPSLJOH UP КOE BCTPMVUF FYUSFNFT PO B SFTUSJDUFE JOUFSWBM UIFO XF КSTU JEFOUJGZ BMM
DSJUJDBM OVNCFST PG UIF GVODUJPO UIBU MJF JO UIF JOUFSWBM
ə 'PS B DPOUJOVPVT GVODUJPO PO B DMPTFE CPVOEFE JOUFSWBM UIF POMZ QPTTJCMF QPJOUT BU
XIJDI BCTPMVUF FYUSFNF WBMVFT PDDVS BSF UIF DSJUJDBM OVNCFST BOE UIF FOEQPJOUT 5IVT
UP КOE TBJE BCTPMVUF FYUSFNFT XF TJNQMZ FWBMVBUF UIF GVODUJPO BU FBDI FOEQPJOU BOE
FBDI DSJUJDBM OVNCFS JO UIF JOUFSWBM BOE UIFO XF DPNQBSF UIF SFTVMUT UP EFDJEF XIJDI
JT MBSHFTU 	UIF BCTPMVUF NBYJNVN
 BOE XIJDI JT TNBMMFTU 	UIF BCTPMVUF NJOJNVN

&YFSDJTFT
 #BTFE PO UIF HJWFO JOGPSNBUJPO BCPVU FBDI GVODUJPO EFDJEF XIFUIFS UIF GVODUJPO IBT
HMPCBM NBYJNVN B HMPCBM NJOJNVN OFJUIFS CPUI PS UIBU JU JT OPU QPTTJCMF UP TBZ XJUI
PVU NPSF JOGPSNBUJPO "TTVNF UIBU FBDI GVODUJPO JT UXJDF EJЙFSFOUJBCMF BOE EFКOFE GPS
BMM SFBM OVNCFST VOMFTT OPUFE PUIFSXJTF *O FBDI DBTF XSJUF POF TFOUFODF UP FYQMBJO ZPVS
DPODMVTJPO
B f JT B GVODUJPO TVDI UIBU f ′′(x) < 0 GPS FWFSZ x
C ! JT B GVODUJPO XJUI UXP DSJUJDBM OVNCFST a BOE b 	XIFSF a < b
 BOE !′(x) < 0 GPS x < a
!′(x) < 0 GPS a < x < b BOE !′(x) > 0 GPS x > b
D h JT B GVODUJPO XJUI UXP DSJUJDBM OVNCFST a BOE b 	XIFSF a < b
 BOE h′(x) < 0 GPS x < a
h′(x) > 0 GPS a < x < b BOE h′(x) < 0 GPS x > b *O BEEJUJPO limx→∞ h(x) ! 0 BOE
limx→−∞ h(x) ! 0
E p JT B GVODUJPO EJЙFSFOUJBCMF FWFSZXIFSF FYDFQU BU x ! a BOE p′′(x) > 0 GPS x < a BOE
p′′(x) < 0 GPS x > a
 'PS FBDI GBNJMZ PG GVODUJPOT UIBU EFQFOET PO POF PS NPSF QBSBNFUFST EFUFSNJOF UIF
GVODUJPOɒT BCTPMVUF NBYJNVN BOE BCTPMVUF NJOJNVN PO UIF HJWFO JOUFSWBM
B p(x) ! x3 − a2x [0, a] 	a > 0

C r(x) ! axe−bx  [ 12b , b] 	a , b > 0


 (MPCBM 0QUJNJ[BUJPO
D w(x) ! a(1 − e−bx) [b , 3b] 	a , b > 0

E s(x) ! sin(kx) [ π3k , 5π6k ]
 'PS FBDI PG UIF GVODUJPOT EFTDSJCFE CFMPX 	FBDI DPOUJOVPVT PO [a , b]
 TUBUF UIF MPDBUJPO PG
UIF GVODUJPOɒT BCTPMVUF NBYJNVN BOE BCTPMVUF NJOJNVN PO UIF JOUFSWBM [a , b] PS TBZ UIFSF
JT OPU FOPVHI JOGPSNBUJPO QSPWJEFE UPNBLF B DPODMVTJPO "TTVNF UIBU BOZ DSJUJDBM OVNCFST
NFOUJPOFE JO UIF QSPCMFN TUBUFNFOU SFQSFTFOU BMM PG UIF DSJUJDBM OVNCFST UIF GVODUJPO IBT
JO [a , b] *O FBDI DBTF XSJUF POF TFOUFODF UP FYQMBJO ZPVS BOTXFS
B f ′(x) ≤ 0 GPS BMM x JO [a , b]
C ! IBT B DSJUJDBM OVNCFS BU c TVDI UIBU a < c < b BOE !′(x) > 0 GPS x < c BOE !′(x) < 0
GPS x > c
D h(a) ! h(b) BOE h′′(x) < 0 GPS BMM x JO [a , b]
E p(a) > 0 p(b) < 0 BOE GPS UIF DSJUJDBM OVNCFS c TVDI UIBU a < c < b p′(x) < 0 GPS x < c
BOE p′(x) > 0 GPS x > c
 -FU s(t) ! 3 sin(2(t − π6 ))+ 5. 'JOE UIF FYBDU BCTPMVUF NBYJNVN BOE NJOJNVN PG s PO UIF
QSPWJEFE JOUFSWBMT CZ UFTUJOH UIF FOEQPJOUT BOE КOEJOH BOE FWBMVBUJOH BMM SFMFWBOU DSJUJDBM
OVNCFST PG s
B [π6 , 7π6 ]
C [0, π2 ]
D [0, 2π]
E [π3 , 5π6 ]

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
 "QQMJFE 0QUJNJ[BUJPO
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə *O B TFUUJOH XIFSF B TJUVBUJPO JT EFTDSJCFE GPS XIJDI PQUJNBM QBSBNFUFST BSF TPVHIU
IPX EP XF EFWFMPQ B GVODUJPO UIBU NPEFMT UIF TJUVBUJPO BOE VTF DBMDVMVT UP КOE UIF
EFTJSFE NBYJNVN PS NJOJNVN 
/FBS UIF DPODMVTJPO PG 4FDUJPO  XF DPOTJEFSFE UXP FYBNQMFT PG PQUJNJ[BUJPO QSPCMFNT
XIFSF EFUFSNJOJOH UIF GVODUJPO UP CF PQUJNJ[FE XBT QBSU PG B CSPBEFS RVFTUJPO *O &YBN
QMF  XF TPVHIU UP VTF B TJOHMF QJFDF PGXJSF UP CVJME UXP HFPNFUSJD КHVSFT 	BO FRVJMBUFSBM
USJBOHMF BOE TRVBSF
 BOE UP VOEFSTUBOE IPX WBSJPVT DIPJDFT GPS IPX UP DVU UIF XJSF MFE UP
EJЙFSFOU WBMVFT PG UIF BSFB FODMPTFE 0OF PG PVS DPODMVTJPOT XBT UIBU JO PSEFS UP NBYJNJ[F
UIF UPUBM DPNCJOFE BSFB FODMPTFE CZ UIF USJBOHMF BOE TRVBSF BMM PG UIF XJSF NVTU CF VTFE UP
NBLF B TRVBSF *O UIF TVCTFRVFOU "DUJWJUZ  XF JOWFTUJHBUFE IPX UIF WPMVNF PG B CPY
DPOTUSVDUFE GSPN B QJFDF PG DBSECPBSE CZ SFNPWJOH TRVBSFT GSPN FBDI DPSOFS BOE GPMEJOH
VQ UIF TJEFT EFQFOET PO UIF TJ[F PG UIF TRVBSFT SFNPWFE
#PUI PG UIFTF QSPCMFNT FYFNQMJGZ TJUVBUJPOTXIFSF UIFSF JT OPU B GVODUJPO FYQMJDJUMZ QSPWJEFE
UP PQUJNJ[F 3BUIFS XF КSTU XPSLFE UP VOEFSTUBOE UIF HJWFO JOGPSNBUJPO JO UIF QSPCMFN
ESBXJOH B КHVSF BOE JOUSPEVDJOH WBSJBCMFT BOE UIFO TPVHIU UP EFWFMPQ B GPSNVMB GPS B
GVODUJPO UIBU NPEFMT UIF RVBOUJUZ 	BSFB PS WPMVNF JO UIF UXP FYBNQMFT SFTQFDUJWFMZ
 UP
CF PQUJNJ[FE 0ODF UIF GVODUJPO XBT FTUBCMJTIFE XF UIFO DPOTJEFSFE XIBU EPNBJO XBT
BQQSPQSJBUF PO XIJDI UP QVSTVF UIF EFTJSFE BCTPMVUF NJOJNVN PS NBYJNVN 	PS CPUI
 "U
UIJT QPJOU JO UIF QSPCMFN XF BSF КOBMMZ SFBEZ UP BQQMZ UIF JEFBT PG DBMDVMVT UP EFUFSNJOF
BOE KVTUJGZ UIF BCTPMVUF NJOJNVN PS NBYJNVN 5IVT XIBU JT QSJNBSJMZ EJЙFSFOU BCPVU
QSPCMFNT PG UIJT UZQF JT UIBU UIF QSPCMFNTPMWFS NVTU EP DPOTJEFSBCMF XPSL UP JOUSPEVDF
WBSJBCMFT BOE EFWFMPQ UIF DPSSFDU GVODUJPO BOE EPNBJO UP SFQSFTFOU UIF EFTDSJCFE TJUVBUJPO
5ISPVHIPVU XIBU GPMMPXT JO UIF DVSSFOU TFDUJPO UIF QSJNBSZ FNQIBTJT JT PO UIF SFBEFS TPMW
JOH QSPCMFNT *OJUJBMMZ TPNF TVCTUBOUJBM HVJEBODF JT QSPWJEFE XJUI UIF QSPCMFNT QSPHSFTT
JOH UP SFRVJSF HSFBUFS JOEFQFOEFODF BT XF NPWF BMPOH
1SFWJFX"DUJWJUZ  "DDPSEJOH UP 64 QPTUBM SFHVMBUJPOT UIF HJSUI QMVT UIF MFOHUI PG
B QBSDFM TFOU CZNBJMNBZ OPU FYDFFE  JODIFT XIFSF CZ ɔHJSUIɕXFNFBO UIF QFSJNFUFS
PG UIF TNBMMFTU FOE 8IBU JT UIF MBSHFTU QPTTJCMF WPMVNF PG B SFDUBOHVMBS QBSDFM XJUI B
TRVBSF FOE UIBU DBO CF TFOU CZ NBJM 8IBU BSF UIF EJNFOTJPOT PG UIF QBDLBHF PG MBSHFTU
WPMVNF 
B -FU x SFQSFTFOU UIF MFOHUI PG POF TJEF PG UIF TRVBSF FOE BOE y UIF MFOHUI PG UIF
MPOHFS TJEF -BCFM UIFTF RVBOUJUJFT BQQSPQSJBUFMZ PO UIF JNBHF TIPXO JO 'JHVSF 
C 8IBU JT UIF RVBOUJUZ UP CF PQUJNJ[FE JO UIJT QSPCMFN 'JOE B GPSNVMB GPS UIJT
RVBOUJUZ JO UFSNT PG x BOE y

 "QQMJFE 0QUJNJ[BUJPO
D 5IF QSPCMFN TUBUFNFOU UFMMT VT UIBU UIF QBSDFMɒT HJSUI QMVT MFOHUI NBZ OPU FYDFFE
 JODIFT *O PSEFS UPNBYJNJ[F WPMVNF XF BTTVNF UIBUXFXJMM BDUVBMMZ OFFE UIF
HJSUI QMVT MFOHUI UP FRVBM  JODIFT 8IBU FRVBUJPO EPFT UIJT QSPEVDF JOWPMWJOH
x BOE y 
E 4PMWF UIF FRVBUJPO ZPV GPVOE JO 	D
 GPS POF PG x PS y 	XIJDIFWFS JT FBTJFS

F /PX VTF ZPVS XPSL JO 	C
 BOE 	E
 UP EFUFSNJOF B GPSNVMB GPS UIF WPMVNF PG UIF
QBSDFM TP UIBU UIJT GPSNVMB JT B GVODUJPO PG B TJOHMF WBSJBCMF
G 0WFS XIBU EPNBJO TIPVME XF DPOTJEFS UIJT GVODUJPO /PUF UIBU CPUI x BOE y NVTU
CF QPTJUJWF IPX EPFT UIF DPOTUSBJOU UIBU HJSUI QMVT MFOHUI JT  JODIFT QSPEVDF
JOUFSWBMT PG QPTTJCMF WBMVFT GPS x BOE y 
H 'JOE UIF BCTPMVUF NBYJNVN PG UIF
WPMVNF PG UIF QBSDFM PO UIF EPNBJO
ZPV FTUBCMJTIFE JO 	G
 BOE IFODF
BMTP EFUFSNJOF UIF EJNFOTJPOT PG
UIF CPY PG HSFBUFTU WPMVNF +VTUJGZ
UIBU ZPVɒWF GPVOE UIF NBYJNVN
VTJOH DBMDVMVT
'JHVSF  " SFDUBOHVMBS QBSDFM XJUI B
TRVBSF FOE
 .PSF BQQMJFE PQUJNJ[BUJPO QSPCMFNT
.BOZ PG UIF TUFQT JO 1SFWJFX"DUJWJUZ  BSF POFT UIBU XF XJMM FYFDVUF JO BOZ BQQMJFE PQUJ
NJ[BUJPO QSPCMFN 8F CSJFЛZ TVNNBSJ[F UIPTF IFSF UP QSPWJEF BO PWFSWJFX PG PVS BQQSPBDI
JO TVCTFRVFOU RVFTUJPOT
/PUF 
ə %SBX B QJDUVSF BOE JOUSPEVDF WBSJBCMFT *U JT FTTFOUJBM UP КSTU VOEFSTUBOE XIBU RVBO
UJUJFT BSF BMMPXFE UP WBSZ JO UIF QSPCMFN BOE UIFO UP SFQSFTFOU UIPTF WBMVFT XJUI WBSJ
BCMFT $POTUSVDUJOH B КHVSF XJUI UIF WBSJBCMFT MBCFMFE JT BMNPTU BMXBZT BO FTTFOUJBM
КSTU TUFQ 4PNFUJNFT ESBXJOH TFWFSBM EJBHSBNT DBO CF FTQFDJBMMZ IFMQGVM UP HFU B TFOTF
PG UIF TJUVBUJPO " OJDF FYBNQMF PG UIJT DBO CF TFFO BU IUUQHWTVFEVT XIFSF
UIF DIPJDF PG XIFSF UP CFOE B QJFDF PG XJSF JOUP UIF TIBQF PG B SFDUBOHMF EFUFSNJOFT
CPUI UIF SFDUBOHMFɒT TIBQF BOE BSFB
ə *EFOUJGZ UIF RVBOUJUZ UP CF PQUJNJ[FE BT XFMM BT BOZ LFZ SFMBUJPOTIJQT BNPOH UIF WBSJ
BCMF RVBOUJUJFT &TTFOUJBMMZ UIJT TUFQ JOWPMWFT XSJUJOH FRVBUJPOT UIBU JOWPMWF UIF WBSJ

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
BCMFT UIBU IBWF CFFO JOUSPEVDFE POF UP SFQSFTFOU UIF RVBOUJUZ XIPTF NJOJNVN PS
NBYJNVN JT TPVHIU BOE QPTTJCMZ PUIFST UIBU TIPXIPXNVMUJQMF WBSJBCMFT JO UIF QSPC
MFN NBZ CF JOUFSSFMBUFE
ə %FUFSNJOF B GVODUJPO PG B TJOHMF WBSJBCMF UIBU NPEFMT UIF RVBOUJUZ UP CF PQUJNJ[FE
UIJT NBZ JOWPMWF VTJOH PUIFS SFMBUJPOTIJQT BNPOH WBSJBCMFT UP FMJNJOBUF POF PS NPSF
WBSJBCMFT JO UIF GVODUJPO GPSNVMB 'PS FYBNQMF JO 1SFWJFX "DUJWJUZ  XF JOJUJBMMZ
GPVOE UIBU V ! x2y CVU UIFO UIF BEEJUJPOBM SFMBUJPOTIJQ UIBU 4x + y ! 108 	HJSUI QMVT
MFOHUI FRVBMT  JODIFT
 BMMPXT VT UP SFMBUF x BOE y BOE UIVT PCTFSWF FRVJWBMFOUMZ UIBU
y ! 108 − 4x 4VCTUJUVUJOH GPS y JO UIF WPMVNF FRVBUJPO ZJFMET V(x) ! x2(108 − 4x)
BOE UIVT XF IBWF XSJUUFO UIF WPMVNF BT B GVODUJPO PG UIF TJOHMF WBSJBCMF x
ə %FDJEF UIF EPNBJO POXIJDI UP DPOTJEFS UIF GVODUJPO CFJOH PQUJNJ[FE 0GUFO UIF QIZT
JDBM DPOTUSBJOUT PG UIF QSPCMFNXJMM MJNJU UIF QPTTJCMF WBMVFT UIBU UIF JOEFQFOEFOU WBSJ
BCMF DBO UBLF PO 5IJOLJOH CBDL UP UIF EJBHSBN EFTDSJCJOH UIF PWFSBMM TJUVBUJPO BOE
BOZ SFMBUJPOTIJQT BNPOH WBSJBCMFT JO UIF QSPCMFN PGUFO IFMQT JEFOUJGZ UIF TNBMMFTU BOE
MBSHFTU WBMVFT PG UIF JOQVU WBSJBCMF
ə 6TF DBMDVMVT UP JEFOUJGZ UIF BCTPMVUF NBYJNVN BOEPS NJOJNVN PG UIF RVBOUJUZ CF
JOH PQUJNJ[FE 5IJT BMXBZT JOWPMWFT КOEJOH UIF DSJUJDBM OVNCFST PG UIF GVODUJPO КSTU
5IFO EFQFOEJOH PO UIF EPNBJO XF FJUIFS DPOTUSVDU B КSTU EFSJWBUJWF TJHO DIBSU 	GPS
BO PQFO PS VOCPVOEFE JOUFSWBM
 PS FWBMVBUF UIF GVODUJPO BU UIF FOEQPJOUT BOE DSJUJDBM
OVNCFST 	GPS B DMPTFE CPVOEFE JOUFSWBM
 VTJOH JEFBTXFɒWF TUVEJFE TP GBS JO$IBQUFS 
ə 'JOBMMZ XF NBLF DFSUBJO XF IBWF BOTXFSFE UIF RVFTUJPO EPFT UIF RVFTUJPO TFFL UIF
BCTPMVUF NBYJNVN PG B RVBOUJUZ PS UIF WBMVFT PG UIF WBSJBCMFT UIBU QSPEVDF UIF NBY
JNVN 5IBU JT КOEJOH UIF BCTPMVUF NBYJNVN WPMVNF PG B QBSDFM JT EJЙFSFOU GSPN
КOEJOH UIF EJNFOTJPOT PG UIF QBSDFM UIBU QSPEVDF UIF NBYJNVN
"DUJWJUZ  " TPVQ DBO JO UIF TIBQF PG B SJHIU DJSDVMBS DZMJOEFS JT UP CF NBEF GSPN
UXP NBUFSJBMT 5IF NBUFSJBM GPS UIF TJEF PG UIF DBO DPTUT  QFS TRVBSF JODI BOE UIF
NBUFSJBM GPS UIF MJET DPTUT 0.027 QFS TRVBSF JODI 4VQQPTF UIBU XF EFTJSF UP DPOTUSVDU
B DBO UIBU IBT B WPMVNF PG  DVCJD JODIFT 8IBU EJNFOTJPOT NJOJNJ[F UIF DPTU PG UIF
DBO 
B %SBX B QJDUVSF PG UIF DBO BOE MBCFM JUT EJNFOTJPOT XJUI BQQSPQSJBUF WBSJBCMFT
C 6TF ZPVS WBSJBCMFT UP EFUFSNJOF FYQSFTTJPOT GPS UIF WPMVNF TVSGBDF BSFB BOE DPTU
PG UIF DBO
D %FUFSNJOF UIF UPUBM DPTU GVODUJPO BT B GVODUJPO PG B TJOHMF WBSJBCMF 8IBU JT UIF
EPNBJO PO XIJDI ZPV TIPVME DPOTJEFS UIJT GVODUJPO 
E 'JOE UIF BCTPMVUF NJOJNVN DPTU BOE UIF EJNFOTJPOT UIBU QSPEVDF UIJT WBMVF
'BNJMJBSJUZ XJUI DPNNPO HFPNFUSJD GPSNVMBT JT QBSUJDVMBSMZ IFMQGVM JO QSPCMFNT MJLF UIF
POF JO "DUJWJUZ  4PNFUJNFT UIPTF JOWPMWF QFSJNFUFS BSFB WPMVNF PS TVSGBDF BSFB "U
PUIFS UJNFT UIF DPOTUSBJOUT PG B QSPCMFN JOUSPEVDF SJHIU USJBOHMFT 	XIFSF UIF 1ZUIBHPSFBO
5IFPSFN BQQMJFT
 PS PUIFS GVODUJPOT XIPTF GPSNVMBT QSPWJEF SFMBUJPOTIJQT BNPOH WBSJBCMFT

 "QQMJFE 0QUJNJ[BUJPO
QSFTFOU
"DUJWJUZ  " IJLFS TUBSUJOH BU B QPJOU P PO B TUSBJHIU SPBE XBMLT FBTU UPXBSET QPJOU
Q XIJDI JT PO UIF SPBE BOE  LJMPNFUFST GSPN QPJOU P
5XP LJMPNFUFST EVF OPSUI PG QPJOU Q JT B
DBCJO 5IF IJLFS XJMM XBML EPXO UIF SPBE
GPS B XIJMF BU B QBDF PG  LJMPNFUFST QFS
IPVS "U TPNF QPJOU Z CFUXFFO P BOE
Q UIF IJLFS MFBWFT UIF SPBE BOE NBLFT
B TUSBJHIU MJOF UPXBSET UIF DBCJO UISPVHI
UIF XPPET IJLJOH BU B QBDF PG  LQI BT
QJDUVSFE JO 'JHVSF  *O PSEFS UP NJO
JNJ[F UIF UJNF UP HP GSPN P UP Z UP UIF
DBCJO XIFSF TIPVME UIF IJLFS UVSO JOUP
UIF GPSFTU 
3
2
P QZ
cabin
'JHVSF "IJLFS XBMLT GSPN P UP Z UP
UIF DBCJO BT QJDUVSFE
*ONPSF HFPNFUSJD QSPCMFNT XF PGUFO VTF DVSWFT PS GVODUJPOT UP QSPWJEF OBUVSBM DPOTUSBJOUT
'PS JOTUBODF XF DPVME JOWFTUJHBUFXIJDI JTPTDFMFT USJBOHMF UIBU DJSDVNTDSJCFT B VOJU DJSDMF IBT
UIF TNBMMFTU BSFB XIJDI ZPV DBO FYQMPSF GPS ZPVSTFMG BU IUUQHWTVFEVTC 0S TJNJMBSMZ
GPS B SFHJPO CPVOEFE CZ B QBSBCPMB XF NJHIU TFFL UIF SFDUBOHMF PG MBSHFTU BSFB UIBU КUT
CFOFBUI UIF DVSWF BT TIPXO BU IUUQHWTVFEVTD 5IF OFYU BDUJWJUZ JT TJNJMBS UP UIF
MBUUFS QSPCMFN
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF SFHJPO JO UIF xy QMBOF UIBU JT CPVOEFE CZ UIF xBYJT BOE
UIF GVODUJPO f (x) ! 25 − x2 $POTUSVDU B SFDUBOHMF XIPTF CBTF MJFT PO UIF xBYJT BOE JT
DFOUFSFE BU UIF PSJHJO BOE XIPTF TJEFT FYUFOE WFSUJDBMMZ VOUJM UIFZ JOUFSTFDU UIF DVSWF
y ! 25− x2 8IJDI TVDI SFDUBOHMF IBT UIF NBYJNVN QPTTJCMF BSFB 8IJDI TVDI SFDUBO
HMF IBT UIF HSFBUFTU QFSJNFUFS 8IJDI IBT UIF HSFBUFTU DPNCJOFE QFSJNFUFS BOE BSFB 
	$IBMMFOHF BOTXFS UIF TBNF RVFTUJPOT JO UFSNT PG QPTJUJWF QBSBNFUFST a BOE b GPS UIF
GVODUJPO f (x) ! b − ax2

"DUJWJUZ  " USPVHI JT CFJOH DPOTUSVDUFE CZ CFOEJOH B 4 × 24 	NFBTVSFE JO GFFU

SFDUBOHVMBS QJFDF PG TIFFU NFUBM

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
5XP TZNNFUSJD GPMET  GFFU BQBSU XJMM CF
NBEF QBSBMMFM UP UIF MPOHFTU TJEF PG UIF
SFDUBOHMF TP UIBU UIF USPVHI IBT DSPTT
TFDUJPOT JO UIF TIBQF PG B USBQF[PJE BT
QJDUVSFE JO 'JHVSF  "U XIBU BOHMF
TIPVME UIF GPMET CF NBEF UP QSPEVDF UIF
USPVHI PG NBYJNVN WPMVNF 
2
1 1
θ
'JHVSF "DSPTTTFDUJPO PG UIF USPVHI
GPSNFE CZ GPMEJOH UP BO BOHMF PG θ
4VNNBSZ
ə 8IJMF UIFSF JT OP TJOHMF BMHPSJUIN UIBU XPSLT JO FWFSZ TJUVBUJPO XIFSF PQUJNJ[BUJPO
JT VTFE JO NPTU PG UIF QSPCMFNT XF DPOTJEFS UIF GPMMPXJOH TUFQT BSF IFMQGVM ESBX B
QJDUVSF BOE JOUSPEVDF WBSJBCMFT JEFOUJGZ UIF RVBOUJUZ UP CF PQUJNJ[FE BOE КOE SFMB
UJPOTIJQT BNPOH UIF WBSJBCMFT EFUFSNJOF B GVODUJPO PG B TJOHMF WBSJBCMF UIBU NPEFMT
UIF RVBOUJUZ UP CF PQUJNJ[FE EFDJEF UIF EPNBJO PO XIJDI UP DPOTJEFS UIF GVODUJPO
CFJOH PQUJNJ[FE VTF DBMDVMVT UP JEFOUJGZ UIF BCTPMVUF NBYJNVN BOEPS NJOJNVN PG
UIF RVBOUJUZ CFJOH PQUJNJ[FE
&YFSDJTFT
 "O PQFO CPY JT UP CF NBEF PVU PG B JODI CZ JODI QJFDF PG DBSECPBSE CZ DVUUJOH PVU
TRVBSFT PG FRVBM TJ[F GSPN UIF GPVS DPSOFST BOE CFOEJOH VQ UIF TJEFT 'JOE UIF EJNFOTJPOT
PG UIF SFTVMUJOH CPY UIBU IBT UIF MBSHFTU WPMVNF
%JNFOTJPOT PG UIF CPUUPN PG UIF CPY Y
)FJHIU PG UIF CPY
 " SFDUBOHVMBS TUPSBHF DPOUBJOFS XJUI BO PQFO UPQ JT UP IBWF B WPMVNF PG  DVCJD NFUFST
5IF MFOHUI PG JUT CBTF JT UXJDF UIF XJEUI .BUFSJBM GPS UIF CBTF DPTUT  EPMMBST QFS TRVBSF
NFUFS .BUFSJBM GPS UIF TJEFT DPTUT  EPMMBST QFS TRVBSF NFUFS 'JOE UIF DPTU PG NBUFSJBMT GPS
UIF DIFBQFTU TVDI DPOUBJOFS
5PUBM DPTU  	3PVOE UP UIF OFBSFTU QFOOZ
BOE JODMVEF NPOFUBSZ VOJUT 'PS FYBNQMF JG ZPVS BOTXFS JT  FOUFS  JODMVEJOH UIF
EPMMBS TJHO BOE TFDPOE EFDJNBM QMBDF

 " DBUUMF SBODIFS XBOUT UP FODMPTF B SFDUBOHVMBS BSFB BOE UIFO EJWJEF JU JOUP GPVS QFOT
XJUI GFODJOH QBSBMMFM UP POF TJEF PG UIF SFDUBOHMF 	TFF UIF КHVSF CFMPX
 5IFSF BSF  GFFU
PG GFODJOH BWBJMBCMF UP DPNQMFUF UIF KPC 8IBU JT UIF MBSHFTU QPTTJCMF UPUBM BSFB PG UIF GPVS
QFOT 

 "QQMJFE 0QUJNJ[BUJPO
-BSHFTU BSFB  	JODMVEF VOJUT

 5IF UPQ BOE CPUUPNNBSHJOT PG B QPTUFS BSF  DN BOE UIF TJEFNBSHJOT BSF FBDI  DN *G UIF
BSFB PG QSJOUFE NBUFSJBM PO UIF QPTUFS JT КYFE BU  TRVBSF DFOUJNFUFST КOE UIF EJNFOTJPOT
PG UIF QPTUFS XJUI UIF TNBMMFTU BSFB
printed
material
8JEUI  	JODMVEF VOJUT

)FJHIU  	JODMVEF VOJUT

 " SFDUBOHMF JT JOTDSJCFE XJUI JUT CBTF PO UIF xBYJT BOE JUT VQQFS DPSOFST PO UIF QBSBCPMB
y ! 12 − x2 8IBU BSF UIF EJNFOTJPOT PG TVDI B SFDUBOHMF XJUI UIF HSFBUFTU QPTTJCMF BSFB 
8JEUI 
)FJHIU 
 " SFDUBOHVMBS CPY XJUI B TRVBSF CPUUPN BOE DMPTFE UPQ JT UP CF NBEF GSPN UXPNBUFSJBMT
5IF NBUFSJBM GPS UIF TJEF DPTUT  QFS TRVBSF GPPU BOE UIF NBUFSJBM GPS UIF CPUUPN DPTUT
 QFS TRVBSF GPPU *G ZPV BSF XJMMJOH UP TQFOE  PO UIF CPY XIBU JT UIF MBSHFTU WPMVNF
JU DBO DPOUBJO +VTUJGZ ZPVS BOTXFS DPNQMFUFMZ VTJOH DBMDVMVT
 " GBSNFS XBOUT UP TUBSU SBJTJOH DPXT IPSTFT HPBUT BOE TIFFQ BOE EFTJSFT UP IBWF B SFDU
BOHVMBS QBTUVSF GPS UIF BOJNBMT UP HSB[F JO )PXFWFS OP UXP EJЙFSFOU LJOET PG BOJNBMT DBO
HSB[F UPHFUIFS *O PSEFS UP NJOJNJ[F UIF BNPVOU PG GFODJOH TIF XJMM OFFE TIF IBT EFDJEFE
UP FODMPTF B MBSHF SFDUBOHVMBS BSFB BOE UIFO EJWJEF JU JOUP GPVS FRVBMMZ TJ[FE QFOT CZ BEEJOH
UISFF TFHNFOUT PG GFODF JOTJEF UIF MBSHF SFDUBOHMF UIBU BSF QBSBMMFM UP UXP FYJTUJOH TJEFT 4IF
IBT EFDJEFE UP QVSDIBTF  GU PG GFODJOH 8IBU JT UIF NBYJNVN QPTTJCMF BSFB UIBU FBDI PG
UIF GPVS QFOT XJMM FODMPTF 
 5XP WFSUJDBM QPMFT PG IFJHIUT  GU BOE  GU TUBOE PO MFWFM HSPVOE XJUI UIFJS CBTFT 
GU BQBSU " DBCMF UIBU JT TUSFUDIFE GSPN UIF UPQ PG POF QPMF UP TPNF QPJOU PO UIF HSPVOE
CFUXFFO UIF QPMFT BOE UIFO UP UIF UPQ PG UIF PUIFS QPMF 8IBU JT UIF NJOJNVN QPTTJCMF
MFOHUI PG DBCMF SFRVJSFE +VTUJGZ ZPVS BOTXFS DPNQMFUFMZ VTJOH DBMDVMVT
 " DPNQBOZ JT EFTJHOJOH QSPQBOF UBOLT UIBU BSF DZMJOESJDBM XJUI IFNJTQIFSJDBM FOET "T
TVNF UIBU UIF DPNQBOZ XBOUT UBOLT UIBU XJMM IPME  DVCJD GFFU PG HBT BOE UIBU UIF FOET
BSF NPSF FYQFOTJWF UP NBLF DPTUJOH  QFS TRVBSF GPPU XIJMF UIF DZMJOESJDBM CBSSFM CFUXFFO
UIF FOET DPTUT  QFS TRVBSF GPPU 6TF DBMDVMVT UP EFUFSNJOF UIF NJOJNVN DPTU UP DPOTUSVDU
TVDI B UBOL

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
 3FMBUFE 3BUFT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə *G UXP RVBOUJUJFT UIBU BSF SFMBUFE TVDI BT UIF SBEJVT BOE WPMVNF PG B TQIFSJDBM CBM
MPPO BSF CPUI DIBOHJOH BT JNQMJDJU GVODUJPOT PG UJNF IPX BSF UIFJS SBUFT PG DIBOHF
SFMBUFE 5IBU JT IPX EPFT UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF WBMVFT PG UIF RVBOUJUJFT BЙFDU
UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIFJS SFTQFDUJWF EFSJWBUJWFT XJUI SFTQFDU UP UJNF 
*O NPTU PG PVS BQQMJDBUJPOT PG UIF EFSJWBUJWF TP GBS XF IBWF XPSLFE JO TFUUJOHT XIFSF POF
RVBOUJUZ 	PGUFO DBMMFE y
 EFQFOET FYQMJDJUMZ PO BOPUIFS 	TBZ x
 BOE JO TPNF XBZ XF IBWF
CFFO JOUFSFTUFE JO UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF BU XIJDI y DIBOHFT XJUI SFTQFDU UP x MFBEJOH VT
UP DPNQVUF dydx  5IFTF TFUUJOHT FNQIBTJ[F IPX UIF EFSJWBUJWF FOBCMFT VT UP RVBOUJGZ IPX UIF
RVBOUJUZ y JT DIBOHJOH BT x DIBOHFT BU B HJWFO xWBMVF
8F BSF OFYU HPJOH UP DPOTJEFS TJUVBUJPOT XIFSF NVMUJQMF RVBOUJUJFT BSF SFMBUFE UP POF BO
PUIFS BOE DIBOHJOH CVU XIFSF FBDI RVBOUJUZ DBO CF DPOTJEFSFE BO JNQMJDJU GVODUJPO PG UIF
WBSJBCMF t XIJDI SFQSFTFOUT UJNF 5ISPVHI LOPXJOH IPX UIF RVBOUJUJFT BSF SFMBUFE XF XJMM
CF JOUFSFTUFE JO EFUFSNJOJOH IPX UIFJS SFTQFDUJWF SBUFT PG DIBOHF XJUI SFTQFDU UP UJNF BSF
SFMBUFE 'PS FYBNQMF TVQQPTF UIBU BJS JT CFJOH QVNQFE JOUP B TQIFSJDBM CBMMPPO JO TVDI B
XBZ UIBU JUT WPMVNF JODSFBTFT BU B DPOTUBOU SBUF PG  DVCJD JODIFT QFS TFDPOE *U NBLFT TFOTF
UIBU TJODF UIF CBMMPPOɒT WPMVNF BOE SBEJVT BSF SFMBUFE CZ LOPXJOH IPX GBTU UIF WPMVNF JT
DIBOHJOH XF PVHIU UP CF BCMF UP SFMBUF UIJT SBUF UP IPX GBTU UIF SBEJVT JT DIBOHJOH .PSF
TQFDJКDBMMZ DBO XF КOE IPX GBTU UIF SBEJVT PG UIF CBMMPPO JT JODSFBTJOH BU UIF NPNFOU UIF
CBMMPPOɒT EJBNFUFS JT  JODIFT 
5IF GPMMPXJOH QSFWJFX BDUJWJUZ MFBET ZPV UISPVHI UIF TUFQT UP BOTXFS UIJT RVFTUJPO
1SFWJFX "DUJWJUZ  " TQIFSJDBM CBMMPPO JT CFJOH JOЛBUFE BU B DPOTUBOU SBUF PG 
DVCJD JODIFT QFS TFDPOE )PX GBTU JT UIF SBEJVT PG UIF CBMMPPO DIBOHJOH BU UIF JOTUBOU
UIF CBMMPPOɒT EJBNFUFS JT  JODIFT *T UIF SBEJVT DIBOHJOH NPSF SBQJEMZ XIFO d ! 12
PS XIFO d ! 16 8IZ 
B %SBX TFWFSBM TQIFSFT XJUI EJЙFSFOU SBEJJ BOE PCTFSWF UIBU BT WPMVNF DIBOHFT UIF
SBEJVT EJBNFUFS BOE TVSGBDF BSFB PG UIF CBMMPPO BMTP DIBOHF
C 3FDBMM UIBU UIF WPMVNF PG B TQIFSF PG SBEJVT r JT V ! 43πr3 /PUF XFMM UIBU JO UIF
TFUUJOH PG UIJT QSPCMFN CPUIV BOE r BSF DIBOHJOH BT UJNF t DIBOHFT BOE UIVT CPUI
V BOE r NBZ CF WJFXFE BT JNQMJDJU GVODUJPOT PG t XJUI SFTQFDUJWF EFSJWBUJWFT dVdt
BOE drdt  %JЙFSFOUJBUF CPUI TJEFT PG UIF FRVBUJPO V ! 43πr3 XJUI SFTQFDU UP t 	VTJOH
UIF DIBJO SVMF PO UIF SJHIU
 UP КOE B GPSNVMB GPS dVdt UIBU EFQFOET PO CPUI r BOE drdt 
D "U UIJT QPJOU JO UIF QSPCMFN CZ EJЙFSFOUJBUJOH XF IBWF ɔSFMBUFE UIF SBUFTɕ PG
DIBOHF PG V BOE r 3FDBMM UIBU XF BSF HJWFO JO UIF QSPCMFN UIBU UIF CBMMPPO JT

 3FMBUFE 3BUFT
CFJOH JOЛBUFE BU B DPOTUBOU SBUF PG  DVCJD JODIFT QFS TFDPOE *T UIJT SBUF UIF WBMVF
PG drdt PS dVdt  8IZ 
E 'SPN QBSU 	D
 XF LOPX UIF WBMVF PG dVdt BU FWFSZ WBMVF PG t /FYU PCTFSWF UIBU
XIFO UIF EJBNFUFS PG UIF CBMMPPO JT  XF LOPX UIF WBMVF PG UIF SBEJVT *O UIF
FRVBUJPO dVdt ! 4πr2 drdt  TVCTUJUVUF UIFTF WBMVFT GPS UIF SFMFWBOU RVBOUJUJFT BOE TPMWF
GPS UIF SFNBJOJOH VOLOPXO RVBOUJUZ XIJDI JT drdt  )PX GBTU JT UIF SBEJVT DIBOHJOH
BU UIF JOTUBOU d ! 12 
F )PX JT UIF TJUVBUJPO EJЙFSFOU XIFO d ! 16 8IFO JT UIF SBEJVT DIBOHJOH NPSF
SBQJEMZ XIFO d ! 12 PS XIFO d ! 16 
 3FMBUFE 3BUFT 1SPCMFNT
*O QSPCMFNT XIFSF UXP PS NPSF RVBOUJUJFT DBO CF SFMBUFE UP POF BOPUIFS BOE BMM PG UIF WBSJ
BCMFT JOWPMWFE DBO CF WJFXFE BT JNQMJDJU GVODUJPOT PG UJNF t XF BSF PGUFO JOUFSFTUFE JO IPX
UIF SBUFT PG DIBOHF PG UIF JOEJWJEVBM RVBOUJUJFT XJUI SFTQFDU UP UJNF BSF UIFNTFMWFT SFMBUFE
XF DBMM UIFTF SFMBUFE SBUFT QSPCMFNT 0GUFO UIFTF QSPCMFNT JOWPMWF JEFOUJGZJOH POF PS NPSF
LFZ VOEFSMZJOH HFPNFUSJD SFMBUJPOTIJQT UP SFMBUF UIF WBSJBCMFT JOWPMWFE 0ODF XF IBWF BO
FRVBUJPO FTUBCMJTIJOH UIF GVOEBNFOUBM SFMBUJPOTIJQ BNPOH WBSJBCMFT XF EJЙFSFOUJBUF JN
QMJDJUMZ XJUI SFTQFDU UP UJNF UP КOE DPOOFDUJPOT BNPOH UIF SBUFT PG DIBOHF
'PS FYBNQMF DPOTJEFS UIF TJUVBUJPO XIFSF TBOE JT CFJOH EVNQFE CZ B DPOWFZPS CFMU PO B
QJMF TP UIBU UIF TBOE GPSNT B SJHIU DJSDVMBS DPOF BT QJDUVSFE JO 'JHVSF 
r
h
'JHVSF  " DPOJDBM QJMF PG TBOE
"T TBOE GBMMT GSPN UIF DPOWFZPS CFMU POUP UIF UPQ PG UIF QJMF PCWJPVTMZ TFWFSBM GFBUVSFT PG
UIF TBOE QJMF XJMM DIBOHF UIF WPMVNF PG UIF QJMF XJMM HSPX UIF IFJHIU XJMM JODSFBTF BOE UIF
SBEJVT XJMM HFU CJHHFS UPP "MM PG UIFTF RVBOUJUJFT BSF SFMBUFE UP POF BOPUIFS BOE UIF SBUF BU
XIJDI FBDI JT DIBOHJOH JT SFMBUFE UP UIF SBUF BU XIJDI TBOE GBMMT GSPN UIF DPOWFZPS
5IF КSTU LFZ TUFQT JO BOZ SFMBUFE SBUFT QSPCMFN JOWPMWF JEFOUJGZJOH XIJDI WBSJBCMFT BSF
DIBOHJOH BOE IPX UIFZ BSF SFMBUFE *O UIF DVSSFOU QSPCMFN JOWPMWJOH B DPOJDBM QJMF PG TBOE
XF PCTFSWF UIBU UIF SBEJVT BOE IFJHIU PG UIF QJMF BSF SFMBUFE UP UIF WPMVNF PG UIF QJMF CZ UIF

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
TUBOEBSE FRVBUJPO GPS UIF WPMVNF PG B DPOF
V !
1
3πr
2h.
7JFXJOH FBDI PG V  r BOE h BT GVODUJPOT PG t XF DBO EJЙFSFOUJBUF JNQMJDJUMZ UP EFUFSNJOF BO
FRVBUJPO UIBU SFMBUFT UIFJS SFTQFDUJWF SBUFT PG DIBOHF 5BLJOH UIF EFSJWBUJWF PG FBDI TJEF PG
UIF FRVBUJPO XJUI SFTQFDU UP t
d
dt
[V] ! d
dt
[1
3πr
2h
]
.
0O UIF MFGU ddt [V] JT TJNQMZ dVdt  0O UIF SJHIU UIF TJUVBUJPO JT NPSF DPNQMJDBUFE BT CPUI r
BOE h BSF JNQMJDJU GVODUJPOT PG t IFODF XF IBWF UP VTF UIF QSPEVDU BOE DIBJO SVMFT %PJOH
TP XF КOE UIBU
dV
dt
!
d
dt
[1
3πr
2h
]
!
1
3πr
2 d
dt
[h] + 13πh
d
dt
[r2]
!
1
3πr
2 dh
dt
+
1
3πh2r
dr
dt
/PUF QBSUJDVMBSMZ IPX XF BSF VTJOH JEFBT GSPN 4FDUJPO  PO JNQMJDJU EJЙFSFOUJBUJPO 5IFSF
XF GPVOE UIBU XIFO y JT BO JNQMJDJU GVODUJPO PG x ddx [y2] ! 2y dydx  5IF FYBDU TBNF UIJOH JT
PDDVSSJOH IFSF XIFO XF DPNQVUF ddt [r2] ! 2r drdt 
8JUI PVS BSSJWBM BU UIF FRVBUJPO
dV
dt
!
1
3πr
2 dh
dt
+
2
3πrh
dr
dt
,
XF IBWF OPX SFMBUFE UIF SBUFT PG DIBOHF PGV  h BOE r *G XF BSF HJWFO TVМDJFOU JOGPSNBUJPO
XF NBZ UIFO КOE UIF WBMVF PG POF PS NPSF PG UIFTF SBUFT PG DIBOHF BU POF PS NPSF QPJOUT
JO UJNF 4BZ GPS JOTUBODF UIBU XF LOPX UIF GPMMPXJOH 	B
 TBOE GBMMT GSPN UIF DPOWFZPS JO
TVDI B XBZ UIBU UIF IFJHIU PG UIF QJMF JT BMXBZT IBMG UIF SBEJVT BOE 	C
 TBOE GBMMT GSPN UIF
DPOWFZPS CFMU BU B DPOTUBOU SBUF PG  DVCJD GFFU QFS NJOVUF 8JUI UIJT JOGPSNBUJPO HJWFO XF
DBO BOTXFS RVFTUJPOT TVDI BT IPX GBTU JT UIF IFJHIU PG UIF TBOEQJMF DIBOHJOH BU UIF NPNFOU
UIF SBEJVT JT  GFFU 
5IF JOGPSNBUJPO UIBU UIF IFJHIU JT BMXBZT IBMG UIF SBEJVT UFMMT VT UIBU GPS BMM WBMVFT PG t
h ! 12 r %JЙFSFOUJBUJOH XJUI SFTQFDU UP t JU GPMMPXT UIBU dhdt ! 12 drdt  5IFTF SFMBUJPOTIJQT FOBCMF
VT UP SFMBUF dVdt FYDMVTJWFMZ UP KVTU POF PG r PS h 4VCTUJUVUJOH UIF FYQSFTTJPOT JOWPMWJOH r BOE
dr
dt GPS h BOE dhdt  XF OPX IBWF UIBU
dV
dt
!
1
3πr
2 · 12
dr
dt
+
2
3πr ·
1
2 r ·
dr
dt
. 	

4JODF TBOE GBMMT GSPN UIF DPOWFZPS BU UIF DPOTUBOU SBUF PG  DVCJD GFFU QFS NJOVUF UIJT UFMMT
VT UIF WBMVF PG dVdt  UIF SBUF BU XIJDI UIF WPMVNF PG UIF TBOE QJMF DIBOHFT *O QBSUJDVMBS

 3FMBUFE 3BUFT
dV
dt ! 10 GU3NJO 'VSUIFSNPSF TJODF XF BSF JOUFSFTUFE JO IPX GBTU UIF IFJHIU PG UIF QJMF JT
DIBOHJOH BU UIF JOTUBOU r ! 4 XF VTF UIF WBMVF r ! 4 BMPOH XJUI dVdt ! 10 JO &RVBUJPO 	

BOE IFODF КOE UIBU
10 ! 13π4
2 · 12
dr
dt
-----r!4 + 23π4 · 124 · drdt
-----r!4 ! 83π drdt
-----r!4 + 163 π drdt
-----r!4 .
8JUI POMZ UIF WBMVF PG drdt
4
r!4 SFNBJOJOH VOLOPXO XF TPMWF GPS drdt
4
r!4 BOE КOE UIBU 10 !
8π drdt
4
r!4 TP UIBU
dr
dt
-----r!4 ! 108π ≈ 0.39789
GFFU QFS TFDPOE #FDBVTF XF XFSF JOUFSFTUFE JO IPX GBTU UIF IFJHIU PG UIF QJMF XBT DIBOHJOH
BU UIJT JOTUBOU XF XBOU UP LOPX dhdt XIFO r ! 4 4JODF dhdt ! 12 drdt GPS BMM WBMVFT PG t JU GPMMPXT
dh
dt
-----r!4 ! 58π ≈ 0.19894 GUNJO.
/PUF QBSUJDVMBSMZ IPX XF EJTUJOHVJTI CFUXFFO UIF OPUBUJPOT drdt BOE drdt
4
r!4 5IF GPSNFS SFQSFTFOUT UIF SBUF PG DIBOHF PG r XJUI SFTQFDU UP t BU BO BSCJUSBSZ WBMVF PG t XIJMF UIF MBUUFS JT
UIF SBUF PG DIBOHF PG r XJUI SFTQFDU UP t BU B QBSUJDVMBS NPNFOU JO GBDU UIF NPNFOU r ! 4
8IJMF XF EPOɒU LOPX UIF FYBDU WBMVF PG t CFDBVTF JOGPSNBUJPO JT QSPWJEFE BCPVU UIF WBMVF
PG r JU JT JNQPSUBOU UP EJTUJOHVJTI UIBU XF BSF VTJOH UIJT NPSF TQFDJКD EBUB
5IF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO h BOE r XJUI h ! 12 r GPS BMM WBMVFT PG t FOBCMFT VT UP USBOTJUJPO
FBTJMZ CFUXFFO RVFTUJPOT JOWPMWJOH r BOE h *OEFFE IBE XF LOPXO UIJT JOGPSNBUJPO BU UIF
QSPCMFNɒT PVUTFU XF DPVME IBWF JNNFEJBUFMZ TJNQMJКFE PVS XPSL 6TJOH h ! 12 r JU GPMMPXT
UIBU TJODF V ! 13πr2h XF DBO XSJUF V TPMFMZ JO UFSNT PG r UP IBWF
V !
1
3πr
2
(1
2h
)
!
1
6πr
3.
'SPN UIJT MBTU FRVBUJPO EJЙFSFOUJBUJOH XJUI SFTQFDU UP t JNQMJFT
dV
dt
!
1
2πr
2 dr
dt
,
GSPN XIJDI UIF TBNF DPODMVTJPOT NBEF FBSMJFS BCPVU drdt BOE dhdt DBO CF NBEF
0VS XPSL XJUI UIF TBOEQJMF QSPCMFN BCPWF JT TJNJMBS JO NBOZ XBZT UP PVS BQQSPBDI JO 1SF
WJFX "DUJWJUZ  BOE UIFTF TUFQT BSF UZQJDBM PG NPTU SFMBUFE SBUFT QSPCMFNT *O DFSUBJO
XBZT UIFZ BMTP SFTFNCMF XPSL XF EP JO BQQMJFE PQUJNJ[BUJPO QSPCMFNT BOE IFSF XF TVN
NBSJ[F UIF NBJO BQQSPBDI GPS DPOTJEFSBUJPO JO TVCTFRVFOU QSPCMFNT
/PUF 
ə *EFOUJGZ UIF RVBOUJUJFT JO UIF QSPCMFN UIBU BSF DIBOHJOH BOE DIPPTF DMFBSMZ EFКOFE
WBSJBCMF OBNFT GPS UIFN %SBX POF PSNPSF КHVSFT UIBU DMFBSMZ SFQSFTFOU UIF TJUVBUJPO

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
ə %FUFSNJOF BMM SBUFT PG DIBOHF UIBU BSF LOPXO PS HJWFO BOE JEFOUJGZ UIF SBUF	T
 PG DIBOHF
UP CF GPVOE
ə 'JOE BO FRVBUJPO UIBU SFMBUFT UIF WBSJBCMFT XIPTF SBUFT PG DIBOHF BSF LOPXO UP UIPTF
WBSJBCMFT XIPTF SBUFT PG DIBOHF BSF UP CF GPVOE
ə %JЙFSFOUJBUF JNQMJDJUMZ XJUI SFTQFDU UP t UP SFMBUF UIF SBUFT PG DIBOHF PG UIF JOWPMWFE
RVBOUJUJFT
ə &WBMVBUF UIF EFSJWBUJWFT BOE WBSJBCMFT BU UIF JOGPSNBUJPO SFMFWBOU UP UIF JOTUBOU BU
XIJDI B DFSUBJO SBUF PG DIBOHF JT TPVHIU 6TF QSPQFS OPUBUJPO UP JEFOUJGZXIFO B EFSJWB
UJWF JT CFJOH FWBMVBUFE BU B QBSUJDVMBS JOTUBOU TVDI BT drdt
4
r!4
*O UIF КSTU TUFQ PG JEFOUJGZJOH DIBOHJOH RVBOUJUJFT BOE ESBXJOH B QJDUVSF JU JT JNQPSUBOU UP
UIJOL BCPVU UIF EZOBNJD XBZT JO XIJDI UIF JOWPMWFE RVBOUJUJFT DIBOHF 4PNFUJNFT B TF
RVFODF PG QJDUVSFT DBO CF IFMQGVM GPS TPNF BMSFBEZESBXO QJDUVSFT UIBU DBO CF FBTJMZ NPEJ
КFE BT BQQMFUT CVJMU JO (FPHFCSB TFF UIF GPMMPXJOH MJOLTy XIJDI SFQSFTFOU
ə IPX B DJSDVMBS PJM TMJDLɒT BSFB HSPXT BT JUT SBEJVT JODSFBTFT IUUQHWTVFEVTO
ə IPX UIF MPDBUJPO PG UIF CBTF PG B MBEEFS BOE JUT IFJHIU BMPOH BXBMM DIBOHF BT UIF MBEEFS
TMJEFT IUUQHWTVFEVTP
ə IPX UIF XBUFS MFWFM DIBOHFT JO B DPOJDBM UBOL BT JU КMMT XJUI XBUFS BU B DPOTUBOU SBUF
IUUQHWTVFEVTQ 	DPNQBSF UIF QSPCMFN JO "DUJWJUZ 

ə IPXB TLBUFCPBSEFSɒT TIBEPXDIBOHFT BT IFNPWFT QBTU B MBNQQPTU IUUQHWTVFEVTR
%SBXJOH XFMMMBCFMFE EJBHSBNT BOE FOWJTJPOJOH IPX EJЙFSFOU QBSUT PG UIF КHVSF DIBOHF
JT B LFZ QBSU PG VOEFSTUBOEJOH SFMBUFE SBUFT QSPCMFNT BOE CFJOH TVDDFTTGVM BU TPMWJOH UIFN
"DUJWJUZ  " XBUFS UBOL IBT UIF TIBQF PG BO JOWFSUFE DJSDVMBS DPOF 	QPJOU EPXO

XJUI B CBTF PG SBEJVT  GFFU BOE B EFQUI PG  GFFU 4VQQPTF UIBU XBUFS JT CFJOH QVNQFE
JOUP UIF UBOL BU B DPOTUBOU JOTUBOUBOFPVT SBUF PG  DVCJD GFFU QFS NJOVUF
B %SBX B QJDUVSF PG UIF DPOJDBM UBOL JODMVEJOH B TLFUDI PG UIF XBUFS MFWFM BU B QPJOU
JO UJNF XIFO UIF UBOL JT OPU ZFU GVMM *OUSPEVDF WBSJBCMFT UIBU NFBTVSF UIF SBEJVT
PG UIF XBUFSɒT TVSGBDF BOE UIF XBUFSɒT EFQUI JO UIF UBOL BOE MBCFM UIFN PO ZPVS
КHVSF
C 4BZ UIBU r JT UIF SBEJVT BOE h UIF EFQUI PG UIF XBUFS BU B HJWFO UJNF t 8IBU
FRVBUJPO SFMBUFT UIF SBEJVT BOE IFJHIU PG UIF XBUFS BOE XIZ 
D %FUFSNJOF BO FRVBUJPO UIBU SFMBUFT UIF WPMVNF PG XBUFS JO UIF UBOL BU UJNF t UP UIF
EFQUI h PG UIF XBUFS BU UIBU UJNF
E 5ISPVHI EJЙFSFOUJBUJPO КOE BO FRVBUJPO UIBU SFMBUFT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG
DIBOHF PG XBUFS WPMVNF XJUI SFTQFDU UP UJNF UP UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF
y8F BHBJO SFGFS UP UIF XPSL PG 1SPG .BSD 3FOBVMU PG 4IJQQFOTCVSH 6OJWFSTJUZ GPVOE BU IUUQHWTVFEVTQ

 3FMBUFE 3BUFT
PG XBUFS EFQUI BU UJNF t
F 'JOE UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF BU XIJDI UIF XBUFS MFWFM JT SJTJOH XIFO UIF XBUFS JO
UIF UBOL JT  GFFU EFFQ
G 8IFO JT UIF XBUFS SJTJOH NPTU SBQJEMZ BU h ! 3 h ! 4 PS h ! 5 
3FDPHOJ[JOH GBNJMJBS HFPNFUSJD DPOКHVSBUJPOT JT POF XBZ UIBU XF SFMBUF UIF DIBOHJOH RVBO
UJUJFT JO B HJWFO QSPCMFN 'PS JOTUBODF XIJMF UIF QSPCMFN JO "DUJWJUZ  JT DFOUFSFE PO B
DPOJDBM UBOL POF PG UIF NPTU JNQPSUBOU PCTFSWBUJPOT JT UIBU UIFSF BSF UXP LFZ SJHIU USJBOHMFT
QSFTFOU *O BOPUIFS TFUUJOH B SJHIU USJBOHMF NJHIU CF JOEJDBUJWF PG BO PQQPSUVOJUZ UP UBLF
BEWBOUBHF PG UIF 1ZUIBHPSFBO 5IFPSFN UP SFMBUF UIF MFHT PG UIF USJBOHMF #VU JO UIF DPOJDBM
UBOL UIF GBDU UIBU UIF XBUFS BU BOZ UJNF КMMT B QPSUJPO PG UIF UBOL JO TVDI B XBZ UIBU UIF SBUJP
PG SBEJVT UP EFQUI JT DPOTUBOU UVSOT PVU UP CF UIF NPTU JNQPSUBOU SFMBUJPOTIJQ XJUI XIJDI
UP XPSL 5IBU FOBCMFT VT UP XSJUF r JO UFSNT PG h BOE SFEVDF UIF PWFSBMM QSPCMFN UP POF
UIBU JOWPMWFT POMZ POF WBSJBCMF XIFSF UIF WPMVNF PG XBUFS EFQFOET TJNQMZ PO h BOE IFODF
UP TVCTFRVFOUMZ SFMBUF dVdt BOE dhdt  *O PUIFS TJUVBUJPOT XIFSF B DIBOHJOH BOHMF JT JOWPMWFE
B SJHIU USJBOHMF NBZ PЙFS UIF PQQPSUVOJUZ UP КOE SFMBUJPOTIJQT BNPOH WBSJPVT QBSUT PG UIF
USJBOHMF VTJOH USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT
"DUJWJUZ  " UFMFWJTJPO DBNFSB JT QPTJUJPOFE  GFFU GSPN UIF CBTF PG B SPDLFU
MBVODIJOH QBE 5IF BOHMF PG FMFWBUJPO PG UIF DBNFSB IBT UP DIBOHF BU UIF DPSSFDU SBUF JO
PSEFS UP LFFQ UIF SPDLFU JO TJHIU *O BEEJUJPO UIF BVUPGPDVT PG UIF DBNFSB IBT UP UBLF
JOUP BDDPVOU UIF JODSFBTJOH EJTUBODF CFUXFFO UIF DBNFSB BOE UIF SPDLFU 8F BTTVNF
UIBU UIF SPDLFU SJTFT WFSUJDBMMZ 	" TJNJMBS QSPCMFN JT EJTDVTTFE BOE QJDUVSFE EZOBNJ
DBMMZ BU IUUQHWTVFEVTU &YQMPSJOH UIF BQQMFU BU UIF MJOL XJMM CF IFMQGVM UP ZPV JO
BOTXFSJOH UIF RVFTUJPOT UIBU GPMMPX

B %SBX B КHVSF UIBU TVNNBSJ[FT UIF HJWFO TJUVBUJPO 8IBU QBSUT PG UIF QJDUVSF BSF
DIBOHJOH 8IBU QBSUT BSF DPOTUBOU *OUSPEVDF BQQSPQSJBUF WBSJBCMFT UP SFQSFTFOU
UIF RVBOUJUJFT UIBU BSF DIBOHJOH
C 'JOE BO FRVBUJPO UIBU SFMBUFT UIF DBNFSBɒT BOHMF PG FMFWBUJPO UP UIF IFJHIU PG UIF
SPDLFU BOE UIFO КOE BO FRVBUJPO UIBU SFMBUFT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG
UIF DBNFSBɒT FMFWBUJPO BOHMF UP UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG UIF SPDLFUɒT
IFJHIU 	XIFSF BMM SBUFT PG DIBOHF BSF XJUI SFTQFDU UP UJNF

D 'JOE BO FRVBUJPO UIBU SFMBUFT UIF EJTUBODF GSPN UIF DBNFSB UP UIF SPDLFU UP UIF
SPDLFUɒT IFJHIU BT XFMM BT BO FRVBUJPO UIBU SFMBUFT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF
PG EJTUBODF GSPN UIF DBNFSB UP UIF SPDLFU UP UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG UIF
SPDLFUɒT IFJHIU 	XIFSF BMM SBUFT PG DIBOHF BSF XJUI SFTQFDU UP UJNF

E 4VQQPTF UIBU UIF SPDLFUɒT TQFFE JT  GUTFD BU UIF JOTUBOU JU IBT SJTFO  GFFU
)PX GBTU JT UIF EJTUBODF GSPN UIF UFMFWJTJPO DBNFSB UP UIF SPDLFU DIBOHJOH BU UIBU
NPNFOU *G UIF DBNFSB JT GPMMPXJOH UIF SPDLFU IPX GBTU JT UIF DBNFSBɒT BOHMF PG
FMFWBUJPO DIBOHJOH BU UIBU TBNF NPNFOU 
F *G GSPN BO FMFWBUJPO PG  GFFU POXBSE UIF SPDLFU DPOUJOVFT UP SJTF BU  GFFUTFD

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
XJMM UIF SBUF PG DIBOHF PG EJTUBODF XJUI SFTQFDU UP UJNF CF HSFBUFS XIFO UIF FMFWB
UJPO JT  GFFU UIBO JU XBT BU  GFFU PS MFTT 8IZ 
*O BEEJUJPO UP CFJOH BCMF UP КOE JOTUBOUBOFPVT SBUFT PG DIBOHF BU QBSUJDVMBS QPJOUT JO UJNF
XF BSF PGUFO BCMF UP NBLF NPSF HFOFSBM PCTFSWBUJPOT BCPVU IPX QBSUJDVMBS SBUFT UIFNTFMWFT
XJMM DIBOHF PWFS UJNF 'PS JOTUBODF XIFO B DPOJDBM UBOL 	QPJOU EPXO
 JT КMMJOH XJUI XBUFS BU
B DPOTUBOU SBUF XF OBUVSBMMZ JOUVJU UIBU UIF EFQUI PG UIF XBUFS TIPVME JODSFBTF NPSF TMPXMZ
PWFS UJNF /PUF IPX DBSFGVMMZ XF OFFE UP TQFBL XF NFBO UP TBZ UIBU XIJMF UIF EFQUI h PG
UIF XBUFS JT JODSFBTJOH JUT SBUF PG DIBOHF dhdt JT EFDSFBTJOH 	CPUI BT B GVODUJPO PG t BOE BT B
GVODUJPO PG h
 5IFTF PCTFSWBUJPOT NBZ PGUFO CF NBEF CZ UBLJOH UIF HFOFSBM FRVBUJPO UIBU
SFMBUFT UIF WBSJPVT SBUFT BOE TPMWJOH GPS POF PG UIFN BOE EPJOH UIJT XJUIPVU TVCTUJUVUJOH
BOZ QBSUJDVMBS WBMVFT GPS LOPXO WBSJBCMFT PS SBUFT 'PS JOTUBODF JO UIF DPOJDBM UBOL QSPCMFN
JO "DUJWJUZ  XF FTUBCMJTIFE UIBU
dV
dt
!
1
16πh
2 dh
dt
,
BOE IFODF
dh
dt
!
16
πh2
dV
dt
.
1SPWJEFE UIBU dVdt JT DPOTUBOU JU JT JNNFEJBUFMZ BQQBSFOU UIBU BT h HFUT MBSHFS dhdt XJMM HFU
TNBMMFS XIJMF BMXBZT SFNBJOJOH QPTJUJWF )FODF UIF EFQUI PG UIF XBUFS JT JODSFBTJOH BU B
EFDSFBTJOH SBUF
"DUJWJUZ  "T QJDUVSFE JO UIF BQQMFU BU IUUQHWTVFEVTR B TLBUFCPBSEFS XIP
JT  GFFU UBMM SJEFT VOEFS B  GPPU UBMM MBNQQPTU BU B DPOTUBOU SBUF PG  GFFU QFS TFDPOE
8F BSF JOUFSFTUFE JO VOEFSTUBOEJOH IPX GBTU IJT TIBEPX JT DIBOHJOH BU WBSJPVT QPJOUT
JO UJNF
B %SBX BO BQQSPQSJBUF SJHIU USJBOHMF UIBU SFQSFTFOUT B TOBQTIPU JO UJNF PG UIF TLBUF
CPBSEFS MBNQQPTU BOE IJT TIBEPX -FU x EFOPUF UIF IPSJ[POUBM EJTUBODF GSPN UIF
CBTF PG UIF MBNQQPTU UP UIF TLBUFCPBSEFS BOE s SFQSFTFOU UIF MFOHUI PG IJT TIBEPX
-BCFM UIFTF RVBOUJUJFT BT XFMM BT UIF TLBUFCPBSEFSɒT IFJHIU BOE UIF MBNQQPTUɒT
IFJHIU PO UIF EJBHSBN
C 0CTFSWF UIBU UIF TLBUFCPBSEFS BOE UIF MBNQQPTU SFQSFTFOU QBSBMMFM MJOF TFHNFOUT
JO UIF EJBHSBN BOE UIVT TJNJMBS USJBOHMFT BSF QSFTFOU 6TF TJNJMBS USJBOHMFT UP
FTUBCMJTI BO FRVBUJPO UIBU SFMBUFT x BOE s
D 6TF ZPVS XPSL JO 	C
 UP КOE BO FRVBUJPO UIBU SFMBUFT dxdt BOE dsdt 
E "U XIBU SBUF JT UIF MFOHUI PG UIF TLBUFCPBSEFSɒT TIBEPX JODSFBTJOH BU UIF JOTUBOU
UIF TLBUFCPBSEFS JT  GFFU GSPN UIF MBNQQPTU 
F "T UIF TLBUFCPBSEFSɒT EJTUBODF GSPN UIF MBNQQPTU JODSFBTFT JT IJT TIBEPXɒT MFOHUI
JODSFBTJOH BU BO JODSFBTJOH SBUF JODSFBTJOH BU B EFDSFBTJOH SBUF PS JODSFBTJOH BU B
DPOTUBOU SBUF 

 3FMBUFE 3BUFT
G 8IJDI JTNPWJOHNPSF SBQJEMZ UIF TLBUFCPBSEFS PS UIF UJQ PG IJT TIBEPX &YQMBJO
BOE KVTUJGZ ZPVS BOTXFS
"T XF QSPHSFTT GVSUIFS JOUP SFMBUFE SBUFT QSPCMFNT MFTT EJSFDUJPO XJMM CF QSPWJEFE *O UIF
КSTU UISFF BDUJWJUJFT PG UIJT TFDUJPO XF IBWF CFFO QSPWJEFE XJUI HVJEFE JOTUSVDUJPO UP CVJME
B TPMVUJPO JO B TUFQ CZ TUFQ XBZ 'PS UIF DMPTJOH BDUJWJUZ BOE UIF GPMMPXJOH FYFSDJTFT NPTU PG
UIF EFUBJMFE XPSL JT MFGU UP UIF SFBEFS
"DUJWJUZ  " CBTFCBMM EJBNPOE JT 90′ TRVBSF " CBUUFS IJUT B CBMM BMPOH UIF UIJSE CBTF
MJOF BOE SVOT UP КSTU CBTF "U XIBU SBUF JT UIF EJTUBODF CFUXFFO UIF CBMM BOE КSTU CBTF
DIBOHJOH XIFO UIF CBMM JT IBMGXBZ UP UIJSE CBTF JG BU UIBU JOTUBOU UIF CBMM JT USBWFMJOH 
GFFUTFD "U XIBU SBUF JT UIF EJTUBODF CFUXFFO UIF CBMM BOE UIF SVOOFS DIBOHJOH BU UIF
TBNF JOTUBOU JG BU UIF TBNF JOTUBOU UIF SVOOFS JT  PG UIF XBZ UP КSTU CBTF SVOOJOH BU
 GFFUTFD 
4VNNBSZ
ə 8IFO UXP PS NPSF SFMBUFE RVBOUJUJFT BSF DIBOHJOH BT JNQMJDJU GVODUJPOT PG UJNF UIFJS
SBUFT PG DIBOHF DBO CF SFMBUFE CZ JNQMJDJUMZ EJЙFSFOUJBUJOH UIF FRVBUJPO UIBU SFMBUFT UIF
RVBOUJUJFT UIFNTFMWFT 'PS JOTUBODF JG UIF TJEFT PG B SJHIU USJBOHMF BSF BMM DIBOHJOH BT
GVODUJPOT PG UJNF TBZ IBWJOH MFOHUIT x y BOE z UIFO UIFTF RVBOUJUJFT BSF SFMBUFE CZ
UIF 1ZUIBHPSFBO 5IFPSFN x2 + y2 ! z2 *U GPMMPXT CZ JNQMJDJUMZ EJЙFSFOUJBUJOH XJUI
SFTQFDU UP t UIBU UIFJS SBUFT BSF SFMBUFE CZ UIF FRVBUJPO
2x dx
dt
+ 2y
dy
dt
! 2z dz
dt
,
TP UIBU JG XF LOPX UIF WBMVFT PG x y BOE z BU B QBSUJDVMBS UJNF BT XFMM BT UXP PG UIF
UISFF SBUFT XF DBO EFEVDF UIF WBMVF PG UIF UIJSE
&YFSDJTFT
 (SBWFM JT CFJOH EVNQFE GSPN B DPOWFZPS CFMU BU B SBUF PG 10 DVCJD GFFU QFSNJOVUF *U GPSNT
B QJMF JO UIF TIBQF PG B SJHIU DJSDVMBS DPOF XIPTF CBTF EJBNFUFS BOE IFJHIU BSF BMXBZT UIF
TBNF )PX GBTU JT UIF IFJHIU PG UIF QJMF JODSFBTJOH XIFO UIF QJMF JT 15 GFFU IJHI 3FDBMM
UIBU UIF WPMVNF PG B SJHIU DJSDVMBS DPOF XJUI IFJHIU h BOE SBEJVT PG UIF CBTF r JT HJWFO CZ
V ! 13πr
2h
8IFO UIF QJMF JT 15 GFFU IJHI JUT IFJHIU JT JODSFBTJOH BU GFFU QFS NJOVUF
 " TUSFFU MJHIU JT BU UIF UPQ PG B  GPPU UBMM QPMF "  GPPU UBMM XPNBO XBMLT BXBZ GSPN UIF
QPMF XJUI B TQFFE PG  GUTFD BMPOH B TUSBJHIU QBUI )PX GBTU JT UIF UJQ PG IFS TIBEPXNPWJOH
XIFO TIF JT  GFFU GSPN UIF CBTF PG UIF QPMF 
5IF UJQ PG UIF TIBEPX JT NPWJOH BU GUTFD

$IBQUFS  6TJOH %FSJWBUJWFT
 8BUFS JT MFBLJOH PVU PG BO JOWFSUFE DPOJDBM UBOL BU B SBUF PG 8600.0 DN3/NJO BU UIF TBNF
UJNF UIBU XBUFS JT CFJOH QVNQFE JOUP UIF UBOL BU B DPOTUBOU SBUF 5IF UBOL IBT IFJHIU 12.0N
BOE UIF UIF EJBNFUFS BU UIF UPQ JT 4.0 N *G UIF XBUFS MFWFM JT SJTJOH BU B SBUF PG 24.0 DN/NJO
XIFO UIF IFJHIU PG UIF XBUFS JT 5.0N КOE UIF SBUF BU XIJDI XBUFS JT CFJOH QVNQFE JOUP UIF
UBOL JO DVCJD DFOUJNFUFST QFS NJOVUF
"OTXFS DN3/NJO
 " TBJMCPBU JT TJUUJOH BU SFTU OFBS JUT EPDL " SPQF BUUBDIFE UP UIF CPX PG UIF CPBU JT ESBXO
JO PWFS B QVMMFZ UIBU TUBOET PO B QPTU PO UIF FOE PG UIF EPDL UIBU JT  GFFU IJHIFS UIBO UIF CPX
*G UIF SPQF JT CFJOH QVMMFE JO BU B SBUF PG  GFFU QFS TFDPOE IPX GBTU JT UIF CPBU BQQSPBDIJOH
UIF EPDL XIFO UIF MFOHUI PG SPQF GSPN CPX UP QVMMFZ JT  GFFU 
 " TXJNNJOH QPPM JT  GFFU MPOH BOE  GFFU XJEF *UT EFQUI WBSJFT VOJGPSNMZ GSPN  GFFU
BU UIF TIBMMPX FOE UP  GFFU BU UIF EFFQ FOE BT TIPXO JO UIF 'JHVSF 
15
25
60
3
'JHVSF  5IF TXJNNJOH QPPM
4VQQPTF UIF QPPM IBT CFFO FNQUJFE BOE JT OPX CFJOH КMMFE XJUI XBUFS BU B SBUF PG  DVCJD
GFFU QFS NJOVUF "U XIBU SBUF JT UIF EFQUI PG XBUFS 	NFBTVSFE BU UIF EFFQFTU QPJOU PG UIF
QPPM
 JODSFBTJOH XIFO JU JT  GFFU EFFQ BU UIBU FOE 0WFS UJNF EFTDSJCF IPX UIF EFQUI PG UIF
XBUFS XJMM JODSFBTF BU BO JODSFBTJOH SBUF BU B EFDSFBTJOH SBUF PS BU B DPOTUBOU SBUF &YQMBJO
 " CBTFCBMM EJBNPOE JT B TRVBSF XJUI TJEFT  GFFU MPOH 4VQQPTF B CBTFCBMM QMBZFS JT
BEWBODJOH GSPN TFDPOE UP UIJSE CBTF BU UIF SBUF PG  GFFU QFS TFDPOE BOE BO VNQJSF JT
TUBOEJOH PO IPNF QMBUF -FU θ CF UIF BOHMF CFUXFFO UIF UIJSE CBTFMJOF BOE UIF MJOF PG TJHIU
GSPN UIF VNQJSF UP UIF SVOOFS )PX GBTU JT θ DIBOHJOH XIFO UIF SVOOFS JT  GFFU GSPN UIJSE
CBTF 
 4BOE JT CFJOH EVNQFE PЙ B DPOWFZPS CFMU POUP B QJMF JO TVDI B XBZ UIBU UIF QJMF GPSNT JO
UIF TIBQF PG B DPOF XIPTF SBEJVT JT BMXBZT FRVBM UP JUT IFJHIU "TTVNJOH UIBU UIF TBOE JT
CFJOH EVNQFE BU B SBUF PG  DVCJD GFFU QFSNJOVUF IPX GBTU JT UIF IFJHIU PG UIF QJMF DIBOHJOH
XIFO UIFSF BSF  DVCJD GFFU PO UIF QJMF 

$)"15&3 
5IF %FКOJUF *OUFHSBM
 %FUFSNJOJOH EJTUBODF USBWFMFE GSPN WFMPDJUZ
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə *G XF LOPX UIF WFMPDJUZ PG B NPWJOH CPEZ BU FWFSZ QPJOU JO B HJWFO JOUFSWBM DBO XF
EFUFSNJOF UIF EJTUBODF UIF PCKFDU IBT USBWFMFE PO UIF UJNF JOUFSWBM 
ə )PX JT UIF QSPCMFN PG КOEJOH EJTUBODF USBWFMFE SFMBUFE UP КOEJOH UIF BSFB VOEFS B
DFSUBJO DVSWF 
ə 8IBU EPFT JU NFBO UP BOUJEJЙFSFOUJBUF B GVODUJPO BOE XIZ JT UIJT QSPDFTT SFMFWBOU UP
КOEJOH EJTUBODF USBWFMFE 
ə *G WFMPDJUZ JT OFHBUJWF IPX EPFT UIJT JNQBDU UIF QSPCMFN PG КOEJOH EJTUBODF USBWFMFE 
*O UIF WFSZ КSTU TFDUJPO PG UIF UFYU XF DPOTJEFSFE B TJUVBUJPO XIFSF B NPWJOH PCKFDU IBE B
LOPXO QPTJUJPO BU UJNF t *O QBSUJDVMBS XF TUJQVMBUFE UIBU B UFOOJT CBMM UPTTFE JOUP UIF BJS IBE
JUT IFJHIU s 	JO GFFU
 BU UJNF t 	JO TFDPOET
 HJWFO CZ s(t) ! 64 − 16(t − 1)2 'SPN UIJT TUBSUJOH
QPJOU XF JOWFTUJHBUFE UIF BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF CBMM PO B HJWFO JOUFSWBM [a , b] DPNQVUFE
CZ UIF EJЙFSFODF RVPUJFOU s(b)−s(a)b−a  BOE FWFOUVBMMZ GPVOE UIBU XF DPVME EFUFSNJOF UIF FYBDU
JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG UIF CBMM BU UJNF t CZ UBLJOH UIF EFSJWBUJWF PG UIF QPTJUJPO GVODUJPO
s′(t) ! lim
h→0
s(t + h) − s(t)
h
.
5IVT HJWFO B EJЙFSFOUJBCMF QPTJUJPO GVODUJPO XF BSF BCMF UP LOPX UIF FYBDU WFMPDJUZ PG UIF
NPWJOH PCKFDU BU BOZ QPJOU JO UJNF
.PSFPWFS GSPN UIJT GPVOEBUJPOBM QSPCMFN JOWPMWJOH QPTJUJPO BOE WFMPDJUZ XF IBWF MFBSOFE
B HSFBU EFBM (JWFO B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO f  XF BSF OPX BCMF UP КOE JUT EFSJWBUJWF BOE VTF
UIJT EFSJWBUJWF UP EFUFSNJOF UIF GVODUJPOɒT JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF BU BOZ QPJOU JO UIF
EPNBJO BT XFMM BT UP КOE XIFSF UIF GVODUJPO JT JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH JT DPODBWF VQ PS
DPODBWF EPXO BOEIBT SFMBUJWF FYUSFNFT 5IF WBTUNBKPSJUZ PG UIF QSPCMFNT BOE BQQMJDBUJPOT
XF IBWF DPOTJEFSFE IBWF JOWPMWFE UIF TJUVBUJPOXIFSF B QBSUJDVMBS GVODUJPO JT LOPXO BOEXF
$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
TFFL JOGPSNBUJPO UIBU SFMJFT PO LOPXJOH UIF GVODUJPOɒT JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF 5IBU
JT XF IBWF UZQJDBMMZ QSPDFFEFE GSPN B GVODUJPO f UP JUT EFSJWBUJWF f ′ BOE UIFO VTFE UIF
NFBOJOH PG UIF EFSJWBUJWF UP IFMQ VT BOTXFS JNQPSUBOU RVFTUJPOT
*O B NVDI TNBMMFS OVNCFS PG TJUVBUJPOT TP GBS XF IBWF FODPVOUFSFE UIF SFWFSTF TJUVBUJPO
XIFSF XF JOTUFBE LOPX UIF EFSJWBUJWF f ′ BOE IBWF USJFE UP EFEVDF JOGPSNBUJPO BCPVU f 
*U JT UIJT QBSUJDVMBS QSPCMFN UIBU XJMM CF UIF GPDVT PG PVS BUUFOUJPO JO NPTU PG $IBQUFS  JG
XF LOPX UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG B GVODUJPO BSF XF BCMF UP EFUFSNJOF UIF GVOD
UJPO JUTFMG 5P CFHJO XF TUBSU XJUI B NPSF GPDVTFE RVFTUJPO JG XF LOPX UIF JOTUBOUBOFPVT
WFMPDJUZ PG BO PCKFDU NPWJOH BMPOH B TUSBJHIU MJOF QBUI DBO XF EFUFSNJOF JUT DPSSFTQPOEJOH
QPTJUJPO GVODUJPO 
1SFWJFX"DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU B QFSTPO JT UBLJOH BXBML BMPOH B MPOH TUSBJHIU QBUI
BOE XBMLT BU B DPOTUBOU SBUF PG  NJMFT QFS IPVS
B 0O UIF MFGUIBOE BYFT QSPWJEFE JO 'JHVSF  TLFUDI B MBCFMFE HSBQI PG UIF WF
MPDJUZ GVODUJPO v(t) ! 3
1 2
4
8
mph
hrs
1 2
4
8
miles
hrs
'JHVSF  "U MFGU BYFT GPS QMPUUJOH y ! v(t) BU SJHIU GPS QMPUUJOH y ! s(t)
/PUF UIBU XIJMF UIF TDBMF PO UIF UXP TFUT PG BYFT JT UIF TBNF UIF VOJUT PO UIF
SJHIUIBOE BYFT EJЙFS GSPN UIPTF PO UIF MFGU 5IF SJHIUIBOE BYFT XJMM CF VTFE JO
RVFTUJPO 	E

C )PX GBS EJE UIF QFSTPO USBWFM EVSJOH UIF UXP IPVST )PX JT UIJT EJTUBODF SFMBUFE
UP UIF BSFB PG B DFSUBJO SFHJPO VOEFS UIF HSBQI PG y ! v(t) 
D 'JOE BO BMHFCSBJD GPSNVMB s(t) GPS UIF QPTJUJPO PG UIF QFSTPO BU UJNF t BTTVNJOH
UIBU s(0) ! 0 &YQMBJO ZPVS UIJOLJOH

 %FUFSNJOJOH EJTUBODF USBWFMFE GSPN WFMPDJUZ
E 0O UIF SJHIUIBOE BYFT QSPWJEFE JO 'JHVSF  TLFUDI B MBCFMFE HSBQI PG UIF
QPTJUJPO GVODUJPO y ! s(t)
F 'PS XIBU WBMVFT PG t JT UIF QPTJUJPO GVODUJPO s JODSFBTJOH &YQMBJO XIZ UIJT JT UIF
DBTF VTJOH SFMFWBOU JOGPSNBUJPO BCPVU UIF WFMPDJUZ GVODUJPO v
 "SFB VOEFS UIF HSBQI PG UIF WFMPDJUZ GVODUJPO
*O 1SFWJFX "DUJWJUZ  XF FODPVOUFSFE B GVOEBNFOUBM GBDU XIFO B NPWJOH PCKFDUɒT WF
MPDJUZ JT DPOTUBOU 	BOE QPTJUJWF
 UIF BSFB VOEFS UIF WFMPDJUZ DVSWF PWFS B HJWFO JOUFSWBM UFMMT
VT UIF EJTUBODF UIF PCKFDU USBWFMFE
1 2 3
1
3
mph
hrs
v(t) = 2
A1
1 2 3
1
3
mph
hrs
y= v(t)
A2
'JHVSF  "U MFGU B DPOTUBOU WFMPDJUZ GVODUJPO BU SJHIU B OPODPOTUBOU WFMPDJUZ GVODUJPO
"T TFFO BU MFGU JO 'JHVSF  JG XF DPOTJEFS BO PCKFDU NPWJOH BU  NJMFT QFS IPVS PWFS UIF
UJNF JOUFSWBM [1, 1.5] UIFO UIF BSFB A1 PG UIF TIBEFE SFHJPO VOEFS y ! v(t) PO [1, 1.5] JT
A1 ! 2
NJMFT
IPVS ·
1
2 IPVST ! 1NJMF.
5IJT QSJODJQMF IPMET JO HFOFSBM TJNQMZ EVF UP UIF GBDU UIBU EJTUBODF FRVBMT SBUF UJNFT UJNF
QSPWJEFE UIF SBUF JT DPOTUBOU 5IVT JG v(t) JT DPOTUBOU PO UIF JOUFSWBM [a , b] UIFO UIF EJTUBODF
USBWFMFE PO [a , b] JT UIF BSFB A UIBU JT HJWFO CZ
A ! v(a)(b − a) ! v(a)∆t ,
XIFSF ∆t JT UIF DIBOHF JO t PWFS UIF JOUFSWBM /PUF UPP UIBU XF DPVME VTF BOZ WBMVF PG
v(t) PO UIF JOUFSWBM [a , b] TJODF UIF WFMPDJUZ JT DPOTUBOU XF TJNQMZ DIPTF v(a) UIF WBMVF BU
UIF JOUFSWBMɒT MFGU FOEQPJOU 'PS TFWFSBM FYBNQMFT XIFSF UIF WFMPDJUZ GVODUJPO JT QJFDFXJTF
DPOTUBOU TFF IUUQHWTVFEVT5y
5IF TJUVBUJPO JT PCWJPVTMZ NPSF DPNQMJDBUFE XIFO UIF WFMPDJUZ GVODUJPO JT OPU DPOTUBOU "U
UIF TBNF UJNF PO SFMBUJWFMZ TNBMM JOUFSWBMT PO XIJDI v(t) EPFT OPU WBSZ NVDI UIF BSFB
y.BSD 3FOBVMU DBMDVMVT BQQMFUT

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
QSJODJQMF BMMPXT VT UP FTUJNBUF UIF EJTUBODF UIF NPWJOH PCKFDU USBWFMT PO UIBU UJNF JOUFSWBM
'PS JOTUBODF GPS UIF OPODPOTUBOU WFMPDJUZ GVODUJPO TIPXO BU SJHIU JO 'JHVSF  XF TFF
UIBU PO UIF JOUFSWBM [1, 1.5] WFMPDJUZ WBSJFT GSPN v(1) ! 2.5 EPXO UP v(1.5) ≈ 2.1 )FODF POF
FTUJNBUF GPS EJTUBODF USBWFMFE JT UIF BSFB PG UIF QJDUVSFE SFDUBOHMF
A2 ! v(1)∆t ! 2.5 NJMFTIPVS ·
1
2 IPVST ! 1.25NJMFT.
#FDBVTF v JT EFDSFBTJOH PO [1, 1.5] BOE UIF SFDUBOHMF MJFT BCPWF UIF DVSWF DMFBSMZ A2 ! 1.25
JT BO PWFSFTUJNBUF PG UIF BDUVBM EJTUBODF USBWFMFE
*G XF XBOU UP FTUJNBUF UIF BSFB VOEFS UIF
OPODPOTUBOU WFMPDJUZ GVODUJPO PO B XJEFS
JOUFSWBM TBZ [0, 3] JU CFDPNFT BQQBSFOU UIBU
POF SFDUBOHMF QSPCBCMZ XJMM OPU HJWF B HPPE
BQQSPYJNBUJPO *OTUFBE XF DPVME VTF UIF
TJY SFDUBOHMFT QJDUVSFE JO 'JHVSF  КOE
UIF BSFB PG FBDI SFDUBOHMF BOE BEE VQ UIF
UPUBM 0CWJPVTMZ UIFSF BSF DIPJDFT UP NBLF
BOE JTTVFT UP VOEFSTUBOE IPX NBOZ SFDU
BOHMFT TIPVME XF VTF XIFSF TIPVME XF
FWBMVBUF UIF GVODUJPO UP EFDJEF UIF SFDUBO
HMFɒT IFJHIU XIBU IBQQFOT JG WFMPDJUZ JT
TPNFUJNFT OFHBUJWF DBO XF BUUBJO UIF FY
BDU BSFB VOEFS BOZ OPODPOTUBOU DVSWF 
1 2 3
1
3
mph
hrs
y= v(t)
'JHVSF  6TJOH TJY SFDUBOHMFT UP FTUJ
NBUF UIF BSFB VOEFS y ! v(t) PO [0, 3]
5IFTF RVFTUJPOT BOENPSF BSF POFTXFXJMM TUVEZ JOXIBU GPMMPXT GPS OPX JU TVМDFT UP SFBMJ[F
UIBU UIF TJNQMF JEFB PG UIF BSFB PG B SFDUBOHMF HJWFT VT B QPXFSGVM UPPM GPS FTUJNBUJOH CPUI
EJTUBODF USBWFMFE GSPN B WFMPDJUZ GVODUJPO BT XFMM BT UIF BSFB VOEFS BO BSCJUSBSZ DVSWF 5P
FYQMPSF UIF TFUUJOH PG NVMUJQMF SFDUBOHMFT UP BQQSPYJNBUF BSFB VOEFS B OPODPOTUBOU WFMPDJUZ
GVODUJPO TFF UIF BQQMFU GPVOE BU IUUQHWTVFEVT6r
"DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU B QFSTPO JT XBMLJOH JO TVDI B XBZ UIBU IFS WFMPDJUZ WBSJFT
TMJHIUMZ BDDPSEJOH UP UIF JOGPSNBUJPO HJWFO JO 5BCMF  BOE HSBQI HJWFO JO 'JHVSF 
t 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
v(t) 1.500 1.789 1.938 1.992 2.000 2.008 2.063 2.211 2.500
5BCMF  7FMPDJUZ EBUB GPS UIF QFSTPO XBMLJOH
r.BSD 3FOBVMU DBMDVMVT BQQMFUT

 %FUFSNJOJOH EJTUBODF USBWFMFE GSPN WFMPDJUZ
B 6TJOH UIF HSJE HSBQI BOE HJWFO EBUB BQQSPQSJBUFMZ FTUJNBUF UIF EJTUBODF USBWFMFE
CZ UIF XBMLFS EVSJOH UIF UXP IPVS JOUFSWBM GSPN t ! 0 UP t ! 2 :PV TIPVME VTF
UJNF JOUFSWBMT PG XJEUI∆t ! 0.5 DIPPTJOH B XBZ UP VTF UIF GVODUJPO DPOTJTUFOUMZ UP
EFUFSNJOF UIF IFJHIU PG FBDI SFDUBOHMF JO PSEFS UP BQQSPYJNBUF EJTUBODF USBWFMFE
C )PX DPVME ZPV HFU B CFUUFS BQQSPY
JNBUJPO PG UIF EJTUBODF USBWFMFE PO
[0, 2] &YQMBJO BOE UIFO КOE UIJT
OFX FTUJNBUF
D /PX TVQQPTF UIBU ZPV LOPX UIBU v
JT HJWFO CZ v(t) ! 0.5t3 − 1.5t2 +
1.5t + 1.5 3FNFNCFS UIBU v JT UIF
EFSJWBUJWF PG UIF XBMLFSɒT QPTJUJPO
GVODUJPO s 'JOE B GPSNVMB GPS s TP
UIBU s′ ! v
E #BTFE PO ZPVS XPSL JO 	D
 XIBU JT
UIF WBMVF PG s(2)− s(0) 8IBU JT UIF
NFBOJOH PG UIJT RVBOUJUZ 
1 2
1
2
3
mph
hrs
y= v(t)
'JHVSF  5IF HSBQI PG y ! v(t)
 5XP BQQSPBDIFT BSFB BOE BOUJEJЙFSFOUJBUJPO
8IFO UIF WFMPDJUZ PG B NPWJOH PCKFDU JT QPTJUJWF UIF PCKFDUɒT QPTJUJPO JT BMXBZT JODSFBTJOH
8IJMF XF XJMM TPPO DPOTJEFS TJUVBUJPOT XIFSF WFMPDJUZ JT OFHBUJWF BOE UIJOL BCPVU UIF SBN
JКDBUJPOT PG UIJT DPOEJUJPO PO EJTUBODF USBWFMFE GPS OPX XF DPOUJOVF UP BTTVNF UIBU XF BSF
XPSLJOHXJUI B QPTJUJWF WFMPDJUZ GVODUJPO *O UIBU TFUUJOH XF IBWF FTUBCMJTIFE UIBU XIFOFWFS
v JT BDUVBMMZ DPOTUBOU UIF FYBDU EJTUBODF USBWFMFE PO BO JOUFSWBM JT UIF BSFB VOEFS UIF WFMPDJUZ
DVSWF GVSUIFSNPSF XF IBWF PCTFSWFE UIBU XIFO v JT OPU DPOTUBOU XF DBO FTUJNBUF UIF UPUBM
EJTUBODF USBWFMFE CZ КOEJOH UIF BSFBT PG SFDUBOHMFT UIBU IFMQ UP BQQSPYJNBUF UIF BSFB VOEFS
UIF WFMPDJUZ DVSWF PO UIF HJWFO JOUFSWBM )FODF XF TFF UIF JNQPSUBODF PG UIF QSPCMFN PG
КOEJOH UIF BSFB CFUXFFO B DVSWF BOE UIF IPSJ[POUBM BYJT CFTJEFT CFJOH BO JOUFSFTUJOH HFP
NFUSJD RVFTUJPO JO UIF TFUUJOH PG UIF DVSWF CFJOH UIF 	QPTJUJWF
 WFMPDJUZ PG B NPWJOH PCKFDU
UIF BSFB VOEFS UIF DVSWF PWFS BO JOUFSWBM UFMMT VT UIF FYBDU EJTUBODF USBWFMFE PO UIF JOUFSWBM
8F DBO FTUJNBUF UIJT BSFB BOZ UJNF XF IBWF B HSBQI PG UIF WFMPDJUZ GVODUJPO PS B UBCMF PG EBUB
UIBU UFMMT VT TPNF SFMFWBOU WBMVFT PG UIF GVODUJPO

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
*O "DUJWJUZ  XF BMTP FODPVOUFSFE BO BMUFSOBUF BQQSPBDI UP КOEJOH UIF EJTUBODF USBWFMFE
*O QBSUJDVMBS JG XF LOPX B GPSNVMB GPS UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ y ! v(t) PG UIF NPWJOH
CPEZ BU UJNF t UIFO XF SFBMJ[F UIBU v NVTU CF UIF EFSJWBUJWF PG TPNF DPSSFTQPOEJOH QPTJUJPO
GVODUJPO s *G XF DBO КOE B GPSNVMB GPS s GSPN UIF GPSNVMB GPS v JU GPMMPXT UIBU XF LOPX UIF
QPTJUJPO PG UIF PCKFDU BU UJNF t *O BEEJUJPO VOEFS UIF BTTVNQUJPO UIBU WFMPDJUZ JT QPTJUJWF
UIF DIBOHF JO QPTJUJPO PWFS B HJWFO JOUFSWBM UIFO UFMMT VT UIF EJTUBODF USBWFMFE PO UIBU JOUFSWBM
'PS B TJNQMF FYBNQMF DPOTJEFS UIF TJUVBUJPO GSPN 1SFWJFX "DUJWJUZ  XIFSF B QFSTPO JT
XBMLJOH BMPOH B TUSBJHIU MJOF BOE IBT WFMPDJUZ GVODUJPO v(t) ! 3 NQI
1 2
4
8
mph
hrs
v(t) = 3
A= 3 ·1.25= 3.75
1 2
4
8
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hrs
s(0.25) = 0.75
s(1.5) = 4.5
s(t) = 3t
'JHVSF  5IF WFMPDJUZ GVODUJPO v(t) ! 3 BOE DPSSFTQPOEJOH QPTJUJPO GVODUJPO s(t) ! 3t
"T QJDUVSFE JO 'JHVSF  XF TFF UIF BMSFBEZ OPUFE SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO BSFB BOE EJTUBODF
USBWFMFE PO UIF MFGUIBOE HSBQI PG UIF WFMPDJUZ GVODUJPO *O BEEJUJPO CFDBVTF UIF WFMPDJUZ
JT DPOTUBOU BU  XF LOPX UIBU JGs s(t) ! 3t UIFO s′(t) ! 3 TP s(t) ! 3t JT B GVODUJPO XIPTF
EFSJWBUJWF JT v(t) 'VSUIFSNPSF XF OPX PCTFSWF UIBU s(1.5) ! 4.5 BOE s(0.25) ! 0.75 XIJDI
BSF UIF SFTQFDUJWF MPDBUJPOT PG UIF QFSTPO BU UJNFT t ! 0.25 BOE t ! 1.5 BOE UIFSFGPSF
s(1.5) − s(0.25) ! 4.5 − 0.75 ! 3.75 NJMFT.
5IJT JT OPU POMZ UIF DIBOHF JO QPTJUJPO PO [0.25, 1.5] CVU BMTP QSFDJTFMZ UIF EJTUBODF USBWFMFE
PO [0.25, 1.5] XIJDI DBO BMTP CF DPNQVUFE CZ КOEJOH UIF BSFB VOEFS UIF WFMPDJUZ DVSWF PWFS
UIF TBNF JOUFSWBM 5IFSF BSF QSPGPVOE JEFBT BOE DPOOFDUJPOT QSFTFOU JO UIJT FYBNQMF UIBU
XF XJMM TQFOE NVDI PG UIF SFNBJOEFS PG $IBQUFS  TUVEZJOH BOE FYQMPSJOH
'PS OPX JU JT NPTU JNQPSUBOU UP PCTFSWF UIBU JG XF BSF HJWFO B GPSNVMB GPS B WFMPDJUZ GVODUJPO
v JU DBO CF WFSZ IFMQGVM UP КOE B GVODUJPO s UIBU TBUJTКFT s′ ! v *O UIJT DPOUFYU XF TBZ UIBU
s)FSF XF BSF NBLJOH UIF JNQMJDJU BTTVNQUJPO UIBU s(0) ! 0 XF XJMM GVSUIFS EJTDVTT UIF EJЙFSFOU QPTTJCJMJUJFT GPS
WBMVFT PG s(0) JO TVCTFRVFOU TUVEZ

 %FUFSNJOJOH EJTUBODF USBWFMFE GSPN WFMPDJUZ
s JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG v .PSF HFOFSBMMZ KVTU BT XF TBZ UIBU f ′ JT UIF EFSJWBUJWF PG f GPS B
HJWFO GVODUJPO f  JG XF BSF HJWFO B GVODUJPO ! BOE G JT B GVODUJPO TVDI UIBU G′ ! ! XF TBZ
UIBU G JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG ! 'PS FYBNQMF JG !(x) ! 3x2 + 2x BO BOUJEFSJWBUJWF PG ! JT
G(x) ! x3 + x2 TJODF G′(x) ! !(x) /PUF UIBU XF TBZ ɔBOɕ BOUJEFSJWBUJWF PG ! SBUIFS UIBO
ɔUIFɕ BOUJEFSJWBUJWF PG ! CFDBVTF H(x) ! x3 + x2 + 5 JT BMTP B GVODUJPO XIPTF EFSJWBUJWF JT !
BOE UIVT H JT BOPUIFS BOUJEFSJWBUJWF PG !
"DUJWJUZ  " CBMM JT UPTTFE WFSUJDBMMZ JO TVDI B XBZ UIBU JUT WFMPDJUZ GVODUJPO JT HJWFO
CZ v(t) ! 32 − 32t XIFSF t JT NFBTVSFE JO TFDPOET BOE v JO GFFU QFS TFDPOE "TTVNF
UIBU UIJT GVODUJPO JT WBMJE GPS 0 ≤ t ≤ 2
B 'PS XIBU WBMVFT PG t JT UIF WFMPDJUZ PG UIF CBMM QPTJUJWF 8IBU EPFT UIJT UFMM ZPV
BCPVU UIF NPUJPO PG UIF CBMM PO UIJT JOUFSWBM PG UJNF WBMVFT 
C 'JOE BO BOUJEFSJWBUJWF s PG v UIBU TBUJTКFT s(0) ! 0
D $PNQVUF UIF WBMVF PG s(1) − s( 12 ) 8IBU JT UIF NFBOJOH PG UIF WBMVF ZPV КOE 
E 6TJOH UIF HSBQI PG y ! v(t) QSPWJEFE JO 'JHVSF  КOE UIF FYBDU BSFB PG UIF
SFHJPO VOEFS UIF WFMPDJUZ DVSWF CFUXFFO t ! 12 BOE t ! 1 8IBU JT UIF NFBOJOH PG
UIF WBMVF ZPV КOE 
F "OTXFS UIF TBNF RVFTUJPOT BT JO 	D

BOE 	E
 CVU JOTUFBE VTJOH UIF JOUFS
WBM [0, 1]
G 8IBU JT UIF WBMVF PG s(2) − s(0) 
8IBU EPFT UIJT SFTVMU UFMM ZPV BCPVU
UIF ЛJHIU PG UIF CBMM )PX JT UIJT
WBMVF DPOOFDUFE UP UIF QSPWJEFE
HSBQI PG y ! v(t) &YQMBJO
1 2
-24
-12
12
24
ft/sec
sec
v(t) = 32−32t
'JHVSF  5IF HSBQI PG y ! v(t)
 8IFO WFMPDJUZ JT OFHBUJWF
.PTU PG PVS XPSL JO UIJT TFDUJPO IBT PDDVSSFE VOEFS UIF BTTVNQUJPO UIBU WFMPDJUZ JT QPTJUJWF
5IJT IZQPUIFTJT HVBSBOUFFT UIBU UIFNPWFNFOU PG UIF PCKFDU VOEFS DPOTJEFSBUJPO JT BMXBZT JO

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
B TJOHMF EJSFDUJPO BOE IFODF FOTVSFT UIBU UIF NPWJOH CPEZɒT DIBOHF JO QPTJUJPO JT UIF TBNF
BT UIF EJTUBODF JU USBWFMT PO B HJWFO JOUFSWBM "T XF TBX JO "DUJWJUZ  UIFSF BSF OBUVSBM
TFUUJOHT JO XIJDI B NPWJOH PCKFDUɒT WFMPDJUZ JT OFHBUJWF XF XPVME MJLF UP VOEFSTUBOE UIJT
TDFOBSJP GVMMZ BT XFMM
$POTJEFS B TJNQMF FYBNQMF XIFSF B QFSTPO HPFT GPS B XBML PO B CFBDI BMPOH B TUSFUDI PG WFSZ
TUSBJHIU TIPSFMJOF UIBU SVOT FBTUXFTU 8F DBO OBUVSBMMZ BTTVNF UIBU UIFJS JOJUJBM QPTJUJPO JT
s(0) ! 0 BOE GVSUIFS TUJQVMBUF UIBU UIFJS QPTJUJPO GVODUJPO JODSFBTFT BT UIFZ NPWF FBTU GSPN
UIFJS TUBSUJOH MPDBUJPO 'PS JOTUBODF B QPTJUJPO PG s ! 1 NJMF SFQSFTFOUT CFJOH POF NJMF FBTU
PG UIF TUBSU MPDBUJPO XIJMF s ! −1 UFMMT VT UIF QFSTPO JT POF NJMF XFTU PG XIFSF UIFZ CFHBO
XBMLJOH PO UIF CFBDI /PX TVQQPTF UIF QFSTPO XBMLT JO UIF GPMMPXJOH NBOOFS 'SPN UIF
PVUTFU BU t ! 0 UIF QFSTPO XBMLT EVF FBTU BU B DPOTUBOU SBUF PG 3 NQI GPS  IPVST "GUFS 
IPVST UIF QFSTPO TUPQT BCSVQUMZ BOE CFHJOT XBMLJOH EVF XFTU BU UIF DPOTUBOU SBUF PG 4 NQI
BOE EPFT TP GPS  IPVST 5IFO BGUFS BOPUIFS BCSVQU TUPQ BOE TUBSU UIF QFSTPO SFTVNFT
XBMLJOH BU B DPOTUBOU SBUF PG 3 NQI UP UIF FBTU GPS POF NPSF IPVS 8IBU JT UIF UPUBM EJTUBODF
UIF QFSTPO USBWFMFE PO UIF UJNF JOUFSWBM t ! 0 UP t ! 3 8IBU JT UIF QFSTPOɒT UPUBM DIBOHF JO
QPTJUJPO PWFS UIBU UJNF 
0O POF IBOE UIFTF BSF FMFNFOUBSZ RVFTUJPOT UP BOTXFS CFDBVTF UIF WFMPDJUZ JOWPMWFE JT
DPOTUBOU PO FBDI JOUFSWBM 'SPN t ! 0 UP t ! 1.5 UIF QFSTPO USBWFMFE
D[0,1.5] ! 3 NJMFT QFS IPVS · 1.5 IPVST ! 4.5 NJMFT.
4JNJMBSMZ PO t ! 1.5 UP t ! 2 IBWJOH B EJЙFSFOU SBUF UIF EJTUBODF USBWFMFE JT
D[1.5,2] ! 4 NJMFT QFS IPVS · 0.5 IPVST ! 2 NJMFT.
'JOBMMZ TJNJMBS DBMDVMBUJPOT SFWFBM UIBU JO UIF КOBM IPVS UIF QFSTPO XBMLFE
D[2,3] ! 3 NJMFT QFS IPVS · 1 IPVST ! 3 NJMFT,
TP UIF UPUBM EJTUBODF USBWFMFE JT
D ! D[0,1.5] + D[1.5,2] + D[2,3] ! 4.5 + 2 + 3 ! 9.5 NJMFT.
4JODF UIF WFMPDJUZ PO 1.5 < t < 2 JT BDUVBMMZ v ! −4 CFJOH OFHBUJWF UP JOEJDBUF NPUJPO JO
UIF XFTUXBSE EJSFDUJPO UIJT UFMMT VT UIBU UIF QFSTPO КSTU XBMLFE  NJMFT FBTU UIFO  NJMFT
XFTU GPMMPXFE CZ  NPSF NJMFT FBTU 5IVT UIF XBMLFSɒT UPUBM DIBOHF JO QPTJUJPO JT
DIBOHF JO QPTJUJPO ! 4.5 − 2 + 3 ! 5.5 NJMFT.
8IJMF XF IBWF CFFO BCMF UP BOTXFS UIFTF RVFTUJPOT GBJSMZ FBTJMZ JU JT BMTP JNQPSUBOU UP UIJOL
BCPVU UIJT QSPCMFN HSBQIJDBMMZ JO PSEFS UIBU XF DBO HFOFSBMJ[F PVS TPMVUJPO UP UIF NPSF
DPNQMJDBUFE TFUUJOH XIFO WFMPDJUZ JT OPU DPOTUBOU BT XFMM BT UP OPUF UIF QBSUJDVMBS JNQBDU
UIBU OFHBUJWF WFMPDJUZ IBT

 %FUFSNJOJOH EJTUBODF USBWFMFE GSPN WFMPDJUZ
1 3
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-3.0
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3.0
4.5
mph
hrs
A1 = 4.5
A2 = 2
A3 = 3
y= v(t)
1 3
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-3.0
-1.5
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(1.5,4.5)
(2,2.5)
(3,5.5)
y= s(t)
'JHVSF  "U MFGU UIF WFMPDJUZ GVODUJPO PG UIF QFSTPO XBMLJOH BU SJHIU UIF DPSSFTQPOEJOH
QPTJUJPO GVODUJPO
*O 'JHVSF  XF TFF IPX UIF EJTUBODFT XF DPNQVUFE BCPWF DBO CF WJFXFE BT BSFBT A1 !
4.5 DPNFT GSPN UBLJOH SBUF UJNFT UJNF 	3 · 1.5
 BT EP A2 BOE A3 GPS UIF TFDPOE BOE UIJSE SFDU
BOHMFT 5IF CJH OFX JTTVF JT UIBU XIJMF A2 JT BO BSFB 	BOE JT UIFSFGPSF QPTJUJWF
 CFDBVTF UIJT
BSFB JOWPMWFT BO JOUFSWBM PO XIJDI UIF WFMPDJUZ GVODUJPO JT OFHBUJWF JUT BSFB IBT B OFHBUJWF
TJHO BTTPDJBUFE XJUI JU 5IJT IFMQT VT UP EJTUJOHVJTI CFUXFFO EJTUBODF USBWFMFE BOE DIBOHF
JO QPTJUJPO
5IF EJTUBODF USBWFMFE JT UIF TVN PG UIF BSFBT
D ! A1 + A2 + A3 ! 4.5 + 2 + 3 ! 9.5 NJMFT.
#VU UIF DIBOHF JO QPTJUJPO IBT UP BDDPVOU GPS UIF TJHO BTTPDJBUFE XJUI UIF BSFB XIFSF UIPTF
BCPWF UIF tBYJT BSF DPOTJEFSFE QPTJUJWF XIJMF UIPTF CFMPX UIF tBYJT BSF WJFXFE BT OFHBUJWF
TP UIBU
s(3) − s(0) ! (+4.5) + (−2) + (+3) ! 5.5 NJMFT,
BTTJHOJOH UIF ɔ−2ɕ UP UIF BSFB JO UIF JOUFSWBM [1.5, 2] CFDBVTF UIFSF WFMPDJUZ JT OFHBUJWF BOE
UIF QFSTPO JT XBMLJOH JO UIF ɔOFHBUJWFɕ EJSFDUJPO *O PUIFS XPSET UIF QFSTPO XBMLT 
NJMFT JO UIF QPTJUJWF EJSFDUJPO GPMMPXFE CZ UXP NJMFT JO UIF OFHBUJWF EJSFDUJPO BOE UIFO 
NPSF NJMFT JO UIF QPTJUJWF EJSFDUJPO 5IJT BЙFDU PG WFMPDJUZ CFJOH OFHBUJWF JT BMTP TFFO JO UIF
HSBQI PG UIF GVODUJPO y ! s(t) XIJDI IBT B OFHBUJWF TMPQF 	TQFDJКDBMMZ JUT TMPQF JT −4
 PO
UIF JOUFSWBM 1.5 < t < 2 TJODF UIF WFMPDJUZ JT −4 PO UIBU JOUFSWBM XIJDI TIPXT UIF QFSTPOɒT
QPTJUJPO GVODUJPO JT EFDSFBTJOH EVF UP UIF GBDU UIBU TIF JT XBMLJOH FBTU SBUIFS UIBO XFTU 0O
UIF JOUFSWBMT XIFSF TIF JT XBMLJOH XFTU UIF WFMPDJUZ GVODUJPO JT QPTJUJWF BOE UIF TMPQF PG UIF
QPTJUJPO GVODUJPO s JT UIFSFGPSF BMTP QPTJUJWF
5P TVNNBSJ[F XF TFF UIBU JG WFMPDJUZ JT TPNFUJNFT OFHBUJWF UIJT NBLFT UIF NPWJOH PC
KFDUɒT DIBOHF JO QPTJUJPO EJЙFSFOU GSPN JUT EJTUBODF USBWFMFE #Z WJFXJOH UIF JOUFSWBMT PO

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
XIJDI WFMPDJUZ JT QPTJUJWF BOE OFHBUJWF TFQBSBUFMZ XF NBZ DPNQVUF UIF EJTUBODF USBWFMFE
PO FBDI TVDI JOUFSWBM BOE UIFO EFQFOEJOH PO XIFUIFS XF EFTJSF UPUBM EJTUBODF USBWFMFE PS
UPUBM DIBOHF JO QPTJUJPO XF NBZ BDDPVOU GPS OFHBUJWF WFMPDJUJFT UIBU BDDPVOU GPS OFHBUJWF
DIBOHF JO QPTJUJPO XIJMF TUJMM DPOUSJCVUJOH QPTJUJWFMZ UP UPUBM EJTUBODF USBWFMFE 8F DMPTF
UIJT TFDUJPO XJUI POF BEEJUJPOBM BDUJWJUZ UIBU GVSUIFS FYQMPSFT UIF FЙFDUT PG OFHBUJWF WFMPDJUZ
PO UIF QSPCMFN PG КOEJOH DIBOHF JO QPTJUJPO BOE UPUBM EJTUBODF USBWFMFE
"DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU BO PCKFDU NPWJOH BMPOH B TUSBJHIU MJOF QBUI IBT JUT WFMPDJUZ
v 	JO NFUFST QFS TFDPOE
 BU UJNF t 	JO TFDPOET
 HJWFO CZ UIF QJFDFXJTF MJOFBS GVODUJPO
XIPTF HSBQI JT QJDUVSFE BU MFGU JO 'JHVSF  8F WJFX NPWFNFOU UP UIF SJHIU BT CFJOH
JO UIF QPTJUJWF EJSFDUJPO 	XJUI QPTJUJWF WFMPDJUZ
 XIJMF NPWFNFOU UP UIF MFGU JT JO UIF
OFHBUJWF EJSFDUJPO
2 4 6 8
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y= v(t)
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'JHVSF  5IF WFMPDJUZ GVODUJPO PG B NPWJOH PCKFDU
4VQQPTF GVSUIFS UIBU UIF PCKFDUɒT JOJUJBM QPTJUJPO BU UJNF t ! 0 JT s(0) ! 1
B %FUFSNJOF UIF UPUBM EJTUBODF USBWFMFE BOE UIF UPUBM DIBOHF JO QPTJUJPO PO UIF UJNF
JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 2 8IBU JT UIF PCKFDUɒT QPTJUJPO BU t ! 2 
C 0O XIBU UJNF JOUFSWBMT JT UIF NPWJOH PCKFDUɒT QPTJUJPO GVODUJPO JODSFBTJOH 8IZ 
0O XIBU JOUFSWBMT JT UIF PCKFDUɒT QPTJUJPO EFDSFBTJOH 8IZ 
D 8IBU JT UIF PCKFDUɒT QPTJUJPO BU t ! 8 )PX NBOZ UPUBM NFUFST IBT JU USBWFMFE UP
HFU UP UIJT QPJOU 	JODMVEJOH EJTUBODF JO CPUI EJSFDUJPOT
 *T UIJT EJЙFSFOU GSPN UIF
PCKFDUɒT UPUBM DIBOHF JO QPTJUJPO PO t ! 0 UP t ! 8 
E 'JOE UIF FYBDU QPTJUJPO PG UIF PCKFDU BU t ! 1, 2, 3, . . . , 8 BOE VTF UIJT EBUB UP TLFUDI
BO BDDVSBUF HSBQI PG y ! s(t) PO UIF BYFT QSPWJEFE BU SJHIU JO 'JHVSF  )PX

 %FUFSNJOJOH EJTUBODF USBWFMFE GSPN WFMPDJUZ
DBO ZPV VTF UIF QSPWJEFE JOGPSNBUJPO BCPVU y ! v(t) UP EFUFSNJOF UIF DPODBWJUZ
PG s PO FBDI SFMFWBOU JOUFSWBM 
4VNNBSZ
ə *G XF LOPX UIF WFMPDJUZ PG B NPWJOH CPEZ BU FWFSZ QPJOU JO B HJWFO JOUFSWBM BOE UIF
WFMPDJUZ JT QPTJUJWF UISPVHIPVU XF DBO FTUJNBUF UIF PCKFDUɒT EJTUBODF USBWFMFE BOE JO
TPNF DJSDVNTUBODFT EFUFSNJOF UIJT WBMVF FYBDUMZ
ə *O QBSUJDVMBS XIFO WFMPDJUZ JT QPTJUJWF PO BO JOUFSWBM XF DBO КOE UIF UPUBM EJTUBODF
USBWFMFE CZ КOEJOH UIF BSFB VOEFS UIF WFMPDJUZ DVSWF BOE BCPWF UIF tBYJT PO UIF HJWFO
UJNF JOUFSWBM 8F NBZ POMZ CF BCMF UP FTUJNBUF UIJT BSFB EFQFOEJOH PO UIF TIBQF PG
UIF WFMPDJUZ DVSWF
ə "O BOUJEFSJWBUJWF PG B GVODUJPO f JT B OFX GVODUJPO F XIPTF EFSJWBUJWF JT f  5IBU JT F
JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG f QSPWJEFE UIBU F′ ! f  *O UIF DPOUFYU PG WFMPDJUZ BOE QPTJUJPO
JG XF LOPX B WFMPDJUZ GVODUJPO v BO BOUJEFSJWBUJWF PG v JT B QPTJUJPO GVODUJPO s UIBU
TBUJTКFT s′ ! v *G v JT QPTJUJWF PO B HJWFO JOUFSWBM TBZ [a , b] UIFO UIF DIBOHF JO QPTJUJPO
s(b) − s(a) NFBTVSFT UIF EJTUBODF UIF NPWJOH PCKFDU USBWFMFE PO [a , b]
ə *O UIF TFUUJOH XIFSF WFMPDJUZ JT TPNFUJNFT OFHBUJWF UIJT NFBOT UIBU UIF PCKFDU JT TPNF
UJNFT USBWFMJOH JO UIF PQQPTJUF EJSFDUJPO 	EFQFOEJOH PO XIFUIFS WFMPDJUZ JT QPTJUJWF PS
OFHBUJWF
 BOE UIVT JOWPMWFT UIF PCKFDU CBDLUSBDLJOH 5P EFUFSNJOF EJTUBODF USBWFMFE
XF IBWF UP UIJOL BCPVU UIF QSPCMFN TFQBSBUFMZ PO JOUFSWBMT XIFSF WFMPDJUZ JT QPTJUJWF
BOE OFHBUJWF BOE BDDPVOU GPS UIF DIBOHF JO QPTJUJPO PO FBDI TVDI JOUFSWBM
&YFSDJTFT
 " DBS DPNFT UP B TUPQ TJY TFDPOET BGUFS UIF ESJWFS BQQMJFT UIF CSBLFT 8IJMF UIF CSBLFT BSF
PO UIF GPMMPXJOH WFMPDJUJFT BSF SFDPSEFE
5JNF TJODF CSBLFT BQQMJFE 	TFD
    
7FMPDJUZ 	GUT
    
(JWF MPXFS BOE VQQFS FTUJNBUFT 	VTJOH BMM PG UIF BWBJMBCMF EBUB
 GPS UIF EJTUBODF UIF DBS USBW
FMFE BGUFS UIF CSBLFT XFSF BQQMJFE
MPXFS
VQQFS
	GPS FBDI JODMVEF VOJUT

0O B TLFUDI PG WFMPDJUZ BHBJOTU UJNF TIPX UIF MPXFS BOE VQQFS FTUJNBUFT ZPV GPVOE BCPWF
 5IF WFMPDJUZ PG B DBS JT f (t) ! 9t NFUFSTTFDPOE 6TF B HSBQI PG f (t) UP КOE UIF FYBDU
EJTUBODF USBWFMFE CZ UIF DBS JO NFUFST GSPN t ! 0 UP t ! 10 TFDPOET
EJTUBODF  	JODMVEF VOJUT


$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
 5IF WFMPDJUZ PG B QBSUJDMF NPWJOH BMPOH UIF xBYJT JT HJWFO CZ f (t) ! 12 − 4t DNTFD 6TF
B HSBQI PG f (t) UP КOE UIF FYBDU DIBOHF JO QPTJUJPO PG UIF QBSUJDMF GSPN UJNF t ! 0 UP t ! 4
TFDPOET
DIBOHF JO QPTJUJPO  	JODMVEF VOJUT

 5XP DBST TUBSU BU UIF TBNF UJNF BOE USBWFM JO UIF TBNF EJSFDUJPO BMPOH B TUSBJHIU SPBE 5IF
КHVSF CFMPX HJWFT UIF WFMPDJUZ v 	JO LNIS
 PG FBDI DBS BT B GVODUJPO PG UJNF 	JO IS

5IF WFMPDJUZ PG DBS " JT HJWFO CZ UIF TPMJE CMVF DVSWF BOE UIF WFMPDJUZ PG DBS # CZ EBTIFE
SFE DVSWF
	B

8IJDI DBS BUUBJOT UIF MBSHFS NBYJNVN WFMPDJUZ 
	C

8IJDI TUPQT КSTU 
	D

8IJDI USBWFMT GBSUIFS 
 4VQQPTF UIBU BO BDDFMFSBUJOH DBS HPFT GSPN NQI UP  NQI JO КWF TFDPOET *UT WFMPDJUZ
JT HJWFO JO UIF GPMMPXJOH UBCMF DPOWFSUFE GSPN NJMFT QFS IPVS UP GFFU QFS TFDPOE TP UIBU BMM
UJNF NFBTVSFNFOUT BSF JO TFDPOET 	/PUF  NQI JT  GFFU QFS TFD   GUT
 'JOE
UIF BWFSBHF BDDFMFSBUJPO PG UIF DBS PWFS FBDI PG UIF КSTU UXP TFDPOET
t      
v(t)      
BWFSBHF BDDFMFSBUJPO PWFS UIF КSTU TFDPOE 
	JODMVEF VOJUT

BWFSBHF BDFMFSBUJPO PWFS UIF TFDPOE TFDPOE 
	JODMVEF VOJUT

 5IF WFMPDJUZ GVODUJPO JT v(t) ! t2 − 6t + 8 GPS B QBSUJDMF NPWJOH BMPOH B MJOF 'JOE UIF
EJTQMBDFNFOU 	OFU EJTUBODF DPWFSFE
 PG UIF QBSUJDMF EVSJOH UIF UJNF JOUFSWBM [−2, 5]
EJTQMBDFNFOU 
 "MPOH UIF FBTUFSO TIPSF PG -BLF .JDIJHBO GSPN -BLF .BDBUBXB 	OFBS )PMMBOE
 UP (SBOE
)BWFO UIFSF JT B CJLF CBUI UIBU SVOT BMNPTU EJSFDUMZ OPSUITPVUI 'PS UIF QVSQPTFT PG UIJT
QSPCMFN BTTVNF UIF SPBE JT DPNQMFUFMZ TUSBJHIU BOE UIBU UIF GVODUJPO s(t) USBDLT UIF QPTJ
UJPO PG UIF CJLFS BMPOH UIJT QBUI JO NJMFT OPSUI PG 1JHFPO -BLF XIJDI MJFT SPVHIMZ IBMGXBZ
CFUXFFO UIF FOET PG UIF CJLF QBUI

 %FUFSNJOJOH EJTUBODF USBWFMFE GSPN WFMPDJUZ
4VQQPTF UIBU UIF CJLFSɒT WFMPDJUZ GVODUJPO JT HJWFO CZ UIF HSBQI JO 'JHVSF  PO UIF UJNF
JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 4 	XIFSF t JT NFBTVSFE JO IPVST
 BOE UIBU s(0) ! 1
1 2 3 4 5
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'JHVSF  5IF HSBQI PG UIF CJLFSɒT WFMPDJUZ y ! v(t) BU MFGU "U SJHIU BYFT UP QMPU BO
BQQSPYJNBUF TLFUDI PG y ! s(t)
B "QQSPYJNBUFMZ IPX GBS OPSUI PG 1JHFPO -BLF XBT UIF DZDMJTU XIFO TIF XBT UIF HSFBUFTU
EJTUBODF BXBZ GSPN 1JHFPO -BLF "U XIBU UJNF EJE UIJT PDDVS 
C 8IBU JT UIF DZDMJTUɒT UPUBM DIBOHF JO QPTJUJPO PO UIF UJNF JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 2 "U t ! 2
XBT TIF OPSUI PS TPVUI PG 1JHFPO -BLF 
D 8IBU JT UIF UPUBM EJTUBODF UIF CJLFS USBWFMFE PO 0 ≤ t ≤ 4 "U UIF FOE PG UIF SJEF IPX
DMPTF XBT TIF UP UIF QPJOU BU XIJDI TIF TUBSUFE 
E 4LFUDI BO BQQSPYJNBUF HSBQI PG y ! s(t) UIF QPTJUJPO GVODUJPO PG UIF DZDMJTU PO UIF
JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 4 -BCFM BU MFBTU GPVS JNQPSUBOU QPJOUT PO UIF HSBQI PG s
 " UPZ SPDLFU JT MBVODIFE WFSUJDBMMZ GSPN UIF HSPVOE PO B EBZ XJUI OP XJOE 5IF SPDLFUɒT
WFSUJDBM WFMPDJUZ BU UJNF t 	JO TFDPOET
 JT HJWFO CZ v(t) ! 500 − 32t GFFUTFD
B "U XIBU UJNF BGUFS UIF SPDLFU JT MBVODIFE EPFT UIF SPDLFUɒT WFMPDJUZ FRVBM [FSP $BMM
UIJT UJNF WBMVF a 8IBU IBQQFOT UP UIF SPDLFU BU t ! a 
C 'JOE UIF WBMVF PG UIF UPUBM BSFB FODMPTFE CZ y ! v(t) BOE UIF tBYJT PO UIF JOUFSWBM
0 ≤ t ≤ a 8IBU EPFT UIJT BSFB SFQSFTFOU JO UFSNT PG UIF QIZTJDBM TFUUJOH PG UIF QSPCMFN 
D 'JOE BO BOUJEFSJWBUJWF s PG UIF GVODUJPO v 5IBU JT КOE B GVODUJPO s TVDI UIBU s′(t) ! v(t)
E $PNQVUF UIF WBMVF PG s(a) − s(0) 8IBU EPFT UIJT OVNCFS SFQSFTFOU JO UFSNT PG UIF
QIZTJDBM TFUUJOH PG UIF QSPCMFN 
F $PNQVUF s(5) − s(1) 8IBU EPFT UIJT OVNCFS UFMM ZPV BCPVU UIF SPDLFUɒT ЛJHIU 
 "O PCKFDU NPWJOH BMPOH B IPSJ[POUBM BYJT IBT JUT JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ BU UJNF t JO TFD
POET HJWFO CZ UIF GVODUJPO v QJDUVSFE JO 'JHVSF  XIFSF v JT NFBTVSFE JO GFFUTFD

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
"TTVNF UIBU UIF DVSWFT UIBU NBLF VQ UIF
QBSUT PG UIF HSBQI PG y ! v(t) BSF FJUIFS QPS
UJPOT PG TUSBJHIU MJOFT PS QPSUJPOT PG DJSDMFT
1 2 3 4 5 6 7
-1
1
y= v(t)
'JHVSF  5IF HSBQI PG y ! v(t) UIF
WFMPDJUZ GVODUJPO PG B NPWJOH PCKFDU
B %FUFSNJOF UIF FYBDU UPUBM EJTUBODF UIF PCKFDU USBWFMFE PO 0 ≤ t ≤ 2
C 8IBU JT UIF WBMVF BOE NFBOJOH PG s(5)− s(2) XIFSF y ! s(t) JT UIF QPTJUJPO GVODUJPO PG
UIF NPWJOH PCKFDU 
D 0O XIJDI UJNF JOUFSWBM EJE UIF PCKFDU USBWFM UIF HSFBUFTU EJTUBODF [0, 2] [2, 4] PS [5, 7] 
E 0O XIJDI UJNF JOUFSWBM	T
 JT UIF QPTJUJPO GVODUJPO s JODSFBTJOH "U XIJDI QPJOU	T
 EPFT
s BDIJFWF B SFMBUJWF NBYJNVN 
 'JMUFST BU BXBUFS USFBUNFOU QMBOU CFDPNF EJSUJFS PWFS UJNF BOE UIVT CFDPNF MFTT FЙFDUJWF
UIFZ BSF SFQMBDFE FWFSZ  EBZT %VSJOH POF EBZQFSJPE UIF SBUF BUXIJDIQPMMVUJPOQBTTFT
UISPVHI UIF КMUFST JOUP B OFBSCZ MBLF 	JO VOJUT PG QBSUJDVMBUF NBUUFS QFS EBZ
 JT NFBTVSFE
FWFSZ  EBZT BOE JT HJWFO JO UIF GPMMPXJOH UBCMF 5IF UJNF t JT NFBTVSFE JO EBZT TJODF UIF
КMUFST XFSF SFQMBDFE
%BZ t 0 6 12 18 24 30
3BUF PG QPMMVUJPO JO VOJUT QFS EBZ p(t) 7 8 10 13 18 35
5BCMF  1PMMVUJPO EBUB GPS UIF XBUFS КMUFST
B 1MPU UIF HJWFO EBUB PO B TFU PG BYFT XJUI UJNF PO UIF IPSJ[POUBM BYJT BOE UIF SBUF PG
QPMMVUJPO PO UIF WFSUJDBM BYJT
C &YQMBJO XIZ UIF BNPVOU PG QPMMVUJPO UIBU FOUFSFE UIF MBLF EVSJOH UIJT EBZ QFSJPE
XPVME CF HJWFO FYBDUMZ CZ UIF BSFB CPVOEFE CZ y ! p(t) BOE UIF tBYJT PO UIF UJNF
JOUFSWBM [0, 30]
D &TUJNBUF UIF UPUBM BNPVOU PG QPMMVUJPO FOUFSJOH UIF MBLF EVSJOH UIJT EBZ QFSJPE
$BSFGVMMZ FYQMBJO IPX ZPV EFUFSNJOFE ZPVS FTUJNBUF

 3JFNBOO 4VNT
 3JFNBOO 4VNT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX DBO XF VTF B 3JFNBOO TVN UP FTUJNBUF UIF BSFB CFUXFFO B HJWFO DVSWF BOE UIF
IPSJ[POUBM BYJT PWFS B QBSUJDVMBS JOUFSWBM 
ə 8IBU BSF UIF EJЙFSFODFT BNPOH MFGU SJHIU NJEEMF BOE SBOEPN 3JFNBOO TVNT 
ə )PX DBO XF XSJUF 3JFNBOO TVNT JO BO BCCSFWJBUFE GPSN 
*O 4FDUJPO  XF MFBSOFE UIBU JG XF IBWF BNPWJOH PCKFDU XJUI WFMPDJUZ GVODUJPO v XIFOFWFS
v(t) JT QPTJUJWF UIF BSFB CFUXFFO y ! v(t) BOE UIF tBYJT PWFS B HJWFO UJNF JOUFSWBM UFMMT VT UIF
EJTUBODF USBWFMFE CZ UIF PCKFDU PWFS UIBU UJNFQFSJPE JO BEEJUJPO JG v(t) JT TPNFUJNFT OFHBUJWF
BOE XF WJFX UIF BSFB PG BOZ SFHJPO CFMPX UIF tBYJT BT IBWJOH BO BTTPDJBUFE OFHBUJWF TJHO
UIFO UIF TVN PG UIFTF TJHOFE BSFBT PWFS B HJWFO JOUFSWBM UFMMT VT UIF NPWJOH PCKFDUɒT DIBOHF
JO QPTJUJPO PWFS UIF UJNF JOUFSWBM
'PS JOTUBODF GPS UIF WFMPDJUZ GVODUJPO HJWFO
JO 'JHVSF  JG UIF BSFBT PG TIBEFE SF
HJPOT BSF A1 A2 BOE A3 BT MBCFMFE UIFO
UIF UPUBM EJTUBODF D USBWFMFE CZ UIF NPWJOH
PCKFDU PO [a , b] JT
D ! A1 + A2 + A3 ,
XIJMF UIF UPUBM DIBOHF JO UIF PCKFDUɒT QPTJ
UJPO PO [a , b] JT
s(b) − s(a) ! A1 − A2 + A3.
y= v(t)
a b
A1
A2
A3
'JHVSF  " WFMPDJUZ GVODUJPO UIBU JT
TPNFUJNFT OFHBUJWF
#FDBVTF UIF NPUJPO JT JO UIF OFHBUJWF EJSFDUJPO PO UIF JOUFSWBM XIFSF v(t) < 0 XF TVCUSBDU
A2 XIFO EFUFSNJOJOH UIF PCKFDUɒT UPUBM DIBOHF JO QPTJUJPO
0G DPVSTF КOEJOH D BOE s(b)− s(a) GPS UIF TJUVBUJPO HJWFO JO 'JHVSF  QSFTVNFT UIBU XF
DBO BDUVBMMZ КOE UIF BSFBT SFQSFTFOUFE CZ A1 A2 BOE A3 *O NPTU PG PVS XPSL JO 4FDUJPO 
TVDI BT JO "DUJWJUJFT  BOE "DUJWJUZ  XF XPSLFE XJUI WFMPDJUZ GVODUJPOT UIBU XFSF
FJUIFS DPOTUBOU PS MJOFBS TP UIBU CZ КOEJOH UIF BSFBT PG SFDUBOHMFT BOE USJBOHMFT XF DPVME
КOE UIF BSFB CPVOEFE CZ UIF WFMPDJUZ GVODUJPO BOE UIF IPSJ[POUBM BYJT FYBDUMZ #VU XIFO UIF

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
DVSWF UIBU CPVOET B SFHJPO JT OPU POF GPS XIJDI XF IBWF B LOPXO GPSNVMB GPS BSFB XF BSF
VOBCMF UP КOE UIJT BSFB FYBDUMZ *OEFFE UIJT JT POF PG PVS CJHHFTU HPBMT JO $IBQUFS  UP MFBSO
IPX UP КOE UIF FYBDU BSFB CPVOEFE CFUXFFO B DVSWF BOE UIF IPSJ[POUBM BYJT GPS BT NBOZ
EJЙFSFOU UZQFT PG GVODUJPOT BT QPTTJCMF
5P CFHJO XF FYQBOE PO UIF JEFBT JO "DUJWJUZ  XIFSF XF FODPVOUFSFE B OPOMJOFBS WF
MPDJUZ GVODUJPO BOE BQQSPYJNBUFE UIF BSFB VOEFS UIF DVSWF VTJOH GPVS BOE FJHIU SFDUBOHMFT
SFTQFDUJWFMZ *O UIF GPMMPXJOH QSFWJFX BDUJWJUZ XF GPDVT PO UISFF EJЙFSFOU PQUJPOT GPS EF
DJEJOH IPX UP КOE UIF IFJHIUT PG UIF SFDUBOHMFT XF XJMM VTF
1SFWJFX"DUJWJUZ  " QFSTPO XBMLJOH BMPOH B TUSBJHIU QBUI IBT IFS WFMPDJUZ JO NJMFT
QFS IPVS BU UJNF t HJWFO CZ UIF GVODUJPO v(t) ! 0.25t3 − 1.5t2 + 3t + 0.25 GPS UJNFT JO UIF
JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 2 5IF HSBQI PG UIJT GVODUJPO JT BMTP HJWFO JO FBDI PG UIF UISFF EJBHSBNT
JO 'JHVSF 
1 2
1
2
3
mph
hrs
y= v(t)
A1
A2
A3
A4
1 2
1
2
3
mph
hrs
y= v(t)
B1
B2
B3
B4
1 2
1
2
3
mph
hrs
y= v(t)
C1
C2
C3
C4
'JHVSF  5ISFF BQQSPBDIFT UP FTUJNBUJOH UIF BSFB VOEFS y ! v(t) PO UIF JOUFSWBM
[0, 2]
/PUF UIBU JO FBDI EJBHSBN XF VTF GPVS SFDUBOHMFT UP FTUJNBUF UIF BSFB VOEFS y ! v(t) PO
UIF JOUFSWBM [0, 2] CVU UIF NFUIPE CZ XIJDI UIF GPVS SFDUBOHMFTɒ SFTQFDUJWF IFJHIUT BSF
EFDJEFE WBSJFT BNPOH UIF UISFF JOEJWJEVBM HSBQIT
B )PX BSF UIF IFJHIUT PG SFDUBOHMFT JO UIF MFGUNPTU EJBHSBN CFJOH DIPTFO &YQMBJO
BOE IFODF EFUFSNJOF UIF WBMVF PG
S ! A1 + A2 + A3 + A4
CZ FWBMVBUJOH UIF GVODUJPO y ! v(t) BU BQQSPQSJBUFMZ DIPTFO WBMVFT BOE PCTFSWJOH
UIF XJEUI PG FBDI SFDUBOHMF /PUF GPS FYBNQMF UIBU
A3 ! v(1) · 12 ! 2 ·
1
2 ! 1.

 3JFNBOO 4VNT
C &YQMBJO IPX UIF IFJHIUT PG SFDUBOHMFT BSF CFJOH DIPTFO JO UIFNJEEMF EJBHSBN BOE
КOE UIF WBMVF PG
T ! B1 + B2 + B3 + B4.
D -JLFXJTF EFUFSNJOF UIF QBUUFSO PG IPX IFJHIUT PG SFDUBOHMFT BSF DIPTFO JO UIF
SJHIUNPTU EJBHSBN BOE EFUFSNJOF
U ! C1 + C2 + C3 + C4.
E 0G UIF FTUJNBUFT S T BOE U XIJDI EP ZPV UIJOL JT UIF CFTU BQQSPYJNBUJPO PG D
UIF UPUBM EJTUBODF UIF QFSTPO USBWFMFE PO [0, 2] 8IZ 
 4JHNB /PUBUJPO
*U JT BQQBSFOU GSPN TFWFSBM EJЙFSFOU QSPCMFNT XF IBWF DPOTJEFSFE UIBU TVNT PG BSFBT PG SFDU
BOHMFT JT POF PG UIF NBJO XBZT UP BQQSPYJNBUF UIF BSFB VOEFS B DVSWF PWFS B HJWFO JOUFSWBM
*OUVJUJWFMZ XF FYQFDU UIBU VTJOH B MBSHFS OVNCFS PG UIJOOFS SFDUBOHMFT XJMM QSPWJEF B XBZ UP
JNQSPWF UIF FTUJNBUFT XF BSF DPNQVUJOH "T TVDI XF BOUJDJQBUF EFBMJOH XJUI TVNT XJUI B
MBSHF OVNCFS PG UFSNT 5P EP TP XF JOUSPEVDF UIF VTF PG TPDBMMFE TJHNB OPUBUJPO OBNFE GPS
UIF (SFFL MFUUFS Σ XIJDI JT UIF DBQJUBM MFUUFS S JO UIF (SFFL BMQIBCFU
'PS FYBNQMF TBZ XF BSF JOUFSFTUFE JO UIF TVN
1 + 2 + 3 + · · · + 100,
XIJDI JT UIF TVN PG UIF КSTU  OBUVSBM OVNCFST 4JHNB OPUBUJPO QSPWJEFT B TIPSUIBOE
OPUBUJPO UIBU SFDPHOJ[FT UIF HFOFSBM QBUUFSO JO UIF UFSNT PG UIF TVN *U JT FRVJWBMFOU UP XSJUF
100∑
k!1
k ! 1 + 2 + 3 + · · · + 100.
8F SFBE UIF TZNCPM∑100k!1 k BT ɔUIF TVN GSPN k FRVBMT  UP  PG kɕ 5IF WBSJBCMF k JT VTVBMMZ
DBMMFE UIF JOEFY PG TVNNBUJPO BOE UIF MFUUFS UIBU JT VTFE GPS UIJT WBSJBCMF JT JNNBUFSJBM &BDI
TVN JO TJHNB OPUBUJPO JOWPMWFT B GVODUJPO PG UIF JOEFY GPS FYBNQMF
10∑
k!1
(k2 + 2k) ! (12 + 2 · 1) + (22 + 2 · 2) + (32 + 2 · 3) + · · · + (102 + 2 · 10),
BOE NPSF HFOFSBMMZ
n∑
k!1
f (k) ! f (1) + f (2) + · · · + f (n).
4JHNB OPUBUJPO BMMPXT VT UIF ЛFYJCJMJUZ UP FBTJMZ WBSZ UIF GVODUJPO CFJOH VTFE UP USBDL UIF QBU
UFSO JO UIF TVN BT XFMM BT UP BEKVTU UIF OVNCFS PG UFSNT JO UIF TVN TJNQMZ CZ DIBOHJOH UIF
WBMVF PG n 8F UFTU PVS VOEFSTUBOEJOH PG UIJT OFX OPUBUJPO JO UIF GPMMPXJOH BDUJWJUZ

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
"DUJWJUZ  'PS FBDI TVN XSJUUFO JO TJHNB OPUBUJPO XSJUF UIF TVN MPOHIBOE BOE
FWBMVBUF UIF TVN UP КOE JUT WBMVF 'PS FBDI TVN XSJUUFO JO FYQBOEFE GPSN XSJUF UIF
TVN JO TJHNB OPUBUJPO
B ∑5k!1(k2 + 2)
C ∑6i!3(2i − 1)
D 3 + 7 + 11 + 15 + · · · + 27
E 4 + 8 + 16 + 32 + · · · + 256
F ∑6i!1 12i
 3JFNBOO 4VNT
8IFO B NPWJOH CPEZ IBT B QPTJUJWF WFMPDJUZ GVODUJPO y ! v(t) PO B HJWFO JOUFSWBM [a , b] XF
LOPX UIBU UIF BSFB VOEFS UIF DVSWF PWFS UIF JOUFSWBM JT UIF UPUBM EJTUBODF UIF CPEZ USBWFMT
PO [a , b] 8IJMF UIJT JT UIF GVOEBNFOUBM NPUJWBUJOH GPSDF CFIJOE PVS JOUFSFTU JO UIF BSFB
CPVOEFE CZ B GVODUJPO XF BSF BMTP JOUFSFTUFE NPSF HFOFSBMMZ JO CFJOH BCMF UP КOE UIF FYBDU
BSFB CPVOEFE CZ y ! f (x) PO BO JOUFSWBM [a , b] SFHBSEMFTT PG UIF NFBOJOH PS DPOUFYU PG UIF
GVODUJPO f  'PS OPX XF DPOUJOVF UP GPDVT PO EFUFSNJOJOH BO BDDVSBUF FTUJNBUF PG UIJT BSFB
UISPVHI UIF VTF PG B TVN PG UIF BSFBT PG SFDUBOHMFT EPJOH TP JO UIF TFUUJOH XIFSF f (x) ≥ 0
PO [a , b] 5ISPVHIPVU VOMFTT PUIFSXJTF JOEJDBUFE XF BMTP BTTVNF UIBU f JT DPOUJOVPVT PO
[a , b]
5IF КSTU DIPJDF XF NBLF JO BOZ TVDI BQQSPYJNBUJPO JT UIF OVNCFS PG SFDUBOHMFT
x0
a
x1 x2 · · · xi xi+1
△x
· · · xn−1 xn
b
'JHVSF  4VCEJWJEJOH UIF JOUFSWBM [a , b] JOUP n TVCJOUFSWBMT PG FRVBM MFOHUI ∆x
*G XF TBZ UIBU UIF UPUBM OVNCFS PG SFDUBOHMFT JT n BOE XF EFTJSF n SFDUBOHMFT PG FRVBM XJEUI
UP TVCEJWJEF UIF JOUFSWBM [a , b] UIFO FBDI SFDUBOHMF NVTU IBWF XJEUI ∆x ! b−an  8F PCTFSWF
GVSUIFS UIBU x1 ! x0 + ∆x x2 ! x0 + 2∆x BOE UIVT JO HFOFSBM xi ! a + i∆x , BT QJDUVSFE JO
'JHVSF 
8F VTF FBDI TVCJOUFSWBM [xi , xi+1] BT UIF CBTF PG B SFDUBOHMF BOE OFYU NVTU DIPPTF IPX UP
EFDJEF UIF IFJHIU PG UIF SFDUBOHMF UIBU XJMM CF VTFE UP BQQSPYJNBUF UIF BSFB VOEFS y ! f (x)
PO UIF TVCJOUFSWBM 5IFSF BSF UISFF TUBOEBSE DIPJDFT VTF UIF MFGU FOEQPJOU PG FBDI TVCJO
UFSWBM UIF SJHIU FOEQPJOU PG FBDI TVCJOUFSWBM PS UIF NJEQPJOU PG FBDI 5IFTF BSF QSFDJTFMZ
UIF PQUJPOT FODPVOUFSFE JO 1SFWJFX "DUJWJUZ  BOE TFFO JO 'JHVSF  8F OFYU FYQMPSF
IPX UIFTF DIPJDFT DBO CF SFЛFDUFE JO TJHNB OPUBUJPO
*G XF OPX DPOTJEFS BO BSCJUSBSZ QPTJUJWF GVODUJPO f PO [a , b] XJUI UIF JOUFSWBM TVCEJWJEFE
BT TIPXO JO 'JHVSF  BOE DIPPTF UP VTF MFGU FOEQPJOUT UIFO PO FBDI JOUFSWBM PG UIF GPSN

 3JFNBOO 4VNT
[xi , xi+1] UIF BSFB PG UIF SFDUBOHMF GPSNFE JT HJWFO CZ
Ai+1 ! f (xi) · ∆x ,
BT TFFO JO 'JHVSF 
x0 x1 x2 xi xi+1 xn−1 xn
A1 A2 · · · Ai+1 · · ·
y= f (x)
An
'JHVSF  4VCEJWJEJOH UIF JOUFSWBM [a , b] JOUP n TVCJOUFSWBMT PG FRVBM MFOHUI ∆x BOE BQ
QSPYJNBUJOH UIF BSFB VOEFS y ! f (x) PWFS [a , b] VTJOH MFGU SFDUBOHMFT
*G XF MFU Ln EFOPUF UIF TVN PG UIF BSFBT PG SFDUBOHMFT XIPTF IFJHIUT BSF HJWFO CZ UIF GVODUJPO
WBMVF BU FBDI SFTQFDUJWF MFGU FOEQPJOU UIFO XF TFF UIBU
Ln ! A1 + A2 + · · · + Ai+1 + · · · + An
! f (x0) · ∆x + f (x1) · ∆x + · · · + f (xi) · ∆x + · · · + f (xn−1) · ∆x.
*O UIF NPSF DPNQBDU TJHNB OPUBUJPO XF IBWF
Ln !
n−1∑
i!0
f (xi)∆x.
/PUF QBSUJDVMBSMZ UIBU TJODF UIF JOEFY PG TVNNBUJPO CFHJOT BU 0 BOE FOET BU n − 1 UIFSF BSF
JOEFFE n UFSNT JO UIJT TVN 8F DBMM Ln UIF MFGU 3JFNBOO TVN GPS UIF GVODUJPO f PO UIF JOUFSWBM
[a , b]
5IFSF BSF OPX UXP GVOEBNFOUBM JTTVFT UP FYQMPSF UIF OVNCFS PG SFDUBOHMFT XF DIPPTF UP
VTF BOE UIF TFMFDUJPO PG UIF QBUUFSO CZ XIJDI XF JEFOUJGZ UIF IFJHIU PG FBDI SFDUBOHMF *U JT
CFTU UP FYQMPSF UIFTF DIPJDFT EZOBNJDBMMZ BOE UIF BQQMFUy GPVOE BU IUUQHWTVFEVTB
JT B QBSUJDVMBSMZ VTFGVM POF 5IFSF XF TFF UIF JNBHF TIPXO JO 'JHVSF  CVU XJUI UIF
PQQPSUVOJUZ UP BEKVTU UIF TMJEFS CBST GPS UIF MFGU FOEQPJOU BOE UIF OVNCFS PG TVCJOUFSWBMT
y.BSD 3FOBVMU (FPHFCSB $BMDVMVT "QQMFUT

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
'JHVSF  " TOBQTIPU PG UIF BQQMFU GPVOE BU IUUQHWTVFEVTB
#Z NPWJOH UIF TMJEFST XF DBO TFF IPX UIF IFJHIUT PG UIF SFDUBOHMFT DIBOHF BT XF DPOTJEFS
MFGU FOEQPJOUT NJEQPJOUT BOE SJHIU FOEQPJOUT BT XFMM BT UIF JNQBDU UIBU B MBSHFS OVNCFS
PG OBSSPXFS SFDUBOHMFT IBT PO UIF BQQSPYJNBUJPO PG UIF FYBDU BSFB CPVOEFE CZ UIF GVODUJPO
BOE UIF IPSJ[POUBM BYJT
5P TFF IPX UIF 3JFNBOO TVNT GPS SJHIU FOEQPJOUT BOE NJEQPJOUT BSF DPOTUSVDUFE XF DPO
TJEFS 'JHVSF 
x0 x1 x2 xi xi+1 xn−1 xn
B1 B2 · · · Bi+1 · · ·
y= f (x)
Bn
x0 x1 x2 xi xi+1 xn−1 xn
C1 C2 · · · Ci+1 · · ·
y= f (x)
Cn
'JHVSF  3JFNBOO TVNT VTJOH SJHIU FOEQPJOUT BOE NJEQPJOUT
'PS UIF TVN XJUI SJHIU FOEQPJOUT XF TFF UIBU UIF BSFB PG UIF SFDUBOHMF PO BO BSCJUSBSZ JOUFS
WBM [xi , xi+1] JT HJWFO CZ Bi+1 ! f (xi+1) · ∆x , TP UIBU UIF TVN PG BMM TVDI BSFBT PG SFDUBOHMFT JT
HJWFO CZ
Rn ! B1 + B2 + · · · + Bi+1 + · · · + Bn
! f (x1) · ∆x + f (x2) · ∆x + · · · + f (xi+1) · ∆x + · · · + f (xn) · ∆x
!
n∑
i!1
f (xi)∆x.

 3JFNBOO 4VNT
8F DBMM Rn UIF SJHIU 3JFNBOO TVN GPS UIF GVODUJPO f PO UIF JOUFSWBM [a , b] 'PS UIF TVN UIBU
VTFT NJEQPJOUT XF JOUSPEVDF UIF OPUBUJPO
xi+1 !
xi + xi+1
2
TP UIBU xi+1 JT UIF NJEQPJOU PG UIF JOUFSWBM [xi , xi+1] 'PS JOTUBODF GPS UIF SFDUBOHMF XJUI BSFB
C1 JO 'JHVSF  XF OPX IBWF
C1 ! f (x1) · ∆x.
)FODF UIF TVN PG BMM UIF BSFBT PG SFDUBOHMFT UIBU VTF NJEQPJOUT JT
Mn ! C1 + C2 + · · · + Ci+1 + · · · + Cn
! f (x1) · ∆x + f (x2) · ∆x + · · · + f (xi+1) · ∆x + · · · + f (xn) · ∆x
!
n∑
i!1
f (xi)∆x ,
BOE XF TBZ UIBU Mn JT UIF NJEEMF 3JFNBOO TVN GPS f PO [a , b]
8IFO f (x) ≥ 0 PO [a , b] FBDI PG UIF 3JFNBOO TVNT Ln  Rn  BOE Mn QSPWJEFT BO FTUJNBUF
PG UIF BSFB VOEFS UIF DVSWF y ! f (x) PWFS UIF JOUFSWBM [a , b] NPNFOUBSJMZ XF XJMM EJTDVTT
UIF NFBOJOH PG 3JFNBOO TVNT JO UIF TFUUJOH XIFO f JT TPNFUJNFT OFHBUJWF 8F BMTP SFDBMM
UIBU JO UIF DPOUFYU PG B OPOOFHBUJWF WFMPDJUZ GVODUJPO y ! v(t) UIF DPSSFTQPOEJOH 3JFNBOO
TVNT BSF BQQSPYJNBUJOH UIF EJTUBODF USBWFMFE PO [a , b] CZ UIF NPWJOH PCKFDU XJUI WFMPDJUZ
GVODUJPO v
5IFSF JT BNPSF HFOFSBM XBZ UP UIJOL PG 3JFNBOO TVNT BOE UIBU JT UP OPU SFTUSJDU UIF DIPJDF PG
XIFSF UIF GVODUJPO JT FWBMVBUFE UP EFUFSNJOF UIF SFTQFDUJWF SFDUBOHMF IFJHIUT 5IBU JT SBUIFS
UIBO TBZJOH XFɒMM BMXBZT DIPPTF MFGU FOEQPJOUT PS BMXBZT DIPPTF NJEQPJOUT XF TJNQMZ TBZ
UIBU B QPJOU x∗i+1 XJMM CF TFMFDUFE BU SBOEPN JO UIF JOUFSWBM [xi , xi+1] 	TP UIBU xi ≤ x∗i+1 ≤ xi+1
XIJDI NBLFT UIF 3JFNBOO TVN HJWFO CZ
f (x∗1) · ∆x + f (x∗2) · ∆x + · · · + f (x∗i+1) · ∆x + · · · + f (x∗n) · ∆x !
n∑
i!1
f (x∗i )∆x.
"UIUUQHWTVFEVTB UIF BQQMFU OPUFE FBSMJFS BOE SFGFSFODFE JO 'JHVSF  CZ VODIFDL
JOH UIF ɔSFMBUJWFɕ CPY BU UIF UPQ MFGU BOE JOTUFBE DIFDLJOH ɔSBOEPNɕ XF DBO FBTJMZ FYQMPSF
UIF FЙFDU PG VTJOH SBOEPN QPJOU MPDBUJPOT JO TVCJOUFSWBMT PO B HJWFO 3JFNBOO TVN *O DPN
QVUBUJPOBM QSBDUJDF XF NPTU PGUFO VTF Ln  Rn  PS Mn  XIJMF UIF SBOEPN 3JFNBOO TVN JT
VTFGVM JO UIFPSFUJDBM EJTDVTTJPOT *O UIF GPMMPXJOH BDUJWJUZ XF JOWFTUJHBUF TFWFSBM EJЙFSFOU
3JFNBOO TVNT GPS B QBSUJDVMBS WFMPDJUZ GVODUJPO
"DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU BO PCKFDU NPWJOH BMPOH B TUSBJHIU MJOF QBUI IBT JUT WFMPDJUZ
JO GFFU QFS TFDPOE BU UJNF t JO TFDPOET HJWFO CZ v(t) ! 29 (t − 3)2 + 2
B $BSFGVMMZ TLFUDI UIF SFHJPO XIPTF FYBDU BSFB XJMM UFMM ZPV UIF WBMVF PG UIF EJTUBODF
UIF PCKFDU USBWFMFE PO UIF UJNF JOUFSWBM 2 ≤ t ≤ 5

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
C &TUJNBUF UIF EJTUBODF USBWFMFE PO [2, 5] CZ DPNQVUJOH L4 R4 BOE M4
D %PFT BWFSBHJOH L4 BOE R4 SFTVMU JO UIF TBNF WBMVF BT M4 *G OPU XIBU EP ZPV
UIJOL UIF BWFSBHF PG L4 BOE R4 NFBTVSFT 
E 'PS UIJT RVFTUJPO UIJOL BCPVU BO BSCJUSBSZ GVODUJPO f  SBUIFS UIBO UIF QBSUJDV
MBS GVODUJPO v HJWFO BCPWF *G f JT QPTJUJWF BOE JODSFBTJOH PO [a , b] XJMM Ln PWFS
FTUJNBUF PS VOEFSFTUJNBUF UIF FYBDU BSFB VOEFS f PO [a , b] 8JMMRn PWFS PS VOEFS
FTUJNBUF UIF FYBDU BSFB VOEFS f PO [a , b] &YQMBJO
 8IFO UIF GVODUJPO JT TPNFUJNFT OFHBUJWF
'PS B 3JFNBOO TVN TVDI BT
Ln !
n−1∑
i!0
f (xi)∆x ,
XF DBO PG DPVSTF DPNQVUF UIF TVN FWFO XIFO f UBLFT PO OFHBUJWF WBMVFT 8F LOPX UIBU
XIFO f JT QPTJUJWF PO [a , b] UIF DPSSFTQPOEJOH MFGU 3JFNBOO TVN Ln FTUJNBUFT UIF BSFB
CPVOEFE CZ f BOE UIF IPSJ[POUBM BYJT PWFS UIF JOUFSWBM
y= f (x)
a b c d
y= f (x)
a b c d
y= f (x)
A1
A2
A3
a b c d
'JHVSF  "U MFGU BOE DFOUFS UXP MFGU 3JFNBOO TVNT GPS B GVODUJPO f UIBU JT TPNFUJNFT
OFHBUJWF BU SJHIU UIF BSFBT CPVOEFE CZ f PO UIF JOUFSWBM [a , d]
'PS B GVODUJPO TVDI BT UIF POF QJDUVSFE JO 'JHVSF  XIFSF JO UIF КSTU КHVSF B MFGU 3JFNBOO
TVN JT CFJOH UBLFO XJUI  TVCJOUFSWBMT PWFS [a , d] XF PCTFSWF UIBU UIF GVODUJPO JT OFHBUJWF
PO UIF JOUFSWBM b ≤ x ≤ c BOE TP GPS UIF GPVS MFGU FOEQPJOUT UIBU GBMM JO [b , c] UIF UFSNT
f (xi)∆x IBWF OFHBUJWF GVODUJPO WBMVFT 5IJT NFBOT UIBU UIPTF GPVS UFSNT JO UIF 3JFNBOO
TVN QSPEVDF BO FTUJNBUF PG UIF PQQPTJUF PG UIF BSFB CPVOEFE CZ y ! f (x) BOE UIF xBYJT PO
[b , c]
*O 'JHVSF  XF BMTP TFF FWJEFODF UIBU CZ JODSFBTJOH UIF OVNCFS PG SFDUBOHMFT VTFE JO B
3JFNBOO TVN JU BQQFBST UIBU UIF BQQSPYJNBUJPO PG UIF BSFB 	PS UIF PQQPTJUF PG UIF BSFB

CPVOEFE CZ B DVSWF BQQFBST UP JNQSPWF 'PS JOTUBODF JO UIF NJEEMF HSBQI XF VTF  MFGU
SFDUBOHMFT BOE GSPN UIF TIBEFE BSFBT JU BQQFBST UIBU XF IBWF EFDSFBTFE UIF FSSPS GSPN UIF

 3JFNBOO 4VNT
BQQSPYJNBUJPO UIBU VTFT  8IFO XF QSPDFFE UP 4FDUJPO  XF XJMM EJTDVTT UIF OBUVSBM
JEFB PG MFUUJOH UIF OVNCFS PG SFDUBOHMFT JO UIF TVN JODSFBTF XJUIPVU CPVOE
'PS OPX JU JT NPTU JNQPSUBOU GPS VT UP PCTFSWF UIBU JO HFOFSBM BOZ 3JFNBOO TVN PG B DPOUJO
VPVT GVODUJPO f PO BO JOUFSWBM [a , b] BQQSPYJNBUFT UIF EJЙFSFODF CFUXFFO UIF BSFB UIBU MJFT
BCPWF UIF IPSJ[POUBM BYJT PO [a , b] BOE VOEFS f BOE UIF BSFB UIBU MJFT CFMPX UIF IPSJ[POUBM
BYJT PO [a , b] BOE BCPWF f  *O UIF OPUBUJPO PG 'JHVSF  XF NBZ TBZ UIBU
L24 ≈ A1 − A2 + A3 ,
XIFSF L24 JT UIF MFGU 3JFNBOO TVN VTJOH  TVCJOUFSWBMT TIPXO JO UIF NJEEMF HSBQI BOE
A1 BOE A3 BSF UIF BSFBT PG UIF SFHJPOT XIFSF f JT QPTJUJWF PO UIF JOUFSWBM PG JOUFSFTU XIJMF
A2 JT UIF BSFB PG UIF SFHJPO XIFSF f JT OFHBUJWF 8F XJMM BMTP DBMM UIF RVBOUJUZ A1 − A2 + A3
UIF OFU TJHOFE BSFB CPVOEFE CZ f PWFS UIF JOUFSWBM [a , d] XIFSF CZ UIF QISBTF ɔTJHOFE BSFBɕ
XF JOEJDBUF UIBU XF BSF BUUBDIJOH B NJOVT TJHO UP UIF BSFBT PG SFHJPOT UIBU GBMM CFMPX UIF
IPSJ[POUBM BYJT
'JOBMMZ XF SFDBMM GSPN UIF JOUSPEVDUJPO UP UIJT QSFTFOU TFDUJPO UIBU JO UIF DPOUFYU XIFSF UIF
GVODUJPO f SFQSFTFOUT UIF WFMPDJUZ PG B NPWJOH PCKFDU UIF UPUBM TVN PG UIF BSFBT CPVOEFE
CZ UIF DVSWF UFMMT VT UIF UPUBM EJTUBODF USBWFMFE PWFS UIF SFMFWBOU UJNF JOUFSWBM XIJMF UIF
UPUBM OFU TJHOFE BSFB CPVOEFE CZ UIF DVSWF DPNQVUFT UIF PCKFDUɒT DIBOHF JO QPTJUJPO PO UIF
JOUFSWBM
"DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU BO PCKFDU NPWJOH BMPOH B TUSBJHIU MJOF QBUI IBT JUT WFMPDJUZ
v 	JO GFFU QFS TFDPOE
 BU UJNF t 	JO TFDPOET
 HJWFO CZ
v(t) ! 12 t
2 − 3t + 72 .
B $PNQVUFM5 UIF NJEEMF 3JFNBOO TVN GPS v PO UIF UJNF JOUFSWBM [1, 5] #F TVSF UP
DMFBSMZ JEFOUJGZ UIF WBMVF PG ∆t BT XFMM BT UIF MPDBUJPOT PG t0 t1 · · · t5 *O BEEJUJPO
QSPWJEF B DBSFGVM TLFUDI PG UIF GVODUJPO BOE UIF DPSSFTQPOEJOH SFDUBOHMFT UIBU BSF
CFJOH VTFE JO UIF TVN
C #VJMEJOH PO ZPVS XPSL JO 	B
 FTUJNBUF UIF UPUBM DIBOHF JO QPTJUJPO PG UIF PCKFDU PO
UIF JOUFSWBM [1, 5]
D #VJMEJOH PO ZPVS XPSL JO 	B
 BOE 	C
 FTUJNBUF UIF UPUBM EJTUBODF USBWFMFE CZ UIF
PCKFDU PO [1, 5]
E 6TF BQQSPQSJBUF DPNQVUJOH UFDIOPMPHZҎ UP DPNQVUF M10 BOE M20 8IBU FYBDU
WBMVF EP ZPV UIJOL UIF NJEEMF TVN FWFOUVBMMZ BQQSPBDIFT BT n JODSFBTFT XJUIPVU
CPVOE 8IBU EPFT UIBU OVNCFS SFQSFTFOU JO UIF QIZTJDBM DPOUFYU PG UIF PWFSBMM
QSPCMFN 
Ҏ'PS JOTUBODF DPOTJEFS UIF BQQMFU BU IUUQHWTVFEVTB BOE DIBOHF UIF GVODUJPO BOE BEKVTU UIF MPDBUJPOT
PG UIF CMVF QPJOUT UIBU SFQSFTFOU UIF JOUFSWBM FOEQPJOUT a BOE b

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
4VNNBSZ
ə " 3JFNBOO TVN JT TJNQMZ B TVN PG QSPEVDUT PG UIF GPSN f (x∗i )∆x UIBU FTUJNBUFT UIFBSFB CFUXFFO B QPTJUJWF GVODUJPO BOE UIF IPSJ[POUBM BYJT PWFS B HJWFO JOUFSWBM *G UIF
GVODUJPO JT TPNFUJNFT OFHBUJWF PO UIF JOUFSWBM UIF 3JFNBOO TVN FTUJNBUFT UIF EJЙFS
FODF CFUXFFO UIF BSFBT UIBU MJF BCPWF UIF IPSJ[POUBM BYJT BOE UIPTF UIBU MJF CFMPX UIF
BYJT
ə 5IF UISFF NPTU DPNNPO UZQFT PG 3JFNBOO TVNT BSF MFGU SJHIU BOE NJEEMF TVNT QMVT
XF DBO BMTP XPSL XJUI B NPSF HFOFSBM SBOEPN 3JFNBOO TVN 5IF POMZ EJЙFSFODF
BNPOH UIFTF TVNT JT UIF MPDBUJPO PG UIF QPJOU BU XIJDI UIF GVODUJPO JT FWBMVBUFE UP
EFUFSNJOF UIF IFJHIU PG UIF SFDUBOHMF XIPTF BSFB JT CFJOH DPNQVUFE JO UIF TVN 'PS
B MFGU 3JFNBOO TVN XF FWBMVBUF UIF GVODUJPO BU UIF MFGU FOEQPJOU PG FBDI TVCJOUFSWBM
XIJMF GPS SJHIU BOE NJEEMF TVNT XF VTF SJHIU FOEQPJOUT BOE NJEQPJOUT SFTQFDUJWFMZ
ə 5IF MFGU SJHIU BOE NJEEMF 3JFNBOO TVNT BSF EFOPUFE Ln  Rn  BOE Mn  XJUI GPSNVMBT
Ln ! f (x0)∆x + f (x1)∆x + · · · + f (xn−1)∆x !
n−1∑
i!0
f (xi)∆x ,
Rn ! f (x1)∆x + f (x2)∆x + · · · + f (xn)∆x !
n∑
i!1
f (xi)∆x ,
Mn ! f (x1)∆x + f (x2)∆x + · · · + f (xn)∆x !
n∑
i!1
f (xi)∆x ,
XIFSF x0 ! a xi ! a + i∆x BOE xn ! b VTJOH ∆x ! b−an  'PS UIF NJEQPJOU TVN
xi ! (xi−1 + xi)/2
&YFSDJTFT
 5IF SFDUBOHMFT JO UIF HSBQI CFMPX JMMVTUSBUF B MFGU FOEQPJOU 3JFNBOO TVN GPS f (x) ! −x
2
4 +
2x PO UIF JOUFSWBM [2, 6]
5IF WBMVF PG UIJT MFGU FOEQPJOU 3JFNBOO TVN JT  BOE UIJT 3JFNBOO
TVN JT <$IPPTF <TFMFDU BO BOTXFS> ] BO PWFSFTUJNBUF PG ] FRVBM UP ] BO VOEFSFTUJNBUF PG ]
UIFSF JT BNCJHVJUZ> UIF BSFB PG UIF SFHJPO FODMPTFE CZ y ! f (x) UIF YBYJT BOE UIF WFSUJDBM
MJOFT Y   BOE Y  

 3JFNBOO 4VNT
-FGU FOEQPJOU 3JFNBOO TVN GPS y ! −x24 + 2x PO [2, 6]
5IF SFDUBOHMFT JO UIF HSBQI CFMPX JMMVTUSBUF B SJHIU FOEQPJOU 3JFNBOO TVN GPS f (x) ! −x
2
4 +
2x PO UIF JOUFSWBM [2, 6]
5IF WBMVF PG UIJT SJHIU FOEQPJOU 3JFNBOO TVN JT  BOE UIJT 3JFNBOO
TVN JT <$IPPTF <TFMFDU BO BOTXFS> ] BO PWFSFTUJNBUF PG ] FRVBM UP ] BO VOEFSFTUJNBUF PG ]
UIFSF JT BNCJHVJUZ> UIF BSFB PG UIF SFHJPO FODMPTFE CZ y ! f (x) UIF YBYJT BOE UIF WFSUJDBM
MJOFT Y   BOE Y  
3JHIU FOEQPJOU 3JFNBOO TVN GPS y ! −x24 + 2x PO [2, 6]
 :PVS UBTL JT UP FTUJNBUF IPX GBS BO PCKFDU USBWFMFE EVSJOH UIF UJNF JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 8 CVU
ZPV POMZ IBWF UIF GPMMPXJOH EBUB BCPVU UIF WFMPDJUZ PG UIF PCKFDU
UJNF 	TFD
         
WFMPDJUZ 	GFFUTFD
         
5P HFU BO JEFB PG XIBU UIF WFMPDJUZ GVODUJPONJHIU MPPL MJLF ZPV QJDL VQ B CMBDL QFO QMPU UIF
EBUB QPJOUT BOE DPOOFDU UIFN CZ DVSWFT :PVS TLFUDI MPPLT TPNFUIJOH MJLF UIF CMBDL DVSWF
JO UIF HSBQI CFMPX

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
-FGU FOEQPJOU BQQSPYJNBUJPO
:PV EFDJEF UP VTF B MFGU FOEQPJOU 3JFNBOO TVN UP FTUJNBUF UIF UPUBM EJTQMBDFNFOU 4P ZPV
QJDL VQ B CMVF QFO BOE ESBX SFDUBOHMFT XIPTF IFJHIU JT EFUFSNJOFE CZ UIF WFMPDJUZ NFB
TVSFNFOU BU UIF MFGU FOEQPJOU PG FBDI POFTFDPOE JOUFSWBM #Z VTJOH UIF MFGU FOEQPJOU 3JF
NBOO TVN BT BO BQQSPYJNBUJPO ZPV BSF BTTVNJOH UIBU UIF BDUVBM WFMPDJUZ JT BQQSPYJNBUFMZ
DPOTUBOU PO FBDI POFTFDPOE JOUFSWBM 	PS FRVJWBMFOUMZ UIBU UIF BDUVBM BDDFMFSBUJPO JT BQ
QSPYJNBUFMZ [FSP PO FBDI POFTFDPOE JOUFSWBM
 BOE UIBU UIF WFMPDJUZ BOE BDDFMFSBUJPO IBWF
EJTDPOUJOVPVT KVNQT FWFSZ TFDPOE 5IJT BTTVNQUJPO JT QSPCBCMZ JODPSSFDU CFDBVTF JU JT MJLFMZ
UIBU UIF WFMPDJUZ BOE BDDFMFSBUJPO DIBOHF DPOUJOVPVTMZ PWFS UJNF )PXFWFS ZPV EFDJEF UP
VTF UIJT BQQSPYJNBUJPO BOZXBZ TJODF JU TFFNT MJLF B SFBTPOBCMF BQQSPYJNBUJPO UP UIF BDUVBM
WFMPDJUZ HJWFO UIF MJNJUFE BNPVOU PG EBUB
	"
 6TJOH UIF MFGU FOEQPJOU 3JFNBOO TVN КOE BQQSPYJNBUFMZ IPX GBS UIF PCKFDU USBWFMFE
:PVS BOTXFST NVTU JODMVEF UIF DPSSFDU VOJUT
5PUBM EJTQMBDFNFOU 
5PUBM EJTUBODF USBWFMFE 
6TJOH UIF TBNF EBUB ZPV BMTP EFDJEF UP FTUJNBUF IPX GBS UIF PCKFDU USBWFMFE VTJOH B SJHIU
FOEQPJOU 3JFNBOO TVN 4P ZPV TLFUDI UIF DVSWF BHBJO XJUI B CMBDL QFO BOE ESBX SFDUBO
HMFT XIPTF IFJHIU JT EFUFSNJOFE CZ UIF WFMPDJUZ NFBTVSFNFOU BU UIF SJHIU FOEQPJOU PG FBDI
POFTFDPOE JOUFSWBM
3JHIU FOEQPJOU BQQSPYJNBUJPO
	#
 6TJOH UIF SJHIU FOEQPJOU 3JFNBOO TVN КOE BQQSPYJNBUFMZ IPX GBS UIF PCKFDU USBWFMFE

 3JFNBOO 4VNT
:PVS BOTXFST NVTU JODMVEF UIF DPSSFDU VOJUT
5PUBM EJTQMBDFNFOU 
5PUBM EJTUBODF USBWFMFE 
 0OB TLFUDI PG y ! ex  SFQSFTFOU UIF MFGU 3JFNBOO TVNXJUI n ! 2 BQQSPYJNBUJOH
∫ 3
2 e
x dx
8SJUF PVU UIF UFSNT PG UIF TVN CVU EP OPU FWBMVBUF JU
4VN  
0O BOPUIFS TLFUDI SFQSFTFOU UIF SJHIU 3JFNBOO TVN XJUI n ! 2 BQQSPYJNBUJOH
∫ 3
2 e
x dx
8SJUF PVU UIF UFSNT PG UIF TVN CVU EP OPU FWBMVBUF JU
4VN  
8IJDI TVN JT BO PWFSFTUJNBUF 
8IJDI TVN JT BO VOEFSFTUJNBUF 
 $POTJEFS UIF GVODUJPO f (x) ! 3x + 4
B $PNQVUF M4 GPS y ! f (x) PO UIF JOUFSWBM [2, 5] #F TVSF UP DMFBSMZ JEFOUJGZ UIF WBMVF
PG ∆x BT XFMM BT UIF MPDBUJPOT PG x0 , x1 , . . . , x4 *ODMVEF B DBSFGVM TLFUDI PG UIF GVODUJPO
BOE UIF DPSSFTQPOEJOH SFDUBOHMFT CFJOH VTFE JO UIF TVN
C 6TF B GBNJMJBS HFPNFUSJD GPSNVMB UP EFUFSNJOF UIF FYBDU WBMVF PG UIF BSFB PG UIF SFHJPO
CPVOEFE CZ y ! f (x) BOE UIF xBYJT PO [2, 5]
D &YQMBJO XIZ UIF WBMVFT ZPV DPNQVUFE JO 	B
 BOE 	C
 UVSO PVU UP CF UIF TBNF 8JMM UIJT
CF USVF JG XF VTF B OVNCFS EJЙFSFOU UIBO n ! 4 BOE DPNQVUF Mn 8JMM L4 PS R4 IBWF
UIF TBNF WBMVF BT UIF FYBDU BSFB PG UIF SFHJPO GPVOE JO 	C
 
E %FTDSJCF UIF DPMMFDUJPO PG GVODUJPOT ! GPS XIJDI JU XJMM BMXBZT CF UIF DBTF UIBU Mn  SF
HBSEMFTT PG UIF WBMVF PG n HJWFT UIF FYBDU OFU TJHOFE BSFB CPVOEFE CFUXFFO UIF GVODUJPO
! BOE UIF xBYJT PO UIF JOUFSWBM [a , b]
 -FU S CF UIF TVN HJWFO CZ
S ! ((1.4)2 + 1) · 0.4 + ((1.8)2 + 1) · 0.4 + ((2.2)2 + 1) · 0.4 + ((2.6)2 + 1) · 0.4 + ((3.0)2 + 1) · 0.4.
B "TTVNF UIBU S JT B SJHIU 3JFNBOO TVN 'PS XIBU GVODUJPO f BOE XIBU JOUFSWBM [a , b] JT
S BO BQQSPYJNBUJPO PG UIF BSFB VOEFS f BOE BCPWF UIF xBYJT PO [a , b] 8IZ 
C )PX EPFT ZPVS BOTXFS UP 	B
 DIBOHF JG S JT B MFGU 3JFNBOO TVN B NJEEMF 3JFNBOO
TVN 
D 4VQQPTF UIBU S SFBMMZ JT B SJHIU 3JFNBOO TVN 8IBU JT HFPNFUSJD RVBOUJUZ EPFT S BQ
QSPYJNBUF 
E 6TF TJHNB OPUBUJPO UP XSJUF B OFX TVN R UIBU JT UIF SJHIU 3JFNBOO TVN GPS UIF TBNF
GVODUJPO CVU UIBU VTFT UXJDF BT NBOZ TVCJOUFSWBMT BT S
 " DBS USBWFMJOH BMPOH B TUSBJHIU SPBE JT CSBLJOH BOE JUT WFMPDJUZ JT NFBTVSFE BU TFWFSBM
EJЙFSFOU QPJOUT JO UJNF BT HJWFO JO UIF GPMMPXJOH UBCMF

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
TFDPOET t 0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8
7FMPDJUZ JO GUTFD v(t) 100 88 74 59 40 19 0
5BCMF  %BUB GPS UIF CSBLJOH DBS
B 1MPU UIF HJWFO EBUB PO B TFU PG BYFT XJUI UJNF PO UIF IPSJ[POUBM BYJT BOE UIF WFMPDJUZ PO
UIF WFSUJDBM BYJT
C &TUJNBUF UIF UPUBM EJTUBODF USBWFMFE EVSJOH UIF DBS UIF UJNF CSBLFT VTJOH B NJEEMF 3JF
NBOO TVN XJUI  TVCJOUFSWBMT
D &TUJNBUF UIF UPUBM EJTUBODF USBWFMFE PO [0, 1.8] CZ DPNQVUJOH L6 R6 BOE 12 (L6 + R6)
E "TTVNJOH UIBU v(t) JT BMXBZT EFDSFBTJOH PO [0, 1.8] XIBU JT UIF NBYJNVN QPTTJCMF
EJTUBODF UIF DBS USBWFMFE CFGPSF JU TUPQQFE 8IZ 
 5IF SBUF BU XIJDI QPMMVUJPO FTDBQFT B TDSVCCJOH QSPDFTT BU B NBOVGBDUVSJOH QMBOU JO
DSFBTFT PWFS UJNF BT КMUFST BOE PUIFS UFDIOPMPHJFT CFDPNF MFTT FЙFDUJWF 'PS UIJT QBSUJDVMBS
FYBNQMF BTTVNF UIBU UIF SBUF PG QPMMVUJPO 	JO UPOT QFS XFFL
 JT HJWFO CZ UIF GVODUJPO r UIBU
JT QJDUVSFE JO 'JHVSF 
B 6TF UIF HSBQI UP FTUJNBUF UIF WBMVF PG M4 PO UIF JOUFSWBM [0, 4]
C 8IBU JT UIF NFBOJOH PG M4 JO UFSNT PG UIF QPMMVUJPO EJTDIBSHFE CZ UIF QMBOU 
D 4VQQPTF UIBU r(t) ! 0.5e0.5t  6TF UIJT GPSNVMB GPS r UP DPNQVUF L5 PO [0, 4]
E %FUFSNJOF BO VQQFS CPVOE PO UIF UPUBM BNPVOU PG QPMMVUJPO UIBU DBO FTDBQF UIF QMBOU
EVSJOH UIF QJDUVSFE GPVS XFFL UJNF QFSJPE UIBU JT BDDVSBUF XJUIJO BO FSSPS PG BU NPTU
POF UPO PG QPMMVUJPO
1 2 3 4
1
2
3
4
y= r(t)
weeks
tons/week
'JHVSF  5IF SBUF r(t) PG QPMMVUJPO JO UPOT QFS XFFL

 5IF %FКOJUF *OUFHSBM
 5IF %FКOJUF *OUFHSBM
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX EPFT JODSFBTJOH UIF OVNCFS PG TVCJOUFSWBMT BЙFDU UIF BDDVSBDZ PG UIF BQQSPYJNB
UJPO HFOFSBUFE CZ B 3JFNBOO TVN 
ə 8IBU JT UIF EFКOJUJPO PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM PG B GVODUJPO f PWFS UIF JOUFSWBM [a , b] 
ə 8IBU EPFT UIF EFКOJUF JOUFHSBM NFBTVSF FYBDUMZ BOE XIBU BSF TPNF PG UIF LFZ QSPQ
FSUJFT PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM 
*O 'JHVSF  XIJDI JT SFQFBUFE CFMPX BT 'JHVSF  XF TFF WJTVBM FWJEFODF UIBU JODSFBT
JOH UIF OVNCFS PG SFDUBOHMFT JO B 3JFNBOO TVN JNQSPWFT UIF BDDVSBDZ PG UIF BQQSPYJNBUJPO
PG UIF OFU TJHOFE BSFB UIBU JT CPVOEFE CZ UIF HJWFO GVODUJPO PO UIF JOUFSWBM VOEFS DPOTJEFS
BUJPO
y= f (x)
a b c d
y= f (x)
a b c d
y= f (x)
A1
A2
A3
a b c d
'JHVSF  "U MFGU BOE DFOUFS UXP MFGU 3JFNBOO TVNT GPS B GVODUJPO f UIBU JT TPNFUJNFT
OFHBUJWF BU SJHIU UIF FYBDU BSFBT CPVOEFE CZ f PO UIF JOUFSWBM [a , d]
8F UIVT FYQMPSF UIF OBUVSBM JEFB PG BMMPXJOH UIF OVNCFS PG SFDUBOHMFT UP JODSFBTF XJUIPVU
CPVOE JO BO FЙPSU UP DPNQVUF UIF FYBDU OFU TJHOFE BSFB CPVOEFE CZ B GVODUJPO PO BO JOUFS
WBM *O BEEJUJPO JU JT JNQPSUBOU UP UIJOL BCPVU UIF EJЙFSFODFT BNPOH MFGU SJHIU BOE NJEEMF
3JFNBOO TVNT BOE UIF EJЙFSFOU SFTVMUT UIFZ HFOFSBUF BT UIF WBMVF PG n JODSFBTFT "TXF IBWF
EPOF UISPVHIPVU PVS JOWFTUJHBUJPOT XJUI BSFB XF CFHJO XJUI GVODUJPOT UIBU BSF FYDMVTJWFMZ
QPTJUJWF PO UIF JOUFSWBM VOEFS DPOTJEFSBUJPO
1SFWJFX "DUJWJUZ  $POTJEFS UIF BQQMFU GPVOE BU IUUQHWTVFEVTBҎ 5IFSF
ZPV XJMM JOJUJBMMZ TFF UIF TJUVBUJPO TIPXO JO 'JHVSF 

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
'JHVSF " SJHIU 3JFNBOO TVNXJUI  TVCJOUFSWBMT GPS UIF GVODUJPO f (x) ! sin(2x)−
x2
10 + 3 PO UIF JOUFSWBM [1, 7] 5IF WBMVF PG UIF TVN JT R10 ! 4.90595
/PUF UIBU UIF WBMVF PG UIF DIPTFO 3JFNBOO TVN JT EJTQMBZFE OFYU UP UIF XPSE ɔSFMBUJWFɕ
BOE UIBU ZPV DBO DIBOHF UIF UZQF PG 3JFNBOO TVN CFJOH DPNQVUFE CZ ESBHHJOH UIF
QPJOU PO UIF TMJEFS CBS CFMPX UIF QISBTF ɔTBNQMF QPJOU QMBDFNFOUɕ
&YQMPSF UP TFF IPX ZPV DBO DIBOHF UIF XJOEPX JO XIJDI UIF GVODUJPO JT WJFXFE BT XFMM
BT UIF GVODUJPO JUTFMG :PV DBO TFU UIF NJOJNVN BOE NBYJNVN WBMVFT PG x CZ DMJDLJOH
BOE ESBHHJOH PO UIF CMVF QPJOUT UIBU TFU UIF FOEQPJOUT ZPV DBO DIBOHF UIF GVODUJPO
CZ UZQJOH B OFX GPSNVMB JO UIF ɔG	Y
ɕ XJOEPX BU UIF CPUUPN BOE ZPV DBO BEKVTU UIF
PWFSBMM XJOEPX CZ ɔQBOOJOH BOE [PPNJOHɕ CZ VTJOH UIF 4IJGU LFZ BOE UIF TDSPMMJOH
GFBUVSF PG ZPVS NPVTF .PSF JOGPSNBUJPO PO IPX UP QBO BOE [PPN DBO CF GPVOE BU
IUUQHWTVFEVT'M
8PSL BDDPSEJOHMZ UP BEKVTU UIF BQQMFU TP UIBU JU VTFT B MFGU 3JFNBOO TVN XJUI n ! 5
TVCJOUFSWBMT GPS UIF GVODUJPO JT f (x) ! 2x + 1 :PV TIPVME TFF UIF VQEBUFE КHVSF TIPXO
JO 'JHVSF  5IFO BOTXFS UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT
B 6QEBUF UIF BQQMFU 	BOE WJFX XJOEPX BT OFFEFE
 TP UIBU UIF GVODUJPO CFJOH DPO
TJEFSFE JT f (x) ! 2x + 1 PO [1, 4] BT EJSFDUFE BCPWF 'PS UIJT GVODUJPO PO UIJT
JOUFSWBM DPNQVUF Ln  Mn  Rn GPS n ! 5 n ! 25 BOE n ! 100 8IBU BQQFBST UP CF
UIF FYBDU BSFB CPVOEFE CZ f (x) ! 2x + 1 BOE UIF xBYJT PO [1, 4] 
C 6TF CBTJD HFPNFUSZ UP EFUFSNJOF UIF FYBDU BSFB CPVOEFE CZ f (x) ! 2x + 1 BOE UIF

 5IF %FКOJUF *OUFHSBM
xBYJT PO [1, 4]
D #BTFE PO ZPVS XPSL JO 	B
 BOE 	C
 XIBU EP ZPV PCTFSWF PDDVST XIFO XF JODSFBTF
UIF OVNCFS PG TVCJOUFSWBMT VTFE JO UIF 3JFNBOO TVN 
E 6QEBUF UIF BQQMFU UP DPOTJEFS UIF GVODUJPO f (x) ! x2+1 PO UIF JOUFSWBM [1, 4] 	OPUF
UIBU ZPV OFFE UP FOUFS ɔZ @   ɕ GPS UIF GVODUJPO GPSNVMB
 6TF UIF BQQMFU UP
DPNQVUF Ln  Mn  Rn GPS n ! 5 n ! 25 BOE n ! 100 8IBU EP ZPV DPOKFDUVSF JT UIF
FYBDU BSFB CPVOEFE CZ f (x) ! x2 + 1 BOE UIF xBYJT PO [1, 4] 
F 8IZ DBO XF OPU DPNQVUF UIF FYBDU WBMVF PG UIF BSFB CPVOEFE CZ f (x) ! x2+1 BOE
UIF xBYJT PO [1, 4] VTJOH B GPSNVMB MJLF XF EJE JO 	C
 
'JHVSF  " MFGU 3JFNBOO TVN XJUI  TVCJOUFSWBMT GPS UIF GVODUJPO f (x) ! 2x + 1 PO
UIF JOUFSWBM [1, 4] 5IF WBMVF PG UIF TVN JT L5 ! 16.2
Ҏ.BSD 3FOBVMU 4IJQQFOTCVSH 6OJWFSTJUZ (FPHFCSB "QQMFUT GPS $BMDMVMVT IUUQHWTVFEVTQ
 5IF EFКOJUJPO PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM
*O CPUI FYBNQMFT JO 1SFWJFX "DUJWJUZ  XF TBX UIBU BT UIF OVNCFS PG SFDUBOHMFT HPU
MBSHFS BOE MBSHFS UIF WBMVFT PG Ln  Mn  BOE Rn BMM HSFX DMPTFS BOE DMPTFS UP UIF TBNF WBMVF
*U UVSOT PVU UIBU UIJT PDDVST GPS BOZ DPOUJOVPVT GVODUJPO PO BO JOUFSWBM [a , b] BOE FWFO NPSF
HFOFSBMMZ GPS B 3JFNBOO TVN VTJOH BOZ QPJOU x∗i+1 JO UIF JOUFSWBM [xi , xi+1] 4BJE EJЙFSFOUMZBT XF MFU n →∞ JU EPFTOɒU SFBMMZ NBUUFS XIFSF XF DIPPTF UP FWBMVBUF UIF GVODUJPO XJUIJO B

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
HJWFO TVCJOUFSWBM CFDBVTF
lim
n→∞ Ln ! limn→∞Rn ! limn→∞Mn ! limn→∞
n∑
i!1
f (x∗i )∆x.
5IBU UIFTF MJNJUT BMXBZT FYJTU 	BOE TIBSF UIF TBNF WBMVF
 GPS B DPOUJOVPVTy GVODUJPO f BMMPXT
VT UP NBLF UIF GPMMPXJOH EFКOJUJPO
%FКOJUJPO  5IF EFКOJUF JOUFHSBM PG B DPOUJOVPVT GVODUJPO f PO UIF JOUFSWBM [a , b] EF
OPUFE
∫ b
a f (x) dx JT UIF SFBM OVNCFS HJWFO CZ∫ b
a
f (x) dx ! lim
n→∞
n∑
i!1
f (x∗i )∆x ,
XIFSF ∆x ! b−an  xi ! a + i∆x 	GPS i ! 0, . . . , n
 BOE x∗i TBUJTКFT xi−1 ≤ x∗i ≤ xi 	GPS i !
1, . . . , n

8F DBMM UIF TZNCPM
∫
UIF JOUFHSBM TJHO UIF WBMVFT a BOE b UIF MJNJUT PG JOUFHSBUJPO BOE UIF
GVODUJPO f UIF JOUFHSBOE 5IF QSPDFTT PG EFUFSNJOJOH UIF SFBM OVNCFS
∫ b
a f (x) dx JT DBMMFE
FWBMVBUJOH UIF EFКOJUF JOUFHSBM 8IJMF XF XJMM DPNF UP VOEFSTUBOE UIBU UIFSF BSF TFWFSBM EJG
GFSFOU JOUFSQSFUBUJPOT PG UIF WBMVF PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM GPS OPX UIF NPTU JNQPSUBOU JT UIBU∫ b
a f (x) dx NFBTVSFT UIF OFU TJHOFE BSFB CPVOEFE CZ y ! f (x) BOE UIF xBYJT PO UIF JOUFSWBM[a , b]
'PS FYBNQMF JO UIF OPUBUJPO PG UIF EFКOJUF
JOUFHSBM JG f JT UIF GVODUJPO QJDUVSFE JO 'JH
VSF  BOE A1 A2 BOE A3 BSF UIF FYBDU
BSFBT CPVOEFE CZ f BOE UIF xBYJT PO UIF
SFTQFDUJWF JOUFSWBMT [a , b] [b , c] BOE [c , d]
UIFO∫ b
a
f (x) dx ! A1 ,
∫ c
b
f (x) dx ! −A2 ,∫ d
c
f (x) dx ! A3 ,
BOE
∫ d
a
f (x) dx ! A1 − A2 + A3.
y= f (x)
A1
A2
A3
a b c d
'JHVSF  " DPOUJOVPVT GVODUJPO f PO
UIF JOUFSWBM [a , d]
y*U UVSOT PVU UIBU B GVODUJPO OFFE OPU CF DPOUJOVPVT JO PSEFS UP IBWF B EFКOJUF JOUFHSBM 'PS PVS QVSQPTFT XF
BTTVNF UIBU UIF GVODUJPOT XF DPOTJEFS BSF DPOUJOVPVT PO UIF JOUFSWBM	T
 PG JOUFSFTU *U JT TUSBJHIUGPSXBSE UP TFF
UIBU BOZ GVODUJPO UIBU JT QJFDFXJTF DPOUJOVPVT PO BO JOUFSWBM PG JOUFSFTU XJMM BMTP IBWF B XFMMEFКOFE EFКOJUF
JOUFHSBM

 5IF %FКOJUF *OUFHSBM
8F DBO BMTP VTF EFКOJUF JOUFHSBMT UP FYQSFTT UIF DIBOHF JO QPTJUJPO BOE EJTUBODF USBWFMFE CZ
B NPWJOH PCKFDU *O UIF TFUUJOH PG B WFMPDJUZ GVODUJPO v PO BO JOUFSWBM [a , b] JU GPMMPXT GSPN
PVS XPSL BCPWF BOE JO QSFDFEJOH TFDUJPOT UIBU UIF DIBOHF JO QPTJUJPO s(b)− s(a) JT HJWFO CZ
s(b) − s(a) !
∫ b
a
v(t) dt .
*G UIF WFMPDJUZ GVODUJPO JT OPOOFHBUJWF PO [a , b] UIFO ∫ ba v(t) dt UFMMT VT UIF EJTUBODF UIF PCKFDU
USBWFMFE 8IFO WFMPDJUZ JT TPNFUJNFT OFHBUJWF PO [a , b], UIF BSFBT CPVOEFE CZ UIF GVODUJPO
PO JOUFSWBMT XIFSF v EPFT OPU DIBOHF TJHO DBO CF GPVOE VTJOH JOUFHSBMT BOE UIF TVN PG UIFTF
WBMVFT XJMM UFMM VT UIF EJTUBODF UIF PCKFDU USBWFMFE
*G XFXJTI UP DPNQVUF UIF WBMVF PG B EFКOJUF JOUFHSBM VTJOH UIF EFКOJUJPO XF IBWF UP UBLF UIF
MJNJU PG B TVN 8IJMF UIJT JT QPTTJCMF UP EP JO TFMFDU DJSDVNTUBODFT JU JT BMTP UFEJPVT BOE UJNF
DPOTVNJOH NPSFPWFS DPNQVUJOH UIFTF MJNJUT EPFT OPU PЙFSNVDI BEEJUJPOBM JOTJHIU JOUP UIF
NFBOJOH PS JOUFSQSFUBUJPO PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM *OTUFBE JO 4FDUJPO  XF XJMM MFBSO UIF
'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT B SFTVMU UIBU QSPWJEFT B TIPSUDVU GPS FWBMVBUJOH B MBSHF
DMBTT PG EFКOJUF JOUFHSBMT 5IJTXJMM FOBCMF VT UP EFUFSNJOF UIF FYBDU OFU TJHOFE BSFB CPVOEFE
CZ B DPOUJOVPVT GVODUJPO BOE UIF xBYJT JO NBOZ DJSDVNTUBODFT JODMVEJOH FYBNQMFT TVDI BT∫ 4
1 (x2 + 1) dx XIJDI XF BQQSPYJNBUFE CZ 3JFNBOO TVNT JO 1SFWJFX "DUJWJUZ 
'PS OPX PVS HPBM JT UP VOEFSTUBOE UIFNFBOJOH BOE QSPQFSUJFT PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM SBUIFS
UIBO IPX UP BDUVBMMZ DPNQVUF JUT WBMVF VTJOH JEFBT JO DBMDVMVT 5IVT XF UFNQPSBSJMZ SFMZ PO
UIF OFU TJHOFE BSFB JOUFSQSFUBUJPO PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM BOE PCTFSWF UIBU JG B HJWFO DVSWF
QSPEVDFT SFHJPOT XIPTF BSFBT XF DBO DPNQVUF FYBDUMZ UISPVHI LOPXO BSFB GPSNVMBT XF
DBO UIVT DPNQVUF UIF FYBDU WBMVF PG UIF JOUFHSBM
'PS JOTUBODF JG XF XJTI UP FWBMVBUF UIF EFG
JOJUF JOUFHSBM
∫ 4
1 (2x + 1) dx XF DBO PCTFSWF
UIBU UIF SFHJPO CPVOEFE CZ UIJT GVODUJPO
BOE UIF xBYJT JT UIF USBQF[PJE TIPXO JO
'JHVSF  BOE CZ UIF LOPXO GPSNVMB GPS
UIF BSFB PG B USBQF[PJE JUT BSFB JT A ! 12 (3+
9) · 3 ! 18 TP∫ 4
1
(2x + 1) dx ! 18.
1 4
3
9
f (x) = 2x+1
∫
4
1
(2x+1)dx
'JHVSF  5IF BSFB CPVOEFE CZ f (x) !
2x + 1 BOE UIF xBYJT PO UIF JOUFSWBM [1, 4]

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
"DUJWJUZ  6TF LOPXO HFPNFUSJD GPSNVMBT BOE UIF OFU TJHOFE BSFB JOUFSQSFUBUJPO PG
UIF EFКOJUF JOUFHSBM UP FWBMVBUF FBDI PG UIF EFКOJUF JOUFHSBMT CFMPX
B
∫ 1
0 3x dx
C
∫ 4
−1(2 − 2x) dx
D
∫ 1
−1
√
1 − x2 dx
-3 -2 -1 1 2 3 4
-1
1
y= g(x)
'JHVSF " GVODUJPO ! UIBU JT QJFDFXJTF EFКOFE FBDI QJFDF
PG UIF GVODUJPO JT QBSU PG B DJSDMF PS QBSU PG B MJOF
E
∫ 4
−3 !(x) dx XIFSF ! JT UIF GVODUJPO QJDUVSFE JO 'JHVSF  "TTVNF UIBU FBDI
QPSUJPO PG ! JT FJUIFS QBSU PG B MJOF PS QBSU PG B DJSDMF
 4PNF QSPQFSUJFT PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM
8JUI UIF QFSTQFDUJWF UIBU UIF EFКOJUF JOUFHSBM PG B GVODUJPO f PWFS BO JOUFSWBM [a , b]NFBTVSFT
UIF OFU TJHOFE BSFB CPVOEFE CZ f BOE UIF xBYJT PWFS UIF JOUFSWBM XF OBUVSBMMZ BSSJWF BU
TFWFSBM EJЙFSFOU TUBOEBSE QSPQFSUJFT PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM *O BEEJUJPO JU JT IFMQGVM UP
SFNFNCFS UIBU UIF EFКOJUF JOUFHSBM JT EFКOFE JO UFSNT PG 3JFNBOO TVNT UIBU GVOEBNFOUBMMZ
DPOTJTU PG UIF BSFBT PG SFDUBOHMFT
*G XF DPOTJEFS UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ a
a f (x) dx GPS BOZ SFBM OVNCFS a JU JT FWJEFOU UIBU OP
BSFB JT CFJOH CPVOEFE CFDBVTF UIF JOUFSWBM CFHJOT BOE FOET XJUI UIF TBNF QPJOU )FODF
*G f JT B DPOUJOVPVT GVODUJPO BOE a JT B SFBM OVNCFS UIFO
∫ a
a f (x) dx ! 0.

 5IF %FКOJUF *OUFHSBM
/FYU XF DPOTJEFS UIF SFTVMUT PG TVCEJWJE
JOH B HJWFO JOUFSWBM *O 'JHVSF  XF TFF
UIBU∫ b
a
f (x) dx ! A1 ,
∫ c
b
f (x) dx ! A2 ,
BOE
∫ c
a
f (x) dx ! A1 + A2 ,
XIJDI JT JOEJDBUJWF PG UIF GPMMPXJOH HFOFSBM
SVMF
y= f (x)
A1 A2
a b c
'JHVSF  5IF BSFB CPVOEFE CZ y ! f (x)
PO UIF JOUFSWBM [a , c]
*G f JT B DPOUJOVPVT GVODUJPO BOE a b BOE c BSF SFBM OVNCFST UIFO∫ c
a
f (x) dx !
∫ b
a
f (x) dx +
∫ c
b
f (x) dx.
8IJMF UIJT SVMF JT NPTU BQQBSFOU JO UIF TJUVBUJPO XIFSF a < b < c JU JO GBDU IPMET JO HFOFSBM
GPS BOZ WBMVFT PG a b BOE c 5IJT SFTVMU JT DPOOFDUFE UP BOPUIFS QSPQFSUZ PG UIF EFКOJUF
JOUFHSBM XIJDI TUBUFT UIBU JG XF SFWFSTF UIF PSEFS PG UIF MJNJUT PG JOUFHSBUJPO XF DIBOHF UIF
TJHO PG UIF JOUFHSBMɒT WBMVF
*G f JT B DPOUJOVPVT GVODUJPO BOE a BOE b BSF SFBM OVNCFST UIFO∫ a
b
f (x) dx ! −
∫ b
a
f (x) dx.
5IJT SFTVMU NBLFT TFOTF CFDBVTF JG XF JOUFHSBUF GSPN a UP b UIFO JO UIF EFКOJOH 3JFNBOO
TVN ∆x ! b−an  XIJMF JG XF JOUFHSBUF GSPN b UP a ∆x ! a−bn ! − b−an  BOE UIJT JT UIF POMZ
DIBOHF JO UIF TVN VTFE UP EFКOF UIF JOUFHSBM
5IFSF BSF UXP BEEJUJPOBM QSPQFSUJFT PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM UIBU XF OFFE UP VOEFSTUBOE 3F
DBMM UIBU XIFO XF XPSLFE XJUI EFSJWBUJWF SVMFT JO $IBQUFS  XF GPVOE UIBU CPUI UIF $PO
TUBOU .VMUJQMF 3VMF BOE UIF 4VN 3VMF IFME 5IF $POTUBOU .VMUJQMF 3VMF UFMMT VT UIBU JG f JT
B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO BOE k JT B DPOTUBOU UIFO
d
dx
[k f (x)] ! k f ′(x),

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
BOE UIF 4VN 3VMF TUBUFT UIBU JG f BOE ! BSF EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT UIFO
d
dx
[ f (x) + !(x)] ! f ′(x) + !′(x).
5IFTF SVMFT BSF VTFGVM CFDBVTF UIFZ FOBCMF VT UP EFBM JOEJWJEVBMMZ XJUI UIF TJNQMFTU QBSUT
PG DFSUBJO GVODUJPOT BOE UBLF BEWBOUBHF PG UIF FMFNFOUBSZ PQFSBUJPOT PG BEEJUJPO BOE NVM
UJQMZJOH CZ B DPOTUBOU 5IFZ BMTP UFMM VT UIBU UIF QSPDFTT PG UBLJOH UIF EFSJWBUJWF SFTQFDUT
BEEJUJPO BOE NVMUJQMZJOH CZ DPOTUBOUT JO UIF TJNQMFTU QPTTJCMF XBZ
*U UVSOT PVU UIBU TJNJMBS SVMFT IPME GPS UIF EFКOJUF JOUFHSBM 'JSTU MFUɒT DPOTJEFS UIF TJUVBUJPO
QJDUVSFE JO 'JHVSF 
a xi
A= f (xi)△x
A
xi+1 b
y= f (x)
a xi
B
B= 2 f (xi)△x
xi+1 b
y= 2 f (x)
'JHVSF  5IF BSFBT CPVOEFE CZ y ! f (x) BOE y ! 2 f (x) PO [a , b]
XIFSF XF FYBNJOF UIF FЙFDU PG NVMUJQMZJOH B GVODUJPO CZ B GBDUPS PG  PO UIF BSFB JU CPVOET
XJUI UIF xBYJT #FDBVTFNVMUJQMZJOH UIF GVODUJPO CZ  EPVCMFT JUT IFJHIU BU FWFSZ xWBMVF XF
TFF UIBU JG XF DPOTJEFS B UZQJDBM SFDUBOHMF GSPN B 3JFNBOO TVN UIF EJЙFSFODF JO BSFB DPNFT
GSPN UIF DIBOHFE IFJHIU PG UIF SFDUBOHMF f (xi) GPS UIF PSJHJOBM GVODUJPO WFSTVT 2 f (xi) JO
UIF EPVCMFE GVODUJPO JO UIF DBTF PG MFGU TVN )FODF JO 'JHVSF  XF TFF UIBU GPS UIF
QJDUVSFE SFDUBOHMFT XJUI BSFBT A BOE B JU GPMMPXT B ! 2A "T UIJT XJMM IBQQFO JO FWFSZ TVDI
SFDUBOHMF SFHBSEMFTT PG UIF WBMVF PG n BOE UIF UZQF PG TVN XF VTF XF TFF UIBU JO UIF MJNJU
UIF BSFB PG UIF SFE SFHJPO CPVOEFE CZ y ! 2 f (x) XJMM CF UXJDF UIBU PG UIF BSFB PG UIF CMVF
SFHJPO CPVOEFE CZ y ! f (x) "T UIFSF JT OPUIJOH TQFDJBM BCPVU UIF WBMVF 2 DPNQBSFE UP BO
BSCJUSBSZ DPOTUBOU k JU UVSOT PVU UIBU UIF GPMMPXJOH HFOFSBM QSJODJQMF IPMET

 5IF %FКOJUF *OUFHSBM
$POTUBOU .VMUJQMF 3VMF
*G f JT B DPOUJOVPVT GVODUJPO BOE k JT BOZ SFBM OVNCFS UIFO
∫ b
a
k · f (x) dx ! k
∫ b
a
f (x) dx.
'JOBMMZ XF TFF B TJNJMBS TJUVBUJPO HFPNFUSJDBMMZ XJUI UIF TVN PG UXP GVODUJPOT f BOE !
a xi
A= f (xi)△x
A
xi+1 b
f
a xi
B= g(xi)△x
B
xi+1 b
g
a xi
C = ( f (xi)+g(xi))△x
C
xi+1 b
f +g
'JHVSF  5IF BSFBT CPVOEFE CZ y ! f (x) BOE y ! !(x) PO [a , b] BT XFMM BT UIF BSFB
CPVOEFE CZ y ! f (x) + !(x)
*O QBSUJDVMBS BT TIPXO JO 'JHVSF  JG XF UBLF UIF TVN PG UXP GVODUJPOT f BOE ! BU FWFSZ
QPJOU JO UIF JOUFSWBM UIF IFJHIU PG UIF GVODUJPO f + ! JT HJWFO CZ ( f + !)(xi) ! f (xi) + !(xi)
XIJDI JT UIF TVN PG UIF JOEJWJEVBM GVODUJPO WBMVFT PG f BOE ! 	UBLFO BU MFGU FOEQPJOUT

)FODF GPS UIF QJDUVSFE SFDUBOHMFT XJUI BSFBT A B BOE C JU GPMMPXT UIBU C ! A + B BOE
CFDBVTF UIJT XJMM PDDVS GPS FWFSZ TVDI SFDUBOHMF JO UIF MJNJU UIF BSFB PG UIF HSBZ SFHJPO XJMM
CF UIF TVN PG UIF BSFBT PG UIF CMVF BOE SFE SFHJPOT 4UBUFE JO UFSNT PG EFКOJUF JOUFHSBMT XF
IBWF UIF GPMMPXJOH HFOFSBM SVMF
4VN 3VMF
*G f BOE ! BSF DPOUJOVPVT GVODUJPOT UIFO∫ b
a
[ f (x) + !(x)] dx !
∫ b
a
f (x) dx +
∫ b
a
!(x) dx.
.PSF HFOFSBMMZ UIF $POTUBOU .VMUJQMF BOE 4VN 3VMFT DBO CF DPNCJOFE UP NBLF UIF PCTFS
WBUJPO UIBU GPS BOZ DPOUJOVPVT GVODUJPOT f BOE ! BOE BOZ DPOTUBOUT c BOE k
∫ b
a
[c f (x) ± k!(x)] dx ! c
∫ b
a
f (x) dx ± k
∫ b
a
!(x) dx.

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
"DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU UIF GPMMPXJOH JOGPSNBUJPO JT LOPXO BCPVU UIF GVODUJPOT f 
! x2 BOE x3
ə
∫ 2
0 f (x) dx ! −3
∫ 5
2 f (x) dx ! 2
ə
∫ 2
0 !(x) dx ! 4
∫ 5
2 !(x) dx ! −1
ə
∫ 2
0 x
2 dx ! 83 
∫ 5
2 x
2 dx ! 1173
ə
∫ 2
0 x
3 dx ! 4
∫ 5
2 x
3 dx ! 6094
6TF UIF QSPWJEFE JOGPSNBUJPO BOE UIF SVMFT EJTDVTTFE JO UIF QSFDFEJOH TFDUJPO UP FWBM
VBUF FBDI PG UIF GPMMPXJOH EFКOJUF JOUFHSBMT
B
∫ 2
5 f (x) dx
C
∫ 5
0 !(x) dx
D
∫ 5
0 ( f (x) + !(x)) dx
E
∫ 5
2 (3x2 − 4x3) dx
F
∫ 0
5 (2x3 − 7!(x)) dx
 )PX UIF EFКOJUF JOUFHSBM JT DPOOFDUFE UP B GVODUJPOɒT BWFSBHF WBMVF
0OF PG UIF NPTU WBMVBCMF BQQMJDBUJPOT PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM JT UIBU JU QSPWJEFT B XBZ UP
NFBOJOHGVMMZ EJTDVTT UIF BWFSBHF WBMVF PG B GVODUJPO FWFO GPS B GVODUJPO UIBU UBLFT PO JO
КOJUFMZ NBOZ WBMVFT 3FDBMM UIBU JG XF XJTI UP UBLF UIF BWFSBHF PG n OVNCFST y1 y2 . . . yn 
XF EP TP CZ DPNQVUJOH
AVG !
y1 + y2 + · · · + yn
n
.
4JODF JOUFHSBMT BSJTF GSPN 3JFNBOO TVNT JO XIJDI XF BEE n WBMVFT PG B GVODUJPO JU TIPVME
OPU CF TVSQSJTJOH UIBU FWBMVBUJOH BO JOUFHSBM JT TPNFUIJOH MJLF BWFSBHJOH UIF PVUQVU WBMVFT
PG B GVODUJPO $POTJEFS GPS JOTUBODF UIF SJHIU 3JFNBOO TVN Rn PG B GVODUJPO f  XIJDI JT
HJWFO CZ
Rn ! f (x1)∆x + f (x2)∆x + · · · + f (xn)∆x ! ( f (x1) + f (x2) + · · · + f (xn))∆x.
4JODF ∆x ! b−an  XF DBO UIVT XSJUF
Rn ! ( f (x1) + f (x2) + · · · + f (xn)) · b − an
! (b − a) f (x1) + f (x2) + · · · + f (xn)
n
. 	

)FSF XF TFF UIBU UIF SJHIU 3JFNBOO TVN XJUI n TVCJOUFSWBMT JT UIF MFOHUI PG UIF JOUFSWBM
(b − a) UJNFT UIF BWFSBHF PG UIF n GVODUJPO WBMVFT GPVOE BU UIF SJHIU FOEQPJOUT "OE KVTU
BT XJUI PVS FЙPSUT UP DPNQVUF BSFB XF TFF UIBU UIF MBSHFS UIF WBMVF PG n XF VTF UIF NPSF

 5IF %FКOJUF *OUFHSBM
BDDVSBUF PVS BWFSBHF PG UIF WBMVFT PG f XJMM CF *OEFFE XF XJMM EFКOF UIF BWFSBHF WBMVF PG
f PO [a , b] UP CF
fAVG[a ,b] ! limn→∞
f (x1) + f (x2) + · · · + f (xn)
n
.
#VU XF BMTP LOPX UIBU GPS BOZ DPOUJOVPVT GVODUJPO f PO [a , b] UBLJOH UIF MJNJU PG B 3JFNBOO
TVN MFBET QSFDJTFMZ UP UIF EFКOJUF JOUFHSBM 5IBU JT limn→∞ Rn !
∫ b
a f (x) dx BOE UIVT UBLJOH
UIF MJNJU BT n →∞ JO &RVBUJPO 	
 XF IBWF UIBU∫ b
a
f (x) dx ! (b − a) · fAVG[a ,b]. 	

4PMWJOH &RVBUJPO 	
 GPS fAVG[a ,b] XF IBWF UIF GPMMPXJOH HFOFSBM QSJODJQMF
"WFSBHF WBMVF PG B GVODUJPO
*G f JT B DPOUJOVPVT GVODUJPO PO [a , b] UIFO JUT BWFSBHF WBMVF PO [a , b] JT HJWFO CZ UIF
GPSNVMB
fAVG[a ,b] !
1
b − a ·
∫ b
a
f (x) dx.
0CTFSWF UIBU &RVBUJPO 	
 UFMMT VT BOPUIFS XBZ UP JOUFSQSFU UIF EFКOJUF JOUFHSBM UIF EFG
JOJUF JOUFHSBM PG B GVODUJPO f GSPN a UP b JT UIF MFOHUI PG UIF JOUFSWBM (b − a) UJNFT UIF BWFSBHF
WBMVF PG UIF GVODUJPO PO UIF JOUFSWBM *O BEEJUJPO &RVBUJPO 	
 IBT B OBUVSBM WJTVBM JOUFS
QSFUBUJPO XIFO UIF GVODUJPO f JT OPOOFHBUJWF PO [a , b]
a b
∫ b
a f (x)dx
y= f (x)
a
f
AVG[a,b]
(b−a) · f
AVG[a,b]
b
y= f (x)
a b
A1
A2
y= f (x)
'JHVSF  " GVODUJPO y ! f (x) UIF BSFB JU CPVOET BOE JUT BWFSBHF WBMVF PO [a , b]
$POTJEFS 'JHVSF  XIFSF XF TFF BU MFGU UIF TIBEFE SFHJPO XIPTF BSFB JT
∫ b
a f (x) dx BU
DFOUFS UIF TIBEFE SFDUBOHMF XIPTF EJNFOTJPOT BSF (b− a) CZ fAVG[a ,b] BOE BU SJHIU UIFTF UXP
КHVSFT TVQFSJNQPTFE 4QFDJКDBMMZ OPUF UIBU JO EBSL HSFFO XF TIPX UIF IPSJ[POUBM MJOF y !
fAVG[a ,b] 5IVT UIF BSFB PG UIF HSFFO SFDUBOHMF JT HJWFO CZ (b− a) · fAVG[a ,b] XIJDI JT QSFDJTFMZ
UIF WBMVF PG
∫ b
a f (x) dx 4BJE EJЙFSFOUMZ UIF BSFB PG UIF CMVF SFHJPO JO UIF MFGU КHVSF JT UIF
TBNF BT UIBU PG UIF HSFFO SFDUBOHMF JO UIF DFOUFS КHVSF UIJT DBO BMTP CF TFFO CZ PCTFSWJOH UIBU

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
UIF BSFBT A1 BOEA2 JO UIF SJHIUNPTU КHVSF BQQFBS UP CF FRVBM 6MUJNBUFMZ UIF BWFSBHF WBMVF
PG B GVODUJPO FOBCMFT VT UP DPOTUSVDU B SFDUBOHMF XIPTF BSFB JT UIF TBNF BT UIF WBMVF PG UIF
EFКOJUF JOUFHSBM PG UIF GVODUJPO PO UIF JOUFSWBM 5IF KBWB BQQMFUr BU IUUQHWTVFEVTB[
QSPWJEFT BO PQQPSUVOJUZ UP FYQMPSF IPX UIF BWFSBHF WBMVF PG UIF GVODUJPO DIBOHFT BT UIF
JOUFSWBM DIBOHFT UISPVHI BO JNBHF TJNJMBS UP UIBU GPVOE JO 'JHVSF 
"DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU v(t) ! √4 − (t − 2)2 UFMMT VT UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG
B NPWJOH PCKFDU PO UIF JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 4 XIFSF t JT NFBTVSFE JO NJOVUFT BOE v JT
NFBTVSFE JO NFUFST QFS NJOVUF
B 4LFUDI BO BDDVSBUF HSBQI PG y ! v(t) 8IBU LJOE PG DVSWF JT y ! √4 − (t − 2)2 
C &WBMVBUF
∫ 4
0 v(t) dt FYBDUMZ
D *O UFSNT PG UIF QIZTJDBM QSPCMFN PG UIF NPWJOH PCKFDU XJUI WFMPDJUZ v(t) XIBU JT
UIF NFBOJOH PG
∫ 4
0 v(t) dt *ODMVEF VOJUT PO ZPVS BOTXFS
E %FUFSNJOF UIF FYBDU BWFSBHF WBMVF PG v(t) PO [0, 4] *ODMVEF VOJUT PO ZPVS BOTXFS
F 4LFUDI B SFDUBOHMF XIPTF CBTF JT UIF MJOF TFHNFOU GSPN t ! 0 UP t ! 4 PO UIF t
BYJT TVDI UIBU UIF SFDUBOHMFɒT BSFB JT FRVBM UP UIF WBMVF PG
∫ 4
0 v(t) dt 8IBU JT UIF
SFDUBOHMFɒT FYBDU IFJHIU 
G )PX DBO ZPV VTF UIF BWFSBHF WBMVF ZPV GPVOE JO 	E
 UP DPNQVUF UIF UPUBM EJTUBODF
USBWFMFE CZ UIF NPWJOH PCKFDU PWFS [0, 4] 
4VNNBSZ
ə "OZ3JFNBOO TVNPG B DPOUJOVPVT GVODUJPO f PO BO JOUFSWBM [a , b] QSPWJEFT BO FTUJNBUF
PG UIF OFU TJHOFE BSFB CPVOEFE CZ UIF GVODUJPO BOE UIF IPSJ[POUBM BYJT PO UIF JOUFSWBM
*ODSFBTJOH UIF OVNCFS PG TVCJOUFSWBMT JO UIF 3JFNBOO TVN JNQSPWFT UIF BDDVSBDZ PG
UIJT FTUJNBUF BOE MFUUJOH UIF OVNCFS PG TVCJOUFSWBMT JODSFBTF XJUIPVU CPVOE SFTVMUT
JO UIF WBMVFT PG UIF DPSSFTQPOEJOH 3JFNBOO TVNT BQQSPBDIJOH UIF FYBDU WBMVF PG UIF
FODMPTFE OFU TJHOFE BSFB
ə 8IFO XF UBLF UIF KVTU EFTDSJCFE MJNJU PG 3JFNBOO TVNT XF BSSJWF BU XIBU XF DBMM UIF
EFКOJUF JOUFHSBM PG f PWFS UIF JOUFSWBM [a , b] *O QBSUJDVMBS UIF TZNCPM ∫ ba f (x) dx EF
OPUFT UIF EFКOJUF JOUFHSBM PG f PWFS [a , b] BOE UIJT RVBOUJUZ JT EFКOFE CZ UIF FRVBUJPO
∫ b
a
f (x) dx ! lim
n→∞
n∑
i!1
f (x∗i )∆x ,
XIFSF ∆x ! b−an  xi ! a + i∆x 	GPS i ! 0, . . . , n
 BOE x∗i TBUJTКFT xi−1 ≤ x∗i ≤ xi 	GPS
i ! 1, . . . , n

r%BWJE "VTUJO IUUQHWTVFEVTS

 5IF %FКOJUF *OUFHSBM
ə 5IF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ b
a f (x) dx NFBTVSFT UIF FYBDU OFU TJHOFE BSFB CPVOEFE CZ f BOE
UIF IPSJ[POUBM BYJT PO [a , b] JO BEEJUJPO UIF WBMVF PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM JT SFMBUFE UP
XIBU XF DBMM UIF BWFSBHF WBMVF PG UIF GVODUJPO PO [a , b] f"7([a ,b] ! 1b−a ·
∫ b
a f (x) dx. *O
UIF TFUUJOH XIFSF XF DPOTJEFS UIF JOUFHSBM PG B WFMPDJUZ GVODUJPO v
∫ b
a v(t) dt NFBTVSFT
UIF FYBDU DIBOHF JO QPTJUJPO PG UIF NPWJOH PCKFDU PO [a , b] XIFO v JT OPOOFHBUJWF∫ b
a v(t) dt JT UIF PCKFDUɒT EJTUBODF USBWFMFE PO [a , b]
ə 5IF EFКOJUF JOUFHSBM JT B TPQIJTUJDBUFE TVN BOE UIVT IBT TPNF PG UIF TBNF OBUVSBM
QSPQFSUJFT UIBU КOJUF TVNT IBWF 1FSIBQT NPTU JNQPSUBOU PG UIFTF JT IPX UIF EFКOJUF
JOUFHSBM SFTQFDUT TVNT BOE DPOTUBOU NVMUJQMFT PG GVODUJPOT XIJDI DBO CF TVNNBSJ[FE
CZ UIF SVMF ∫ b
a
[c f (x) ± k!(x)] dx ! c
∫ b
a
f (x) dx ± k
∫ b
a
!(x) dx
XIFSF f BOE ! BSF DPOUJOVPVT GVODUJPOT PO [a , b] BOE c BOE k BSF BSCJUSBSZ DPOTUBOUT
&YFSDJTFT
 6TF UIF GPMMPXJOH КHVSF XIJDI TIPXT B HSBQI PG f (x) UP КOE FBDI PG UIF JOEJDBUFE JOUF
HSBMT
/PUF UIBU UIF КSTU BSFB 	XJUI WFSUJDBM SFE TIBEJOH
 JT  BOE UIF TFDPOE 	XJUI PCMJRVF CMBDL
TIBEJOH
 JT 
"
∫ b
a f (x)dx !
#
∫ c
b f (x)dx !
$
∫ c
a f (x)dx !
%
∫ c
a | f (x)|dx !
 6TF UIF HSBQI PG f (x) TIPXO CFMPX UP КOE UIF GPMMPXJOH JOUFHSBMT
"
∫ 0
−4 f (x)dx !
# *G UIF WFSUJDBM SFE TIBEFE BSFB JO UIF HSBQI IBT BSFBA FTUJNBUF
∫ 6
−4 f (x)dx !
	:PVS FTUJNBUF NBZ CF XSJUUFO JO UFSNT PG A


$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
 'JOE UIF BWFSBHF WBMVF PG f (x) ! 6x + 5 PWFS [2, 6]
BWFSBHF WBMVF 
 5IF КHVSF CFMPX UP UIF MFGU JT B HSBQI PG f (x) BOE CFMPX UP UIF SJHIU JT !(x)
f (x) !(x)
	B

8IBU JT UIF BWFSBHF WBMVF PG f (x) PO 0 ≤ x ≤ 2 
BWH WBMVF 
	C

8IBU JT UIF BWFSBHF WBMVF PG !(x) PO 0 ≤ x ≤ 2 
BWH WBMVF 
	D

8IBU JT UIF BWFSBHF WBMVF PG f (x) · !(x) PO 0 ≤ x ≤ 2 
BWH WBMVF 
	E

*T UIF GPMMPXJOH TUBUFNFOU USVF 
"WFSBHF( f ) · "WFSBHF	H
 ! "WFSBHF( f · !)
 6TF UIF КHVSF CFMPX XIJDI TIPXT UIF HSBQI PG y ! f (x) UP BOTXFS UIF GPMMPXJOH RVFT
UJPOT
" &TUJNBUF UIF JOUFHSBM
∫ 3
−3 f (x) dx ≈
	:PV XJMM DFSUBJOMZ XBOU UP VTF BO FOMBSHFE WFSTJPO PG UIF HSBQI UP PCUBJO ZPVS FTUJNBUF

# 8IJDI PG UIF GPMMPXJOH BWFSBHF WBMVFT PG f JT MBSHFS 
 4VQQPTF
∫ 14.5
10
f (x)dx ! 5,
∫ 11.5
10
f (x)dx ! 6,
∫ 14.5
13
f (x)dx ! 8∫ 13
11.5
f (x)dx !

 5IF %FКOJUF *OUFHSBM
∫ 11.5
13
(5 f (x) − 6)dx !
 5IF WFMPDJUZ PG BO PCKFDU NPWJOH BMPOH BO BYJT JT HJWFO CZ UIF QJFDFXJTF MJOFBS GVODUJPO
v UIBU JT QJDUVSFE JO 'JHVSF  "TTVNF UIBU UIF PCKFDU JT NPWJOH UP UIF SJHIU XIFO JUT
WFMPDJUZ JT QPTJUJWF BOE NPWJOH UP UIF MFGU XIFO JUT WFMPDJUZ JT OFHBUJWF "TTVNF UIBU UIF
HJWFO WFMPDJUZ GVODUJPO JT WBMJE GPS t ! 0 UP t ! 4
B 8SJUF BO FYQSFTTJPO JOWPMWJOH EFК
OJUF JOUFHSBMT XIPTF WBMVF JT UIF UPUBM
DIBOHF JO QPTJUJPO PG UIF PCKFDU PO UIF
JOUFSWBM [0, 4]
C 6TF UIF QSPWJEFE HSBQI PG v UP EFUFS
NJOF UIF WBMVF PG UIF UPUBM DIBOHF JO
QPTJUJPO PO [0, 4]
D 8SJUF BO FYQSFTTJPO JOWPMWJOH EFКOJUF
JOUFHSBMT XIPTF WBMVF JT UIF UPUBM EJT
UBODF USBWFMFE CZ UIF PCKFDU PO [0, 4]
8IBU JT UIF FYBDU WBMVF PG UIF UPUBM EJT
UBODF USBWFMFE PO [0, 4] 
E 8IBU JT UIF PCKFDUɒT FYBDU BWFSBHF WF
MPDJUZ PO [0, 4] 
F 'JOE BO BMHFCSBJD GPSNVMB GPS UIF PC
KFDUɒT QPTJUJPO GVODUJPO PO [0, 1.5] UIBU
TBUJTКFT s(0) ! 0
1 2 3 4
-2
-1
1
2
ft/sec
sec
y= v(t)
'JHVSF  5IF WFMPDJUZ GVODUJPO PG B
NPWJOH PCKFDU
 4VQQPTF UIBU UIF WFMPDJUZ PG B NPWJOH PCKFDU JT HJWFO CZ v(t) ! t(t − 1)(t − 3) NFBTVSFE
JO GFFU QFS TFDPOE BOE UIBU UIJT GVODUJPO JT WBMJE GPS 0 ≤ t ≤ 4
B 8SJUF BO FYQSFTTJPO JOWPMWJOH EFКOJUF JOUFHSBMT XIPTF WBMVF JT UIF UPUBM DIBOHF JO QP
TJUJPO PG UIF PCKFDU PO UIF JOUFSWBM [0, 4]
C 6TF BQQSPQSJBUF UFDIOPMPHZ 	TVDI BT IUUQHWTVFEVTBs
 UP DPNQVUF3JFNBOO TVNT
UP FTUJNBUF UIF PCKFDUɒT UPUBM DIBOHF JO QPTJUJPO PO [0, 4] 8PSL UP FOTVSF UIBU ZPVS FTUJ
NBUF JT BDDVSBUF UP UXP EFDJNBM QMBDFT BOE FYQMBJO IPX ZPV LOPX UIJT UP CF UIF DBTF
D 8SJUF BO FYQSFTTJPO JOWPMWJOH EFКOJUF JOUFHSBMT XIPTF WBMVF JT UIF UPUBM EJTUBODF USBW
FMFE CZ UIF PCKFDU PO [0, 4]
E 6TF BQQSPQSJBUF UFDIOPMPHZ UP DPNQVUF 3JFNBOO TVNT UP FTUJNBUF UIF PCKFDUɒT UPUBM
EJTUBODF USBWFMMFE PO [0, 4] 8PSL UP FOTVSF UIBU ZPVS FTUJNBUF JT BDDVSBUF UP UXP EFDJNBM
QMBDFT BOE FYQMBJO IPX ZPV LOPX UIJT UP CF UIF DBTF
s.BSD 3FOBVMU 4IJQQFOTCVSH 6OJWFSTJUZ

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
F 8IBU JT UIF PCKFDUɒT BWFSBHF WFMPDJUZ PO [0, 4] BDDVSBUF UP UXP EFDJNBM QMBDFT 
 $POTJEFS UIF HSBQIT PG UXP GVODUJPOT f BOE ! UIBU BSF QSPWJEFE JO 'JHVSF  &BDI
QJFDF PG f BOE ! JT FJUIFS QBSU PG B TUSBJHIU MJOF PS QBSU PG B DJSDMF
1 2 3 4
-2
-1
1
2
y= f (x)
1 2 3 4
-2
-1
1
2
y= g(x)
'JHVSF  5XP GVODUJPOT f BOE !
B %FUFSNJOF UIF FYBDU WBMVF PG
∫ 1
0 [ f (x) + !(x)] dx
C %FUFSNJOF UIF FYBDU WBMVF PG
∫ 4
1 [2 f (x) − 3!(x)] dx
D 'JOE UIF FYBDU BWFSBHF WBMVF PG h(x) ! !(x) − f (x) PO [0, 4]
E 'PS XIBU DPOTUBOU c EPFT UIF GPMMPXJOH FRVBUJPO IPME 
∫ 4
0
c dx !
∫ 4
0
[ f (x) + !(x)] dx
 -FU f (x) ! 3 − x2 BOE !(x) ! 2x2
B 0O UIF JOUFSWBM [−1, 1] TLFUDI B MBCFMFE HSBQI PG y ! f (x) BOE XSJUF B EFКOJUF JOUFHSBM
XIPTF WBMVF JT UIF FYBDU BSFB CPVOEFE CZ y ! f (x) PO [−1, 1]
C 0O UIF JOUFSWBM [−1, 1] TLFUDI B MBCFMFE HSBQI PG y ! !(x) BOE XSJUF B EFКOJUF JOUFHSBM
XIPTF WBMVF JT UIF FYBDU BSFB CPVOEFE CZ y ! !(x) PO [−1, 1]
D 8SJUF BO FYQSFTTJPO JOWPMWJOH B EJЙFSFODF PG EFКOJUF JOUFHSBMT XIPTF WBMVF JT UIF FYBDU
BSFB UIBU MJFT CFUXFFO y ! f (x) BOE y ! !(x) PO [−1, 1]
E &YQMBJO XIZ ZPVS FYQSFTTJPO JO 	D
 IBT UIF TBNF WBMVF BT UIF TJOHMF JOUFHSBM
∫ 1
−1[ f (x)−
!(x)] dx

 5IF %FКOJUF *OUFHSBM
F &YQMBJO XIZ JO HFOFSBM JG p(x) ≥ q(x) GPS BMM x JO [a , b] UIF FYBDU BSFB CFUXFFO y ! p(x)
BOE y ! q(x) JT HJWFO CZ ∫ b
a
[p(x) − q(x)] dx.

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
 5IF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX DBO XF КOE UIF FYBDU WBMVF PG B EFКOJUF JOUFHSBM XJUIPVU UBLJOH UIF MJNJU PG B
3JFNBOO TVN 
ə 8IBU JT UIF TUBUFNFOU PG UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFNPG$BMDVMVT BOEIPXEP BOUJEFSJWB
UJWFT PG GVODUJPOT QMBZ B LFZ SPMF JO BQQMZJOH UIF UIFPSFN 
ə 8IBU JT UIF NFBOJOH PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM PG B SBUF PG DIBOHF JO DPOUFYUT PUIFS UIBO
XIFO UIF SBUF PG DIBOHF SFQSFTFOUT WFMPDJUZ 
.VDI PG PVS XPSL JO $IBQUFS  IBT CFFO NPUJWBUFE CZ UIF WFMPDJUZEJTUBODF QSPCMFN JG XF
LOPX UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ GVODUJPO v(t) GPS B NPWJOH PCKFDU PO B HJWFO UJNF JOUFSWBM
[a , b] DBO XF EFUFSNJOF JUT FYBDU EJTUBODF USBWFMFE PO [a , b] *O UIF WBTU NBKPSJUZ PG PVS
EJTDVTTJPO JO 4FDUJPOT  4FDUJPO  XF IBWF GPDVTFE PO UIF GBDU UIBU UIJT EJTUBODF USBWFMFE
JT DPOOFDUFE UP UIF BSFB CPVOEFE CZ y ! v(t) BOE UIF tBYJT PO [a , b] *O QBSUJDVMBS GPS BOZ
OPOOFHBUJWF WFMPDJUZ GVODUJPO y ! v(t) PO [a , b] XF LOPX UIBU UIF FYBDU BSFB CPVOEFE CZ
UIF WFMPDJUZ DVSWF BOE UIF tBYJT PO UIF JOUFSWBM UFMMT VT UIF UPUBM EJTUBODF USBWFMFE XIJDI JT
BMTP UIF WBMVF PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ b
a v(t) dt *O UIF TJUVBUJPO XIFSF WFMPDJUZ JT TPNFUJNFT
OFHBUJWF UIF UPUBM BSFB CPVOEFE CZ UIF WFMPDJUZ GVODUJPO TUJMM UFMMT VT EJTUBODF USBWFMFE XIJMF
UIF OFU TJHOFE BSFB UIBU UIF GVODUJPO CPVOET UFMMT VT UIF PCKFDUɒT DIBOHF JO QPTJUJPO
3FDBMM GPS JOTUBODF UIF JOUSPEVDUJPO UP 4FD
UJPO  XIFSF XF PCTFSWFE UIBU GPS UIF WF
MPDJUZ GVODUJPO JO 'JHVSF  UIF UPUBM EJT
UBODF D USBWFMFE CZ UIF NPWJOH PCKFDU PO
[a , b] JT
D ! A1 + A2 + A3 ,
XIJMF UIF UPUBM DIBOHF JO UIF PCKFDUɒT QPTJ
UJPO PO [a , b] JT
s(b) − s(a) ! A1 − A2 + A3.
5IF BSFBT A1 A2 BOE A3 XIJDI BSF
FBDI HJWFO CZ EFКOJUF JOUFHSBMT NBZ
CF DPNQVUFE UISPVHI MJNJUT PG 3JFNBOO
TVNT 	BOE JO TFMFDU TQFDJBM DJSDVNTUBODFT
UISPVHI GBNJMJBS HFPNFUSJD GPSNVMBT

y= v(t)
a b
A1
A2
A3
'JHVSF  " WFMPDJUZ GVODUJPO UIBU JT
TPNFUJNFT OFHBUJWF

 5IF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
*O UIF QSFTFOU TFDUJPO XF UVSO PVS BUUFOUJPO UP BO BMUFSOBUF BQQSPBDI TJNJMBS UP UIF POF
XF FODPVOUFSFE JO "DUJWJUZ  5P FYQMPSF UIFTF JEFBT GVSUIFS XF DPOTJEFS UIF GPMMPXJOH
QSFWJFX BDUJWJUZ
1SFWJFX "DUJWJUZ  " TUVEFOU XJUI B UIJSE ЛPPS EPSNJUPSZ XJOEPX  GFFU PЙ UIF
HSPVOE UPTTFT B XBUFS CBMMPPO TUSBJHIU VQ JO UIF BJS XJUI BO JOJUJBM WFMPDJUZ PG  GFFU
QFS TFDPOE *U UVSOT PVU UIBU UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG UIF XBUFS CBMMPPO JT HJWFO CZ
v(t) ! −32t + 16 XIFSF v JT NFBTVSFE JO GFFU QFS TFDPOE BOE t JT NFBTVSFE JO TFDPOET
B -FU s(t) SFQSFTFOU UIF IFJHIU PG UIF XBUFS CBMMPPO BCPWF HSPVOE BU UJNF t BOE OPUF
UIBU s JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG v 5IBU JT v JT UIF EFSJWBUJWF PG s s′(t) ! v(t) 'JOE
B GPSNVMB GPS s(t) UIBU TBUJTКFT UIF JOJUJBM DPOEJUJPO UIBU UIF CBMMPPO JT UPTTFE GSPN
 GFFU BCPWF HSPVOE *O PUIFS XPSET NBLF ZPVS GPSNVMB GPS s TBUJTGZ s(0) ! 32
C 8IFO EPFT UIF XBUFS CBMMPPO SFBDI JUT NBYJNVN IFJHIU 8IFO EPFT JU MBOE 
D $PNQVUF s( 12 ) − s(0) s(2) − s( 12 ) BOE s(2) − s(0) 8IBU EP UIFTF SFQSFTFOU 
E 8IBU JT UIF UPUBM WFSUJDBM EJTUBODF USBWFMFE CZ UIF XBUFS CBMMPPO GSPN UIF UJNF JU JT
UPTTFE VOUJM UIF UJNF JU MBOET 
F 4LFUDI B HSBQI PG UIF WFMPDJUZ GVODUJPO y ! v(t) PO UIF UJNF JOUFSWBM [0, 2] 8IBU JT
UIF UPUBM OFU TJHOFE BSFB CPVOEFE CZ y ! v(t) BOE UIF tBYJT PO [0, 2] "OTXFS UIJT
RVFTUJPO JO UXPXBZT КSTU CZ VTJOH ZPVS XPSL BCPWF BOE UIFO CZ VTJOH B GBNJMJBS
HFPNFUSJD GPSNVMB UP DPNQVUF BSFBT PG DFSUBJO SFMFWBOU SFHJPOT
 5IF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
a b
D=
∫ b
a v(t)dt
= s(b)− s(a)
y= v(t)
$POTJEFS UIF TFUUJOH XIFSF XF LOPX UIF
QPTJUJPO GVODUJPO s(t) PG BO PCKFDU NPWJOH
BMPOH BO BYJT BT XFMM BT JUT DPSSFTQPOE
JOH WFMPDJUZ GVODUJPO v(t) BOE GPS UIF NP
NFOU MFU VT BTTVNF UIBU v(t) JT QPTJUJWF PO
[a , b] 5IFO BT TIPXO JO 'JHVSF  XF
LOPX UXP EJЙFSFOU QFSTQFDUJWFT PO UIF EJT
UBODF D UIF PCKFDU USBWFMT POF JT UIBU D !
s(b) − s(a) XIJDI JT UIF PCKFDUɒT DIBOHF JO
QPTJUJPO 5IF PUIFS JT UIBU UIF EJTUBODF USBW
FMFE JT UIF BSFB VOEFS UIF WFMPDJUZ DVSWF
XIJDI JT HJWFO CZ UIF EFКOJUF JOUFHSBM TP
D !
∫ b
a v(t) dt
'JHVSF  'JOEJOH EJTUBODF USBWFMFE XIFO XF LOPX B WFMPDJUZ GVODUJPO v

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
0G DPVSTF TJODF CPUI PG UIFTF FYQSFTTJPOT UFMM VT UIF EJTUBODF USBWFMFE JU GPMMPXT UIBU UIFZ
BSF FRVBM TP
s(b) − s(a) !
∫ b
a
v(t) dt . 	

'VSUIFSNPSF XF LOPX UIBU &RVBUJPO 	
 IPMET FWFO XIFO WFMPDJUZ JT TPNFUJNFT OFHB
UJWF TJODF s(b) − s(a) JT UIF PCKFDUɒT DIBOHF JO QPTJUJPO PWFS [a , b] XIJDI JT TJNVMUBOFPVTMZ
NFBTVSFE CZ UIF UPUBM OFU TJHOFE BSFB PO [a , b] HJWFO CZ ∫ ba v(t) dt
1FSIBQT UIF NPTU QPXFSGVM QBSU PG &RVBUJPO 	
 MJFT JO UIF GBDU UIBU XF DBO DPNQVUF UIF
JOUFHSBMɒT WBMVF JG XF DBO КOE B GPSNVMB GPS s 3FNFNCFS s BOE v BSF SFMBUFE CZ UIF GBDU UIBU
v JT UIF EFSJWBUJWF PG s PS FRVJWBMFOUMZ UIBU s JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG v 'PS FYBNQMF JG XF IBWF
BO PCKFDU XIPTF WFMPDJUZ JT v(t) ! 3t2 + 40 GFFU QFS TFDPOE 	XIJDI JT BMXBZT OPOOFHBUJWF

BOE XJTI UP LOPX UIF EJTUBODF USBWFMFE PO UIF JOUFSWBM [1, 5] XF IBWF UIBU
D !
∫ 5
1
v(t) dt !
∫ 5
1
(3t2 + 40) dt ! s(5) − s(1),
XIFSF s JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG v 8F LOPX UIBU UIF EFSJWBUJWF PG t3 JT 3t2 BOE UIBU UIF
EFSJWBUJWF PG 40t JT 40 TP JU GPMMPXT UIBU JG s(t) ! t3+40t UIFO s JT B GVODUJPOXIPTF EFSJWBUJWF
JT v(t) ! s′(t) ! 3t2 + 40 BOE UIVT XF IBWF GPVOE BO BOUJEFSJWBUJWF PG v 5IFSFGPSF
D !
∫ 5
1
3t2 + 40 dt ! s(5) − s(1)
! (53 + 40 · 5) − (13 + 40 · 1) ! 284 GFFU.
/PUF UIF LFZ MFTTPO PG UIJT FYBNQMF UP КOE
UIF EJTUBODF USBWFMFE XF OFFEFE UP DPN
QVUF UIF BSFB VOEFS B DVSWF XIJDI JT HJWFO
CZ UIF EFКOJUF JOUFHSBM #VU UP FWBMVBUF
UIF JOUFHSBM XF GPVOE BO BOUJEFSJWBUJWF
s PG UIF WFMPDJUZ GVODUJPO BOE UIFO DPN
QVUFE UIF UPUBM DIBOHF JO s PO UIF JOUFSWBM
*O QBSUJDVMBS PCTFSWF UIBU XF IBWF GPVOE
UIF FYBDU BSFB PG UIF SFHJPO TIPXO JO 'JH
VSF  BOE EPOF TP XJUIPVU B GBNJMJBS
GPSNVMB 	TVDI BT UIPTF GPS UIF BSFB PG B USJ
BOHMF PS DJSDMF
 BOE XJUIPVU EJSFDUMZ DPN
QVUJOH UIF MJNJU PG B 3JFNBOO TVN
1 3 5
20
40
60
80
100
120
140
D=
∫
5
1
v(t)dt
= 284
y= v(t)
'JHVSF  5IF FYBDU BSFB PG UIF SFHJPO
FODMPTFE CZ v(t) ! 3t2 + 40 PO [1, 5]

 5IF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
"T XF QSPDFFE UP UIJOLJOH BCPVU DPOUFYUT PUIFS UIBO KVTU WFMPDJUZ BOE QPTJUJPO JU JT BEWBO
UBHFPVT UP IBWF B TIPSUIBOE TZNCPM GPS B GVODUJPOɒT BOUJEFSJWBUJWF *O UIF HFOFSBM TFUUJOH
PG B DPOUJOVPVT GVODUJPO f  XF XJMM PGUFO EFOPUF BO BOUJEFSJWBUJWF PG f CZ F TP UIBU UIF SF
MBUJPOTIJQ CFUXFFO F BOE f JT UIBU F′(x) ! f (x) GPS BMM SFMFWBOU x 6TJOH UIF OPUBUJPO V JO
QMBDF PG s 	TP UIBU V JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG v
 JO &RVBUJPO 	
 XF КOE JU JT FRVJWBMFOU UP
XSJUF UIBU
V(b) − V(a) !
∫ b
a
v(t) dt . 	

/PX JO UIF HFOFSBM TFUUJOH PG XBOUJOH UP FWBMVBUF UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ b
a f (x) dx GPS BO
BSCJUSBSZ DPOUJOVPVT GVODUJPO f  XF DPVME DFSUBJOMZ UIJOL PG f BT SFQSFTFOUJOH UIF WFMPDJUZ PG
TPNFNPWJOH PCKFDU BOE x BT UIF WBSJBCMF UIBU SFQSFTFOUT UJNF "OE BHBJO &RVBUJPOT 	

BOE 	
 IPME GPS BOZ DPOUJOVPVT WFMPDJUZ GVODUJPO FWFO XIFO v JT TPNFUJNFT OFHBUJWF
5IJT MFBET VT UP TFF UIBU &RVBUJPO 	
 UFMMT VT TPNFUIJOH FWFO NPSF JNQPSUBOU UIBO UIF
DIBOHF JO QPTJUJPO PG B NPWJOH PCKFDU JU PЙFST B TIPSUDVU SPVUF UP FWBMVBUJOH BOZ EFКOJUF
JOUFHSBM QSPWJEFE UIBU XF DBO КOE BO BOUJEFSJWBUJWF PG UIF JOUFHSBOE 5IF 'VOEBNFOUBM
5IFPSFN PG $BMDVMVT 	'5$
 TVNNBSJ[FT UIFTF PCTFSWBUJPOT
'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
*G f JT B DPOUJOVPVT GVODUJPO PO [a , b] BOE F JT BOZ BOUJEFSJWBUJWF PG f  UIFO ∫ ba f (x) dx !
F(b) − F(a).
" DPNNPO BMUFSOBUF OPUBUJPO GPS F(b) − F(a) JT
F(b) − F(a) ! F(x)|ba ,
XIFSF XF SFBE UIF SJHIUIBOE TJEF BT ɔUIF GVODUJPO F FWBMVBUFE GSPN a UP bɕ *O UIJT OPUBUJPO
UIF '5$ TBZT UIBU ∫ b
a
f (x) dx ! F(x)|ba .
5IF '5$ PQFOT UIF EPPS UP FWBMVBUJOH FYBDUMZ B XJEF SBOHF PG JOUFHSBMT *O QBSUJDVMBS JG XF
BSF JOUFSFTUFE JO B EFКOJUF JOUFHSBM GPSXIJDIXF DBOКOE BO BOUJEFSJWBUJWF F GPS UIF JOUFHSBOE
f  UIFO XF DBO FWBMVBUF UIF JOUFHSBM FYBDUMZ 'PS JOTUBODF TJODF ddx [ 13 x3] ! x2 UIF '5$ UFMMT
VT UIBU ∫ 1
0
x2 dx !
1
3 x
3----10
!
1
3 (1)
3 − 13 (0)
3
!
1
3 .
#VU КOEJOH BO BOUJEFSJWBUJWF DBO CF GBS GSPN TJNQMF JO GBDU PGUFO КOEJOH B GPSNVMB GPS
BO BOUJEFSJWBUJWF JT WFSZ IBSE PS FWFO JNQPTTJCMF 8IJMF XF DBO EJЙFSFOUJBUF KVTU BCPVU
BOZ GVODUJPO FWFO TPNF SFMBUJWFMZ TJNQMF POFT EPOɒU IBWF BO FMFNFOUBSZ BOUJEFSJWBUJWF "
TJHOJКDBOU QPSUJPO PG JOUFHSBM DBMDVMVT 	XIJDI JT UIF NBJO GPDVT PG TFDPOE TFNFTUFS DPMMFHF
DBMDVMVT
 JT EFWPUFE UP VOEFSTUBOEJOH UIF QSPCMFN PG КOEJOH BOUJEFSJWBUJWFT

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
"DUJWJUZ  6TF UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT UP FWBMVBUF FBDI PG UIF GPMMPX
JOH JOUFHSBMT FYBDUMZ 'PS FBDI TLFUDI B HSBQI PG UIF JOUFHSBOE PO UIF SFMFWBOU JOUFSWBM
BOE XSJUF POF TFOUFODF UIBU FYQMBJOT UIF NFBOJOH PG UIF WBMVF PG UIF JOUFHSBM JO UFSNT
PG UIF 	OFU TJHOFE
 BSFB CPVOEFE CZ UIF DVSWF
B
∫ 4
−1(2 − 2x) dx
C
∫ π
2
0 sin(x) dx
D
∫ 1
0 e
x dx
E
∫ 1
−1 x
5 dx
F
∫ 2
0 (3x3 − 2x2 − ex) dx
 #BTJD BOUJEFSJWBUJWFT
5IF HFOFSBM QSPCMFN PG КOEJOH BO BOUJEFSJWBUJWF JT EJМDVMU *O QBSU UIJT JT EVF UP UIF GBDU
UIBU XF BSF USZJOH UP VOEP UIF QSPDFTT PG EJЙFSFOUJBUJOH BOE UIF VOEPJOH JT NVDI NPSF
EJМDVMU UIBO UIF EPJOH 'PS FYBNQMF XIJMF JU JT FWJEFOU UIBU BO BOUJEFSJWBUJWF PG f (x) !
sin(x) JT F(x) ! − cos(x) BOE UIBU BO BOUJEFSJWBUJWF PG !(x) ! x2 JT G(x) ! 13 x3 DPNCJOBUJPOT
PG f BOE ! DBO CF GBS NPSF DPNQMJDBUFE $POTJEFS TVDI GVODUJPOT BT
5 sin(x) − 4x2 , x2 sin(x), sin(x)
x2
, BOE sin(x2).
8IBU JT JOWPMWFE JO USZJOH UP КOE BO BOUJEFSJWBUJWF GPS FBDI 'SPN PVS FYQFSJFODF XJUI
EFSJWBUJWF SVMFT XF LOPX UIBU XIJMF EFSJWBUJWFT PG TVNT BOE DPOTUBOU NVMUJQMFT PG CBTJD
GVODUJPOT BSF TJNQMF UP FYFDVUF EFSJWBUJWFT JOWPMWJOH QSPEVDUT RVPUJFOUT BOE DPNQPTJUFT
PG GBNJMJBS GVODUJPOT BSF NVDI NPSF DPNQMJDBUFE 5IVT JU TUBOET UP SFBTPO UIBU BOUJEJЙFS
FOUJBUJOH QSPEVDUT RVPUJFOUT BOE DPNQPTJUFT PG CBTJD GVODUJPOT NBZ CF FWFO NPSF DIBM
MFOHJOH 8F EFGFS PVS TUVEZ PG BMM CVU UIF NPTU FMFNFOUBSZ BOUJEFSJWBUJWFT UP MBUFS JO UIF
UFYU
8F EP OPUF UIBU FBDI UJNF XF IBWF B GVODUJPO GPS XIJDI XF LOPX JUT EFSJWBUJWF XF IBWF B
GVODUJPOEFSJWBUJWF QBJS XIJDI BMTP MFBET VT UP LOPXJOH UIF BOUJEFSJWBUJWF PG B GVODUJPO 'PS
JOTUBODF TJODF XF LOPX UIBU
d
dx
[− cos(x)] ! sin(x),
JU GPMMPXT UIBU F(x) ! − cos(x) JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG f (x) ! sin(x) *U JT FRVJWBMFOU UP TBZ
UIBU f (x) ! sin(x) JT UIF EFSJWBUJWF PG F(x) ! − cos(x) BOE UIVT F BOE f UPHFUIFS GPSN UIF
GVODUJPOEFSJWBUJWF QBJS $MFBSMZ FWFSZ CBTJD EFSJWBUJWF SVMF MFBET VT UP TVDI B QBJS BOE
UIVT UP B LOPXO BOUJEFSJWBUJWF *O "DUJWJUZ  XF XJMM DPOTUSVDU B MJTU PG NPTU PG UIF CBTJD
BOUJEFSJWBUJWFT XF LOPX BU UIJT UJNF 'VSUIFSNPSF UIPTF SVMFT XJMM FOBCMF VT UP BOUJEJЙFS
FOUJBUF TVNT BOE DPOTUBOU NVMUJQMFT PG CBTJD GVODUJPOT 'PS FYBNQMF JG f (x) ! 5 sin(x)−4x2
OPUF UIBU TJODF − cos(x) JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG sin(x) BOE 13 x3 JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG x2 JU
GPMMPXT UIBU
F(x) ! −5 cos(x) − 43 x
3

 5IF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG f  CZ UIF TVN BOE DPOTUBOU NVMUJQMF SVMFT GPS EJЙFSFOUJBUJPO
'JOBMMZ CFGPSF QSPDFFEJOH UP CVJME B MJTU PG DPNNPO GVODUJPOT XIPTF BOUJEFSJWBUJWFT XF
LOPX XF SFWJTJU UIF GBDU UIBU FBDI GVODUJPO IBT NPSF UIBO POF BOUJEFSJWBUJWF #FDBVTF UIF
EFSJWBUJWF PG BOZ DPOTUBOU JT [FSP BOZ UJNF XF TFFL BO BSCJUSBSZ BOUJEFSJWBUJWF XF NBZ
BEE B DPOTUBOU PG PVS DIPJDF 'PS JOTUBODF JG XF XBOU UP EFUFSNJOF BO BOUJEFSJWBUJWF PG
!(x) ! x2 XF LOPX UIBU G(x) ! 13 x3 JT POF TVDI GVODUJPO #VU XF DPVME BMUFSOBUFMZ IBWF
DIPTFO G(x) ! 13x3 + 7 TJODF JO UIJT DBTF BT XFMM G′(x) ! x2 *O TPNF DPOUFYUT MBUFS PO JO
DBMDVMVT JU JT JNQPSUBOU UP EJTDVTT UIF NPTU HFOFSBM BOUJEFSJWBUJWF PG B GVODUJPO *G !(x) ! x2
XF TBZ UIBU UIF HFOFSBM BOUJEFSJWBUJWF PG ! JT
G(x) ! 13 x
3
+ C,
XIFSF C SFQSFTFOUT BO BSCJUSBSZ SFBM OVNCFS DPOTUBOU 3FHBSEMFTT PG UIF GPSNVMB GPS !
JODMVEJOH +C JO UIF GPSNVMB GPS JUT BOUJEFSJWBUJWF G SFTVMUT JO UIF NPTU HFOFSBM QPTTJCMF
BOUJEFSJWBUJWF
0VS QSJNBSZ DVSSFOU JOUFSFTU JO BOUJEFSJWBUJWFT JT GPS VTF JO FWBMVBUJOH EFКOJUF JOUFHSBMT CZ
UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT *O UIBU TJUVBUJPO UIF BSCJUSBSZ DPOTUBOU C JT JSSFMF
WBOU BOE UIVT XF VTVBMMZ PNJU JU 5P TFF XIZ DPOTJEFS UIF EFКOJUF JOUFHSBM∫ 1
0
x2 dx.
'PS UIF JOUFHSBOE !(x) ! x2 TVQQPTF XF КOE BOE VTF UIF HFOFSBM BOUJEFSJWBUJWF G(x) !
1
3 x
3 + C. 5IFO CZ UIF '5$
∫ 1
0
x2 dx !
1
3 x
3
+ C
----10
!
(1
3 (1)
3
+ C
)
−
(1
3 (0)
3
+ C
)
!
1
3 + C − 0 − C
!
1
3 .
4QFDJКDBMMZ XF PCTFSWF UIBU UIF CWBMVFT BQQFBS BT PQQPTJUFT JO UIF FWBMVBUJPO PG UIF JO
UFHSBM BOE UIVT EP OPU BЙFDU UIF EFКOJUF JOUFHSBMɒT WBMVF *O UIF TBNF XBZ UIF QPUFOUJBM
JODMVTJPO PG +C XJUI UIF BOUJEFSJWBUJWF IBT OP CFBSJOH PO BOZ EFКOJUF JOUFHSBM BOE UIVT XF
HFOFSBMMZ DIPPTF UP PNJU UIJT QPTTJCMF DPOTUBOU XIFOFWFS XF FWBMVBUF BO JOUFHSBM VTJOH UIF
'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
*O UIF GPMMPXJOH BDUJWJUZ XF XPSL UP CVJME B MJTU PG CBTJD GVODUJPOT XIPTF BOUJEFSJWBUJWFT XF
BMSFBEZ LOPX

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
"DUJWJUZ  6TF ZPVS LOPXMFEHF PG EFSJWBUJWFT PG CBTJD GVODUJPOT UP DPNQMFUF UIF
BCPWF UBCMF PG BOUJEFSJWBUJWFT 'PS FBDI FOUSZ ZPVS UBTL JT UP КOE B GVODUJPO F XIPTF
EFSJWBUJWF JT UIF HJWFO GVODUJPO f  8IFO КOJTIFE VTF UIF '5$ BOE UIF SFTVMUT JO UIF
UBCMF UP FWBMVBUF UIF UISFF HJWFO EFКOJUF JOUFHSBMT
HJWFO GVODUJPO f (x) BOUJEFSJWBUJWF F(x)
k 	k JT DPOTUBOU

xn  n ! −1
1
x  x > 0
sin(x)
cos(x)
sec(x) tan(x)
csc(x) cot(x)
sec2(x)
csc2(x)
ex
ax (a > 1)
1
1+x2
1√
1−x2
5BCMF  'BNJMJBS CBTJD GVODUJPOT BOE UIFJS BOUJEFSJWBUJWFT
B
∫ 1
0
!
x3 − x − ex + 2" dx
C
∫ π/3
0
(2 sin(t) − 4 cos(t) + sec2(t) − π) dt
D
∫ 1
0
(√x − x2) dx
 5IF UPUBM DIBOHF UIFPSFN
"T XF VTF UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT UP FWBMVBUF EFКOJUF JOUFHSBMT JU JT FTTFO
UJBM UIBU XF SFNFNCFS BOE VOEFSTUBOE UIF NFBOJOH PG UIF OVNCFST XF КOE 8F CSJFЛZ
TVNNBSJ[F UISFF LFZ JOUFSQSFUBUJPOT UP EBUF
ə 'PS BNPWJOH PCKFDU XJUI JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ v(t) UIF PCKFDUɒT DIBOHF JO QPTJUJPO PO
UIF UJNF JOUFSWBM [a , b] JT HJWFO CZ ∫ ba v(t) dt BOEXIFOFWFS v(t) ≥ 0 PO [a , b] ∫ ba v(t) dt
UFMMT VT UIF UPUBM EJTUBODF USBWFMFE CZ UIF PCKFDU PO [a , b]
ə 'PS BOZ DPOUJOVPVT GVODUJPO f  JUT EFКOJUF JOUFHSBM
∫ b
a f (x) dx SFQSFTFOUT UIF UPUBM OFU

 5IF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
TJHOFE BSFB CPVOEFE CZ y ! f (x) BOE UIF xBYJT PO [a , b] XIFSF SFHJPOT UIBU MJF CFMPX
UIF xBYJT IBWF B NJOVT TJHO BTTPDJBUFE XJUI UIFJS BSFB
ə 5IF WBMVF PG B EFКOJUF JOUFHSBM JT MJOLFE UP UIF BWFSBHF WBMVF PG B GVODUJPO GPS B DPO
UJOVPVT GVODUJPO f PO [a , b] JUT BWFSBHF WBMVF fAVG[a ,b] JT HJWFO CZ
fAVG[a ,b] !
1
b − a
∫ b
a
f (x) dx.
5IF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT OPX FOBCMFT VT UP FWBMVBUF FYBDUMZ 	XJUIPVU UBLJOH B
MJNJU PG 3JFNBOO TVNT
 BOZ EFКOJUF JOUFHSBM GPS XIJDI XF BSF BCMF UP КOE BO BOUJEFSJWBUJWF
PG UIF JOUFHSBOE
" TMJHIU DIBOHF JO OPUBUJPOBM QFSTQFDUJWF BMMPXT VT UP HBJO FWFO NPSF JOTJHIU JOUP UIF NFBO
JOH PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM 5P CFHJO SFDBMM &RVBUJPO 	
 XIFSF XFXSPUF UIF 'VOEBNFO
UBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT GPS B WFMPDJUZ GVODUJPO v XJUI BOUJEFSJWBUJWF V BT
V(b) − V(a) !
∫ b
a
v(t) dt .
*G XF JOTUFBE SFQMBDF V XJUI s 	XIJDI SFQSFTFOUT QPTJUJPO
 BOE SFQMBDF v XJUI s′ 	TJODF WF
MPDJUZ JT UIF EFSJWBUJWF PG QPTJUJPO
 &RVBUJPO 	
 FRVJWBMFOUMZ SFBET
s(b) − s(a) !
∫ b
a
s′(t) dt . 	

*OXPSET UIJT WFSTJPO PG UIF '5$ UFMMT VT UIBU UIF UPUBM DIBOHF JO UIF PCKFDUɒT QPTJUJPO GVODUJPO
PO B QBSUJDVMBS JOUFSWBM JT HJWFO CZ UIF EFКOJUF JOUFHSBM PG UIF QPTJUJPO GVODUJPOɒT EFSJWBUJWF
PWFS UIBU JOUFSWBM
0G DPVSTF UIJT SFTVMU JT OPU MJNJUFE UP POMZ UIF TFUUJOH PG QPTJUJPO BOE WFMPDJUZ 8SJUJOH UIF
SFTVMU JO UFSNT PG B NPSF HFOFSBM GVODUJPO f  XF IBWF UIF 5PUBM $IBOHF 5IFPSFN
5PUBM $IBOHF 5IFPSFN
*G f JT B DPOUJOVPVTMZ EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO PO [a , b] XJUI EFSJWBUJWF f ′ UIFO f (b) −
f (a) ! ∫ ba f ′(x) dx. 5IBU JT UIF EFКOJUF JOUFHSBM PG UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO PO [a , b]
JT UIF UPUBM DIBOHF PG UIF GVODUJPO JUTFMG PO [a , b]
5IF 5PUBM $IBOHF 5IFPSFN UFMMT VT NPSF BCPVU UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF HSBQI PG B GVOD
UJPO BOE UIBU PG JUT EFSJWBUJWF 3FDBMM 'JHVSF  XIJDI QSPWJEFE POF PG UIF КSTU UJNFT XF
TBX UIBU IFJHIUT PO UIF HSBQI PG UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO DPNF GSPN TMPQFT PO UIF HSBQI PG
UIF GVODUJPO JUTFMG 5IBU PCTFSWBUJPO PDDVSSFE JO UIF DPOUFYU XIFSF XF LOFX f BOE XFSF
TFFLJOH f ′ JG OPX JOTUFBE XF UIJOL BCPVU LOPXJOH f ′ BOE TFFLJOH JOGPSNBUJPO BCPVU f  XF
DBO JOTUFBE TBZ UIF GPMMPXJOH
EJЙFSFODFT JO IFJHIUT PO f DPSSFTQPOE UP OFU TJHOFE BSFBT CPVOEFE CZ f ′

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
1 2
-4
-3
-2
-1
1
2
3
4
y= f ′(x)
3 4
3
1
1
3
1 2 3 4
-4
-3
-2
-1
1
2
3
4
y= f (x)
(0,0)
(1,3)
(2,4)
(3,3)
(4,0)
'JHVSF  5IF HSBQIT PG f ′(x) ! 4 − 2x 	BU MFGU
 BOE BO BOUJEFSJWBUJWF f (x) ! 4x − x2 BU
SJHIU %JЙFSFODFT JO IFJHIUT PO f DPSSFTQPOE UP OFU TJHOFE BSFBT CPVOEFE CZ f ′
5P TFF XIZ UIJT JT TP TBZ XF DPOTJEFS UIF EJЙFSFODF f (1) − f (0) /PUF UIBU UIJT WBMVF JT
 JO QBSU CFDBVTF f (1) ! 3 BOE f (0) ! 0 CVU BMTP CFDBVTF UIF OFU TJHOFE BSFB CPVOEFE
CZ y ! f ′(x) PO [0, 1] JT  5IBU JT f (1) − f (0) ! ∫ 10 f ′(x) dx " TJNJMBS QBUUFSO IPMET
UISPVHIPVU JODMVEJOH UIF GBDU UIBU TJODF UIF UPUBM OFU TJHOFE BSFB CPVOEFE CZ f ′ PO [0, 4] JT
0
∫ 4
0 f
′(x) dx ! 0 TP JU NVTU CF UIBU f (4) − f (0) ! 0 TP f (4) ! f (0)
#FZPOE UIJT HFOFSBM PCTFSWBUJPO BCPVU BSFB UIF 5PUBM $IBOHF 5IFPSFN FOBCMFT VT UP DPO
TJEFS JOUFSFTUJOH BOE JNQPSUBOU QSPCMFNT XIFSF XF LOPX UIF SBUF PG DIBOHF BOE BOTXFS
LFZ RVFTUJPOT BCPVU UIF GVODUJPO XIPTF SBUF PG DIBOHF XF LOPX
&YBNQMF  4VQQPTF UIBU QPMMVUBOUT BSF MFBLJOH PVU PG BO VOEFSHSPVOE TUPSBHF UBOL BU B
SBUF PG r(t) HBMMPOTEBZ XIFSF t JTNFBTVSFE JO EBZT *U JT DPOKFDUVSFE UIBU r(t) JT HJWFO CZ UIF
GPSNVMB r(t) ! 0.0069t3−0.125t2+11.079 PWFS B DFSUBJO EBZ QFSJPE 5IF HSBQI PG y ! r(t)
JT HJWFO JO 'JHVSF  8IBU JT UIF NFBOJOH PG
∫ 10
4 r(t) dt BOE XIBU JT JUT WBMVF 8IBU JT UIF
BWFSBHF SBUF BU XIJDI QPMMVUBOUT BSF MFBWJOH UIF UBOL PO UIF UJNF JOUFSWBM 4 ≤ t ≤ 10 

 5IF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
2 4 6 8 10 12
2
4
6
8
10
12
gal/day
days
y= r(t)
'JHVSF  5IF SBUF r(t) PG QPMMVUJPO MFBLJOH GSPN B UBOL NFBTVSFE JO HBMMPOT QFS EBZ
4PMVUJPO 8F LOPX UIBU TJODF r(t) ≥ 0 UIF WBMVF PG ∫ 104 r(t) dt JT UIF BSFB VOEFS UIF DVSWF
PO UIF JOUFSWBM [4, 10] *G XF UIJOL BCPVU UIJT BSFB GSPN UIF QFSTQFDUJWF PG B 3JFNBOO TVN
UIF SFDUBOHMFT XJMM IBWF IFJHIUT NFBTVSFE JO HBMMPOT QFS EBZ BOE XJEUIT NFBTVSFE JO EBZT
UIVT UIF BSFB PG FBDI SFDUBOHMF XJMM IBWF VOJUT PG
HBMMPOT
EBZ · EBZT ! HBMMPOT.
5IVT UIF EFКOJUF JOUFHSBM UFMMT VT UIF UPUBM OVNCFS PG HBMMPOT PG QPMMVUBOU UIBU MFBL GSPN UIF
UBOL GSPN EBZ  UP EBZ  5IF 5PUBM $IBOHF 5IFPSFN UFMMT VT UIF TBNF UIJOH JG XF MFU R(t)
EFOPUF UIF GVODUJPO UIBU NFBTVSFT UIF UPUBM OVNCFS PG HBMMPOT PG QPMMVUBOU UIBU IBWF MFBLFE
GSPN UIF UBOL VQ UP EBZ t UIFO R′(t) ! r(t) BOE
∫ 10
4
r(t) dt ! R(10) − R(4),
XIJDI JT UIF UPUBM DIBOHF JO UIF GVODUJPO UIBU NFBTVSFT UPUBM HBMMPOT MFBLFE PWFS UJNF UIVT
UIF OVNCFS PG HBMMPOT UIBU IBWF MFBLFE GSPN EBZ  UP EBZ 
5P DPNQVUF UIF FYBDU WBMVF XF VTF UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT "OUJEJЙFSFOUJ
BUJOH r(t) ! 0.0069t3 − 0.125t2 + 11.079 XF КOE UIBU
∫ 10
4
0.0069t3 − 0.125t2 + 11.079 dt ! 0.0069 · 14 t
4 − 0.125 · 13 t
3
+ 11.079t
----104
≈ 44.282.
5IVT BQQSPYJNBUFMZ  HBMMPOT PG QPMMVUBOU MFBLFE PWFS UIF TJY EBZ UJNF QFSJPE

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
5P КOE UIF BWFSBHF SBUF BU XIJDI QPMMVUBOU MFBLFE GSPN UIF UBOL PWFS 4 ≤ t ≤ 10 XF XBOU UP
DPNQVUF UIF BWFSBHF WBMVF PG r PO [4, 10] 5IVT
rAVG[4,10] !
1
10 − 4
∫ 10
4
r(t) dt ≈ 44.2826 ! 7.380,
XIJDI IBT JUT VOJUT NFBTVSFE JO HBMMPOT QFS EBZ
"DUJWJUZ  %VSJOH B NJOVUF XPSLPVU B QFSTPO SJEJOH BO FYFSDJTF NBDIJOF CVSOT
DBMPSJFT BU B SBUF PG c DBMPSJFT QFS NJOVUF XIFSF UIF GVODUJPO y ! c(t) JT HJWFO JO 'JH
VSF  0O UIF JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 10 UIF GPSNVMB GPS c JT c(t) ! −0.05t2 + t + 10 XIJMF
PO 30 ≤ t ≤ 40 JUT GPSNVMB JT c(t) ! −0.05t2 + 3t − 30
10 20 30
5
10
15
cal/min
min
y= c(t)
'JHVSF  5IF SBUF c(t) BU XIJDI B QFSTPO FYFSDJTJOH CVSOT DBMPSJFT NFBTVSFE JO DBMP
SJFT QFS NJOVUF
B 8IBU JT UIF FYBDU UPUBM OVNCFS PG DBMPSJFT UIF QFSTPO CVSOT EVSJOH UIF КSTU 
NJOVUFT PG IFS XPSLPVU 
C -FU C(t) CF BO BOUJEFSJWBUJWF PG c(t) 8IBU JT UIF NFBOJOH PG C(40) − C(0) JO UIF
DPOUFYU PG UIF QFSTPO FYFSDJTJOH *ODMVEF VOJUT PO ZPVS BOTXFS
D %FUFSNJOF UIF FYBDU BWFSBHF SBUF BU XIJDI UIF QFSTPO CVSOFE DBMPSJFT EVSJOH UIF
NJOVUF XPSLPVU
E "U XIBU UJNF	T
 JG BOZ JT UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF BU XIJDI UIF QFSTPO JT CVSOJOH
DBMPSJFT FRVBM UP UIF BWFSBHF SBUF BU XIJDI TIF CVSOT DBMPSJFT PO UIF UJNF JOUFSWBM
0 ≤ t ≤ 40 

 5IF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
4VNNBSZ
ə 8F DBO КOE UIF FYBDU WBMVF PG B EFКOJUF JOUFHSBM XJUIPVU UBLJOH UIF MJNJU PG B 3JFNBOO
TVN PS VTJOH B GBNJMJBS BSFB GPSNVMB CZ КOEJOH UIF BOUJEFSJWBUJWF PG UIF JOUFHSBOE
BOE IFODF BQQMZJOH UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
ə 5IF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT TBZT UIBU JG f JT B DPOUJOVPVT GVODUJPO PO [a , b]
BOE F JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG f  UIFO
∫ b
a
f (x) dx ! F(b) − F(a).
)FODF JG XF DBO КOE BO BOUJEFSJWBUJWF GPS UIF JOUFHSBOE f  FWBMVBUJOH UIF EFКOJUF
JOUFHSBM DPNFT GSPN TJNQMZ DPNQVUJOH UIF DIBOHF JO F PO [a , b]
ə " TMJHIUMZ EJЙFSFOU QFSTQFDUJWF PO UIF '5$ BMMPXT VT UP SFTUBUF JU BT UIF 5PUBM $IBOHF
5IFPSFN XIJDI TBZT UIBU
∫ b
a
f ′(x) dx ! f (b) − f (a),
GPS BOZ DPOUJOVPVTMZ EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO f  5IJT NFBOT UIBU UIF EFКOJUF JOUFHSBM
PG UIF JOTUBOUBOFPVT SBUF PG DIBOHF PG B GVODUJPO f PO BO JOUFSWBM [a , b] JT FRVBM UP UIF
UPUBM DIBOHF JO UIF GVODUJPO f PO [a , b]
&YFSDJTFT
 6TF UIF GPMMPXJOH КHVSF XIJDI TIPXT B HSBQI PG f (x) UP КOE FBDI PG UIF JOEJDBUFE JOUF
HSBMT
/PUF UIBU UIF КSTU BSFB 	XJUI WFSUJDBM SFE TIBEJOH
 JT  BOE UIF TFDPOE 	XJUI PCMJRVF CMBDL
TIBEJOH
 JT 
"
∫ b
a f (x)dx !
#
∫ c
b f (x)dx !
$
∫ c
a f (x)dx !
%
∫ c
a | f (x)|dx !
 6TF UIF HSBQI PG f (x) TIPXO CFMPX UP КOE UIF GPMMPXJOH JOUFHSBMT

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
"
∫ 0
−3 f (x)dx !
# *G UIF WFSUJDBM SFE TIBEFE BSFB JO UIF HSBQI IBT BSFBA FTUJNBUF
∫ 5
−3 f (x)dx !
	:PVS FTUJNBUF NBZ CF XSJUUFO JO UFSNT PG A

 'JOE UIF BWFSBHF WBMVF PG f (x) ! 4x + 4 PWFS [4, 9]
BWFSBHF WBMVF 
 5IF КHVSF CFMPX UP UIF MFGU JT B HSBQI PG f (x) BOE CFMPX UP UIF SJHIU JT !(x)
f (x) !(x)
	B

8IBU JT UIF BWFSBHF WBMVF PG f (x) PO 0 ≤ x ≤ 2 
BWH WBMVF 
	C

8IBU JT UIF BWFSBHF WBMVF PG !(x) PO 0 ≤ x ≤ 2 
BWH WBMVF 
	D

8IBU JT UIF BWFSBHF WBMVF PG f (x) · !(x) PO 0 ≤ x ≤ 2 
BWH WBMVF 
	E

*T UIF GPMMPXJOH TUBUFNFOU USVF 
"WFSBHF( f ) · "WFSBHF	H
 ! "WFSBHF( f · !)
 6TF UIF КHVSF CFMPX XIJDI TIPXT UIF HSBQI PG y ! f (x) UP BOTXFS UIF GPMMPXJOH RVFT
UJPOT

 5IF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
" &TUJNBUF UIF JOUFHSBM
∫ 3
−3 f (x) dx ≈
	:PV XJMM DFSUBJOMZ XBOU UP VTF BO FOMBSHFE WFSTJPO PG UIF HSBQI UP PCUBJO ZPVS FTUJNBUF

# 8IJDI PG UIF GPMMPXJOH BWFSBHF WBMVFT PG f JT MBSHFS 
 4VQQPTF
∫ 7.5
3
f (x)dx ! 4,
∫ 4.5
3
f (x)dx ! 1,
∫ 7.5
6
f (x)dx ! 1∫ 6
4.5
f (x)dx !∫ 4.5
6
(4 f (x) − 1)dx !
 5IF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ 	JO NFUFST QFS NJOVUF
 PG B NPWJOH PCKFDU JT HJWFO CZ UIF GVOD
UJPO v BT QJDUVSFE JO 'JHVSF  "TTVNF UIBU PO UIF JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 4 v(t) JT HJWFO CZ
v(t) ! − 14 t3+ 32 t2+1 BOE UIBU PO FWFSZ PUIFS JOUFSWBM v JT QJFDFXJTF MJOFBS BT TIPXO
B %FUFSNJOF UIF FYBDU EJTUBODF USBWFMFE
CZ UIF PCKFDU PO UIF UJNF JOUFSWBM 0 ≤
t ≤ 4
C 8IBU JT UIF PCKFDUɒT BWFSBHF WFMPDJUZ
PO [12, 24] 
D "U XIBU UJNF JT UIF PCKFDUɒT BDDFMFSB
UJPO HSFBUFTU 
E 4VQQPTF UIBU UIF WFMPDJUZ PG UIF PCKFDU
JT JODSFBTFE CZ B DPOTUBOU WBMVF c GPS
BMM WBMVFT PG t 8IBU WBMVF PG c XJMM
NBLF UIF PCKFDUɒT UPUBM EJTUBODF USBW
FMFE PO [12, 24] CF  NFUFST 
4 8 12 16 20 24
3
6
9
12
15
m/min
min
y= v(t)
'JHVSF  5IF WFMPDJUZ GVODUJPO PG B
NPWJOH CPEZ
 " GVODUJPO f JT HJWFO QJFDFXJTF CZ UIF GPSNVMB
f (x) !
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−x2 + 2x + 1, JG 0 ≤ x < 2
−x + 3, JG 2 ≤ x < 3
x2 − 8x + 15, JG 3 ≤ x ≤ 5
B %FUFSNJOF UIF FYBDU WBMVF PG UIF OFU TJHOFE BSFB FODMPTFE CZ f BOE UIF xBYJT PO UIF
JOUFSWBM [2, 5]

$IBQUFS  5IF %FКOJUF *OUFHSBM
C $PNQVUF UIF FYBDU BWFSBHF WBMVF PG f PO [0, 5]
D 'JOE B GPSNVMB GPS B GVODUJPO ! PO 5 ≤ x ≤ 7 TP UIBU JG XF FYUFOE UIF BCPWF EFКOJUJPO
PG f TP UIBU f (x) ! !(x) JG 5 ≤ x ≤ 7 JU GPMMPXT UIBU ∫ 70 f (x) dx ! 0.
 8IFO BO BJSDSBGU BUUFNQUT UP DMJNC BT SBQJEMZ BT QPTTJCMF JUT DMJNC SBUF 	JO GFFU QFSNJOVUF

EFDSFBTFT BT BMUJUVEF JODSFBTFT CFDBVTF UIF BJS JT MFTT EFOTF BU IJHIFS BMUJUVEFT (JWFO CFMPX
JT B UBCMF TIPXJOH QFSGPSNBODF EBUB GPS B DFSUBJO TJOHMF FOHJOF BJSDSBGU HJWJOH JUT DMJNC SBUF
BU WBSJPVT BMUJUVEFT XIFSF c(h) EFOPUFT UIF DMJNC SBUF PG UIF BJSQMBOF BU BO BMUJUVEF h
h 	GFFU
 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10,000
c 	GUNJO
 925 875 830 780 730 685 635 585 535 490 440
-FU B OFX GVODUJPO DBMMFE m(h) NFBTVSF UIF OVNCFS PG NJOVUFT SFRVJSFE GPS B QMBOF BU BMUJ
UVEF h UP DMJNC UIF OFYU GPPU PG BMUJUVEF
B %FUFSNJOF B TJNJMBS UBCMF PG WBMVFT GPS m(h) BOE FYQMBJO IPX JU JT SFMBUFE UP UIF UBCMF
BCPWF #F TVSF UP FYQMBJO UIF VOJUT
C (JWF B DBSFGVM JOUFSQSFUBUJPO PG B GVODUJPO XIPTF EFSJWBUJWF JT m(h) %FTDSJCF XIBU UIF
JOQVU JT BOE XIBU UIF PVUQVU JT "MTP FYQMBJO JO QMBJO &OHMJTI XIBU UIF GVODUJPO UFMMT
VT
D %FUFSNJOF B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF UFMMT VT FYBDUMZ UIF OVNCFS PG NJOVUFT SF
RVJSFE GPS UIF BJSQMBOF UP BTDFOE UP  GFFU PG BMUJUVEF $MFBSMZ FYQMBJO XIZ UIF
WBMVF PG UIJT JOUFHSBM IBT UIF SFRVJSFE NFBOJOH
E 6TF UIF 3JFNBOO TVNM5 UP FTUJNBUF UIF WBMVF PG UIF JOUFHSBM ZPV GPVOE JO 	D
 *ODMVEF
VOJUT PO ZPVS SFTVMU
 *O $IBQUFS  XF TIPXFE UIBU GPS BO PCKFDU NPWJOH BMPOH B TUSBJHIU MJOF XJUI QPTJUJPO
GVODUJPO s(t) UIF PCKFDUɒT ɔBWFSBHF WFMPDJUZ PO UIF JOUFSWBM [a , b]ɕ JT HJWFO CZ
AV[a ,b] !
s(b) − s(a)
b − a .
.PSF SFDFOUMZ JO $IBQUFS  XF GPVOE UIBU GPS BO PCKFDU NPWJOH BMPOH B TUSBJHIU MJOF XJUI
WFMPDJUZ GVODUJPO v(t) UIF PCKFDUɒT ɔBWFSBHF WBMVF PG JUT WFMPDJUZ GVODUJPO PO [a , b]ɕ JT
vAVG[a ,b] !
1
b − a
∫ b
a
v(t) dt .
"SF UIF ɔBWFSBHF WFMPDJUZ PO UIF JOUFSWBM [a , b]ɕ BOE UIF ɔBWFSBHF WBMVF PG UIF WFMPDJUZ GVOD
UJPO PO [a , b]ɕ UIF TBNF UIJOH 8IZ PS XIZ OPU &YQMBJO

$)"15&3 
&WBMVBUJOH *OUFHSBMT
 $POTUSVDUJOH "DDVSBUF (SBQIT PG "OUJEFSJWBUJWFT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə (JWFO UIF HSBQI PG B GVODUJPOɒT EFSJWBUJWF IPX DBOXF DPOTUSVDU B DPNQMFUFMZ BDDVSBUF
HSBQI PG UIF PSJHJOBM GVODUJPO 
ə )PX NBOZ BOUJEFSJWBUJWFT EPFT B HJWFO GVODUJPO IBWF 8IBU EP UIPTF BOUJEFSJWBUJWFT
BMM IBWF JO DPNNPO 
ə (JWFO B GVODUJPO f  IPX EPFT UIF SVMF A(x) ! ∫ x0 f (t) dt EFКOF B OFX GVODUJPO A 
" SFDVSSJOH UIFNF JO PVS EJTDVTTJPO PG EJЙFSFOUJBM DBMDVMVT IBT CFFO UIF RVFTUJPO ɔ(JWFO
JOGPSNBUJPO BCPVU UIF EFSJWBUJWF PG BO VOLOPXO GVODUJPO f  IPX NVDI JOGPSNBUJPO DBO XF
PCUBJO BCPVU f JUTFMG ɕ 'PS JOTUBODF JO "DUJWJUZ  XF FYQMPSFE UIF TJUVBUJPO XIFSF UIF
HSBQI PG y ! f ′(x)XBT LOPXO 	BMPOHXJUI UIF WBMVF PG f BU B TJOHMF QPJOU
 BOE FOEFBWPSFE UP
TLFUDI B QPTTJCMF HSBQI PG f OFBS UIF LOPXO QPJOU *O &YBNQMF ɏ BOE JOEFFE UISPVHI
PVU 4FDUJPO  ɏ XF JOWFTUJHBUFE IPX UIF КSTU EFSJWBUJWF UFTU FOBCMFT VT UP VTF JOGPSNBUJPO
SFHBSEJOH f ′ UP EFUFSNJOF XIFSF UIF PSJHJOBM GVODUJPO f JT JODSFBTJOH BOE EFDSFBTJOH BT
XFMM BT XIFSF f IBT SFMBUJWF FYUSFNF WBMVFT 'VSUIFS JG XF LOPX B GPSNVMB PS HSBQI PG f ′
CZ DPNQVUJOH f ′′XF DBO КOEXIFSF UIF PSJHJOBM GVODUJPO f JT DPODBWF VQ BOE DPODBWF EPXO
5IVT UIF DPNCJOBUJPO PG LOPXJOH f ′ BOE f ′′ FOBCMFT VT UP GVMMZ VOEFSTUBOE UIF TIBQF PG UIF
HSBQI PG f 
8F SFUVSOFE UP UIJT RVFTUJPO JO FWFO NPSF EFUBJM JO 4FDUJPO  UIFSF XF DPOTJEFSFE UIF
TJUVBUJPO XIFSF XF LOFX UIF JOTUBOUBOFPVT WFMPDJUZ PG B NPWJOH PCKFDU BOE XPSLFE GSPN
UIBU JOGPSNBUJPO UP EFUFSNJOF BT NVDI JOGPSNBUJPO BT QPTTJCMF BCPVU UIF PCKFDUɒT QPTJUJPO
GVODUJPO 8F GPVOE LFZ DPOOFDUJPOT CFUXFFO UIF OFUTJHOFE BSFB VOEFS UIF WFMPDJUZ GVODUJPO
BOE UIF DPSSFTQPOEJOH DIBOHF JO QPTJUJPO PG UIF GVODUJPO JO 4FDUJPO  UIF 5PUBM $IBOHF
5IFPSFN GVSUIFS JMMVNJOBUFE UIFTF DPOOFDUJPOT CFUXFFO f ′ BOE f JO B NPSF HFOFSBM TFUUJOH
TVDI BT UIF POF GPVOE JO 'JHVSF  TIPXJOH UIBU UIF UPUBM DIBOHF JO UIF WBMVF PG f PWFS BO
JOUFSWBM [a , b] JT EFUFSNJOFE CZ UIF FYBDU OFUTJHOFE BSFB CPVOEFE CZ f ′ BOE UIF xBYJT PO
UIF TBNF JOUFSWBM
$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
*O XIBU GPMMPXT XF FYQMPSF UIFTF JTTVFT TUJMM GVSUIFS XJUI B QBSUJDVMBS FNQIBTJT PO UIF TJU
VBUJPO XIFSF XF QPTTFTT BO BDDVSBUF HSBQI PG UIF EFSJWBUJWF GVODUJPO BMPOH XJUI B TJOHMF
WBMVF PG UIF GVODUJPO f  'SPN UIBU JOGPSNBUJPO XF EFTJSF UP DPNQMFUFMZ EFUFSNJOF BO BDDV
SBUF HSBQI PG f UIBU OPU POMZ SFQSFTFOUT DPSSFDUMZ XIFSF f JT JODSFBTJOH EFDSFBTJOH DPODBWF
VQ BOE DPODBWF EPXO CVU BMTP BMMPXT VT UP КOE BO BDDVSBUF GVODUJPO WBMVF BU BOZ QPJOU PG
JOUFSFTU UP VT
1SFWJFX "DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU UIF GPMMPXJOH JOGPSNBUJPO JT LOPXO BCPVU B GVOD
UJPO f  UIF HSBQI PG JUT EFSJWBUJWF y ! f ′(x) JT HJWFO JO 'JHVSF  'VSUIFS BTTVNF
UIBU f ′ JT QJFDFXJTF MJOFBS 	BT QJDUVSFE
 BOE UIBU GPS x ≤ 0 BOE x ≥ 6 f ′(x) ! 0 'JOBMMZ
JU JT HJWFO UIBU f (0) ! 1
1 3 5
-3
-1
1
3
y= f ′(x)
1 3 5
-3
-1
1
3
'JHVSF  "U MFGU UIF HSBQI PG y ! f ′(x) BU SJHIU BYFT GPS QMPUUJOH y ! f (x)
B 0OXIBU JOUFSWBM	T
 JT f BO JODSFBTJOH GVODUJPO 0OXIBU JOUFSWBMT JT f EFDSFBTJOH 
C 0O XIBU JOUFSWBM	T
 JT f DPODBWF VQ DPODBWF EPXO 
D "U XIBU QPJOU	T
 EPFT f IBWF B SFMBUJWF NJOJNVN B SFMBUJWF NBYJNVN 
E 3FDBMM UIBU UIF 5PUBM $IBOHF 5IFPSFN UFMMT VT UIBU
f (1) − f (0) !
∫ 1
0
f ′(x) dx.
8IBU JT UIF FYBDU WBMVF PG f (1) 

 $POTUSVDUJOH "DDVSBUF (SBQIT PG "OUJEFSJWBUJWFT
F 6TF UIF HJWFO JOGPSNBUJPO BOE TJNJMBS SFBTPOJOH UP UIBU JO 	E
 UP EFUFSNJOF UIF
FYBDU WBMVF PG f (2) f (3) f (4) f (5) BOE f (6)
G #BTFE PO ZPVS SFTQPOTFT UP BMM PG UIF QSFDFEJOH RVFTUJPOT TLFUDI B DPNQMFUF BOE
BDDVSBUF HSBQI PG y ! f (x) PO UIF BYFT QSPWJEFE CFJOH TVSF UP JOEJDBUF UIF CFIBW
JPS PG f GPS x < 0 BOE x > 6
 $POTUSVDUJOH UIF HSBQI PG BO BOUJEFSJWBUJWF
1SFWJFX "DUJWJUZ  EFNPOTUSBUFT UIBU XIFO XF DBO КOE UIF FYBDU BSFB VOEFS B HJWFO
HSBQI PO BOZ HJWFO JOUFSWBM JU JT QPTTJCMF UP DPOTUSVDU BO BDDVSBUF HSBQI PG UIF HJWFO GVOD
UJPOɒT BOUJEFSJWBUJWF UIBU JT XF DBO КOE B SFQSFTFOUBUJPO PG B GVODUJPO XIPTF EFSJWBUJWF JT
UIF HJWFO POF 8IJMF XF IBWF DPOTJEFSFE UIJT RVFTUJPO BU EJЙFSFOU QPJOUT UISPVHIPVU PVS
TUVEZ JU JT JNQPSUBOU UP OPUF IFSF UIBU XF OPX DBO EFUFSNJOF OPU POMZ UIF PWFSBMM TIBQF PG
UIF BOUJEFSJWBUJWF CVU BMTP UIF BDUVBM IFJHIU PG UIF BOUJEFSJWBUJWF BU BOZ QPJOU PG JOUFSFTU
*OEFFE UIJT JT POF LFZ DPOTFRVFODF PG UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT JG XF LOPX B
GVODUJPO f BOE XJTI UP LOPX JOGPSNBUJPO BCPVU JUT BOUJEFSJWBUJWF F QSPWJEFE UIBU XF IBWF
TPNF TUBSUJOH QPJOU a GPS XIJDI XF LOPX UIF WBMVF PG F(a) XF DBO EFUFSNJOF UIF WBMVF PG
F(b) WJB UIF EFКOJUF JOUFHSBM *O QBSUJDVMBS TJODF F(b) − F(a) ! ∫ ba f (x) dx JU GPMMPXT UIBU
F(b) ! F(a) +
∫ b
a
f (x) dx. 	

.PSFPWFS JO UIF EJTDVTTJPO TVSSPVOEJOH 'JHVSF  XF NBEF UIF PCTFSWBUJPO UIBU EJG
GFSFODFT JO IFJHIUT PG B GVODUJPO DPSSFTQPOE UP OFUTJHOFE BSFBT CPVOEFE CZ JUT EFSJWBUJWF
3FQISBTJOH UIJT JO UFSNT PG B HJWFO GVODUJPO f BOE JUT BOUJEFSJWBUJWF F XF PCTFSWF UIBU PO
BO JOUFSWBM [a , b]
EJЙFSFODFT JO IFJHIUT PO UIF BOUJEFSJWBUJWF 	TVDI BT F(b) − F(a)
 DPSSFTQPOE UP UIF OFU
TJHOFE BSFB CPVOEFE CZ UIF PSJHJOBM GVODUJPO PO UIF JOUFSWBM [a , b] 	∫ ba f (x) dx

'PS FYBNQMF TBZ UIBU f (x) ! x2 BOE UIBU XF BSF JOUFSFTUFE JO BO BOUJEFSJWBUJWF PG f UIBU
TBUJTКFT F(1) ! 2 5IJOLJOH PG a ! 1 BOE b ! 2 JO &RVBUJPO 	
 JU GPMMPXT GSPN UIF
'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT UIBU
F(2) ! F(1) +
∫ 2
1
x2 dx
! 2 + 13 x
3----21
! 2 +
(8
3 −
1
3
)
!
13
3 .
*O UIJTXBZ XF TFF UIBU JG XF BSF HJWFO B GVODUJPO f GPSXIJDIXF DBO КOE UIF FYBDU OFUTJHOFE
BSFB CPVOEFE CZ f PO B HJWFO JOUFSWBM BMPOH XJUI POF WBMVF PG B DPSSFTQPOEJOH BOUJEFSJWB
UJWF F XF DBO КOE BOZ PUIFS WBMVF PG F UIBU XF TFFL BOE JO UIJT XBZ DPOTUSVDU B DPNQMFUFMZ

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
BDDVSBUF HSBQI PG F 8F IBWF UXP NBJO PQUJPOT GPS КOEJOH UIF FYBDU OFUTJHOFE BSFB VTJOH
UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT 	XIJDI SFRVJSFT VT UP КOE BO BMHFCSBJD GPSNVMB GPS BO
BOUJEFSJWBUJWF PG UIF HJWFO GVODUJPO f 
 PS JO UIF DBTF XIFSF f IBT OJDF HFPNFUSJD QSPQFSUJFT
КOEJOH OFUTJHOFE BSFBT UISPVHI UIF VTF PG LOPXO BSFB GPSNVMBT
"DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU UIF GVODUJPO y ! f (x) JT HJWFO CZ UIF HSBQI TIPXO JO 'JH
VSF  BOE UIBU UIF QJFDFT PG f BSF FJUIFS QPSUJPOT PG MJOFT PS QPSUJPOT PG DJSDMFT *O
BEEJUJPO MFU F CF BO BOUJEFSJWBUJWF PG f BOE TBZ UIBU F(0) ! −1 'JOBMMZ BTTVNF UIBU GPS
x ≤ 0 BOE x ≥ 7 f (x) ! 0
1 2 3 4 5 6 7
-1
1
y= f (x)
'JHVSF  "U MFGU UIF HSBQI PG y ! f (x)
B 0OXIBU JOUFSWBM	T
 JT F BO JODSFBTJOH GVODUJPO 0OXIBU JOUFSWBMT JT F EFDSFBTJOH 
C 0O XIBU JOUFSWBM	T
 JT F DPODBWF VQ DPODBWF EPXO OFJUIFS 
D "U XIBU QPJOU	T
 EPFT F IBWF B SFMBUJWF NJOJNVN B SFMBUJWF NBYJNVN 
E 6TF UIF HJWFO JOGPSNBUJPO UP EFUFSNJOF UIF FYBDU WBMVF PG F(x) GPS x ! 1, 2, . . . , 7
*O BEEJUJPO XIBU BSF UIF WBMVFT PG F(−1) BOE F(8) 
F #BTFE PO ZPVS SFTQPOTFT UP BMM PG UIF QSFDFEJOH RVFTUJPOT TLFUDI B DPNQMFUF BOE
BDDVSBUF HSBQI PG y ! F(x) PO UIF BYFT QSPWJEFE CFJOH TVSF UP JOEJDBUF UIF CF
IBWJPS PG F GPS x < 0 BOE x > 7 $MFBSMZ JOEJDBUF UIF TDBMF PO UIF WFSUJDBM BOE
IPSJ[POUBM BYFT PG ZPVS HSBQI
G 8IBU IBQQFOT JG XF DIBOHF POF LFZ QJFDF PG JOGPSNBUJPO JO QBSUJDVMBS TBZ UIBU G
JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG f BOE G(0) ! 0 )PX 	JG BU BMM
 XPVME ZPVS BOTXFST UP UIF
QSFDFEJOH RVFTUJPOT DIBOHF 4LFUDI B HSBQI PG G PO UIF TBNF BYFT BT UIF HSBQI
PG F ZPV DPOTUSVDUFE JO 	F

 .VMUJQMF BOUJEFSJWBUJWFT PG B TJOHMF GVODUJPO
*O UIF КOBM RVFTUJPO PG "DUJWJUZ  XF FODPVOUFSFE B WFSZ JNQPSUBOU JEFB B HJWFO GVOD
UJPO f IBT NPSF UIBO POF BOUJEFSJWBUJWF *O BEEJUJPO BOZ BOUJEFSJWBUJWF PG f JT EFUFSNJOFE
VOJRVFMZ CZ JEFOUJGZJOH UIF WBMVF PG UIF EFTJSFE BOUJEFSJWBUJWF BU B TJOHMF QPJOU 'PS FYBNQMF

 $POTUSVDUJOH "DDVSBUF (SBQIT PG "OUJEFSJWBUJWFT
TVQQPTF UIBU f JT UIF GVODUJPO HJWFO BU MFGU JO 'JHVSF 
1 3 5
-3
-1
1
3
f
2 4
-2
2
F
G
H
'JHVSF  "U MFGU UIF HSBQI PG y ! f (x) "U SJHIU UISFF EJЙFSFOU BOUJEFSJWBUJWFT PG f 
BOE XF TBZ UIBU F JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG f UIBU TBUJTКFT F(0) ! 1
5IFO VTJOH &RVBUJPO 	
 XF DBO DPNQVUF F(1) ! 1.5 F(2) ! 1.5 F(3) ! −0.5 F(4) ! −2
F(5) ! −0.5 BOE F(6) ! 1 QMVT XF DBO VTF UIF GBDU UIBU F′ ! f UP BTDFSUBJO XIFSF F JT
JODSFBTJOH BOE EFDSFBTJOH DPODBWF VQ BOE DPODBWF EPXO BOE IBT SFMBUJWF FYUSFNFT BOE JO
ЛFDUJPO QPJOUT 5ISPVHI XPSL TJNJMBS UP XIBU XF FODPVOUFSFE JO 1SFWJFX "DUJWJUZ  BOE
"DUJWJUZ  XF VMUJNBUFMZ КOE UIBU UIF HSBQI PG F JT UIF POF HJWFO JO CMVF JO 'JHVSF 
*G XF JOTUFBE DIPTF UP DPOTJEFS B GVODUJPOG UIBU JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG f CVU IBT UIF QSPQFSUZ
UIBU G(0) ! 3 UIFO GXJMM IBWF UIF FYBDU TBNF TIBQF BT F 	TJODF CPUI TIBSF UIF EFSJWBUJWF f 

CVU G XJMM CF TIJGUFE WFSUJDBMMZ BXBZ GSPN UIF HSBQI PG F BT QJDUVSFE JO SFE JO 'JHVSF 
/PUF UIBU G(1) − G(0) ! ∫ 10 f (x) dx ! 0.5 KVTU BT F(1) − F(0) ! 0.5, CVU TJODF G(0) ! 3
G(1) ! G(0) + 0.5 ! 3.5 XIFSFBT F(1) ! F(0) + 0.5 ! 1.5 TJODF F(0) ! 1 *O UIF TBNF XBZ JG
XF BTTJHOFE B EJЙFSFOU JOJUJBM WBMVF UP UIF BOUJEFSJWBUJWF TBZ H(0) ! −1 XF XPVME HFU TUJMM
BOPUIFS BOUJEFSJWBUJWF BT TIPXO JO NBHFOUB JO 'JHVSF 
5IJT FYBNQMF EFNPOTUSBUFT BO JNQPSUBOU GBDU UIBU IPMET NPSF HFOFSBMMZ
*G G BOE H BSF CPUI BOUJEFSJWBUJWFT PG B GVODUJPO f  UIFO UIF GVODUJPO G − H NVTU CF
DPOTUBOU
5P TFF XIZ UIJT SFTVMU IPMET PCTFSWF UIBU JG G BOE H BSF CPUI BOUJEFSJWBUJWFT PG f  UIFO
G′ ! f BOE H′ ! f  )FODF
d
dx
[G(x) − H(x)] ! G′(x) − H′(x) ! f (x) − f (x) ! 0
4JODF UIF POMZ XBZ B GVODUJPO DBO IBWF EFSJWBUJWF [FSP JT CZ CFJOH B DPOTUBOU GVODUJPO JU
GPMMPXT UIBU UIF GVODUJPO G − H NVTU CF DPOTUBOU
'VSUIFS XF OPX TFF UIBU JG B GVODUJPO IBT B TJOHMF BOUJEFSJWBUJWF JUNVTU IBWF JOКOJUFMZNBOZ
XF DBO BEE BOZ DPOTUBOU PG PVS DIPJDF UP UIF BOUJEFSJWBUJWF BOE HFU BOPUIFS BOUJEFSJWBUJWF

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
'PS UIJT SFBTPO XF TPNFUJNFT SFGFS UP UIF HFOFSBM BOUJEFSJWBUJWF PG B GVODUJPO f  'PS FYBNQMF JG
f (x) ! x2 JUT HFOFSBM BOUJEFSJWBUJWF JT F(x) ! 13 x3+C XIFSF XF JODMVEF UIF ɔ+Cɕ UP JOEJDBUF
UIBU F JODMVEFT BMM PG UIF QPTTJCMF BOUJEFSJWBUJWFT PG f  5P JEFOUJGZ B QBSUJDVMBS BOUJEFSJWBUJWF
PG f  XF NVTU CF QSPWJEFE B TJOHMF WBMVF PG UIF BOUJEFSJWBUJWF F 	UIJT WBMVF JT PGUFO DBMMFE
BO JOJUJBM DPOEJUJPO
 *O UIF QSFTFOU FYBNQMF TVQQPTF UIBU DPOEJUJPO JT F(2) ! 3 TVCTUJUVUJOH
UIF WBMVF PG  GPS x JO F(x) ! 13x3 + C XF КOE UIBU
3 ! 13 (2)
3
+ C,
BOE UIVT C ! 3 − 83 ! 13  5IFSFGPSF UIF QBSUJDVMBS BOUJEFSJWBUJWF JO UIJT DBTF JT F(x) !
1
3x
3 + 13 .
"DUJWJUZ  'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH GVODUJPOT TLFUDI BO BDDVSBUF HSBQI PG UIF BO
UJEFSJWBUJWF UIBU TBUJTКFT UIF HJWFO JOJUJBM DPOEJUJPO *O BEEJUJPO TLFUDI UIF HSBQI PG
UXP BEEJUJPOBM BOUJEFSJWBUJWFT PG UIF HJWFO GVODUJPO BOE TUBUF UIF DPSSFTQPOEJOH JOJ
UJBM DPOEJUJPOT UIBU FBDI PG UIFN TBUJTGZ *G QPTTJCMF КOE BO BMHFCSBJD GPSNVMB GPS UIF
BOUJEFSJWBUJWF UIBU TBUJTКFT UIF JOJUJBM DPOEJUJPO
B PSJHJOBM GVODUJPO !(x) ! |x | − 1 JOJUJBM DPOEJUJPO G(−1) ! 0 JOUFSWBM GPS TLFUDI
[−2, 2]
C PSJHJOBM GVODUJPO h(x) ! sin(x) JOJUJBM DPOEJUJPO H(0) ! 1 JOUFSWBM GPS TLFUDI
[0, 4π]
D PSJHJOBM GVODUJPO p(x) !
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x2 , JG 0 < x ≤ 1
−(x − 2)2 , JG 1 < x < 2
0 PUIFSXJTF
 JOJUJBM DPOEJUJPO P(0) ! 1
JOUFSWBM GPS TLFUDI [−1, 3]
 'VODUJPOT EFКOFE CZ JOUFHSBMT
*O &RVBUJPO 	
 XF GPVOE BO JNQPSUBOU SVMF UIBU FOBCMFT VT UP DPNQVUF UIF WBMVF PG
UIF BOUJEFSJWBUJWF F BU B QPJOU b QSPWJEFE UIBU XF LOPX F(a) BOE DBO FWBMVBUF UIF EFКOJUF
JOUFHSBM GSPN a UP b PG f  "HBJO UIBU SVMF JT
F(b) ! F(a) +
∫ b
a
f (x) dx.
*O TFWFSBM FYBNQMFT XF IBWF VTFE UIJT GPSNVMB UP DPNQVUF TFWFSBM EJЙFSFOU WBMVFT PG F(b)
BOE UIFO QMPUUFE UIF QPJOUT (b , F(b)) UP BTTJTU VT JO HFOFSBUJOH BO BDDVSBUF HSBQI PG F 5IBU
TVHHFTUT UIBU XF NBZ XBOU UP UIJOL PG b UIF VQQFS MJNJU PG JOUFHSBUJPO BT B WBSJBCMF JUTFMG
5P UIBU FOE XF JOUSPEVDF UIF JEFB PG BO JOUFHSBM GVODUJPO B GVODUJPO XIPTF GPSNVMB JOWPMWFT
B EFКOJUF JOUFHSBM

 $POTUSVDUJOH "DDVSBUF (SBQIT PG "OUJEFSJWBUJWFT
(JWFO B DPOUJOVPVT GVODUJPO f  XF EFКOF UIF DPSSFTQPOEJOH JOUFHSBM GVODUJPOA BDDPSE
JOH UP UIF SVMF
A(x) !
∫ x
a
f (t) dt . 	

/PUF QBSUJDVMBSMZ UIBU CFDBVTF XF BSF VTJOH UIF WBSJBCMF x BT UIF JOEFQFOEFOU WBSJBCMF JO
UIF GVODUJPO A BOE x EFUFSNJOFT UIF PUIFS FOEQPJOU PG UIF JOUFSWBM PWFS XIJDI XF JOUFHSBUF
	TUBSUJOH GSPN a
 XF OFFE UP VTF B WBSJBCMF PUIFS UIBO x BT UIF WBSJBCMF PG JOUFHSBUJPO "
TUBOEBSE DIPJDF JT t CVU BOZ WBSJBCMF PUIFS UIBO x JT BDDFQUBCMF
0OF XBZ UP UIJOL PG UIF GVODUJPO A JT BT UIF ɔOFUTJHOFE BSFB GSPN a VQ UP xɕ GVODUJPO
XIFSF XF DPOTJEFS UIF SFHJPO CPVOEFE CZ y ! f (t) PO UIF SFMFWBOU JOUFSWBM 'PS FYBNQMF JO
'JHVSF  XF TFF B HJWFO GVODUJPO f QJDUVSFE BU MFGU BOE JUT DPSSFTQPOEJOH BSFB GVODUJPO
	DIPPTJOH a ! 0
 A(x) ! ∫ x0 f (t) dt TIPXO BU SJHIU
-1
1
y= f (t)
π 2π
x
1
3
π 2π
x
A(x)
'JHVSF  "U MFGU UIF HSBQI PG UIF HJWFO GVODUJPO f  "U SJHIU UIF BSFB GVODUJPO A(x) !∫ x
0 f (t) dt
/PUF QBSUJDVMBSMZ UIBU UIF GVODUJPO A NFBTVSFT UIF OFUTJHOFE BSFB GSPN t ! 0 UP t ! x
CPVOEFE CZ UIF DVSWF y ! f (t) UIJT WBMVF JT UIFO SFQPSUFE BT UIF DPSSFTQPOEJOH IFJHIU PO
UIF HSBQI PG y ! A(x) *U JT FWFO NPSF OBUVSBM UP UIJOL PG UIJT SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO f BOE A
EZOBNJDBMMZ "U IUUQHWTVFEVTD[ XF КOE B KBWB BQQMFUy UIBU CSJOHT UIF TUBUJD QJDUVSF
JO 'JHVSF  UP MJGF 5IFSF UIF VTFS DBO NPWF UIF SFE QPJOU PO UIF GVODUJPO f BOE TFF IPX
UIF DPSSFTQPOEJOH IFJHIU DIBOHFT BU UIF MJHIU CMVF QPJOU PO UIF HSBQI PG A
5IF DIPJDF PG a JT TPNFXIBU BSCJUSBSZ *O UIF BDUJWJUZ UIBU GPMMPXT XF FYQMPSF IPX UIF
WBMVF PG a BЙFDUT UIF HSBQI PG UIF JOUFHSBM GVODUJPO BT XFMM BT TPNF BEEJUJPOBM SFMBUFE JT
y%BWJE "VTUJO (SBOE 7BMMFZ 4UBUF 6OJWFSTJUZ

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
TVFT
"DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU ! JT HJWFO CZ UIF HSBQI BU MFGU JO 'JHVSF  BOE UIBU A JT
UIF DPSSFTQPOEJOH JOUFHSBM GVODUJPO EFКOFE CZ A(x) ! ∫ x1 !(t) dt
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'JHVSF  "U MFGU UIF HSBQI PG y ! !(t) BU SJHIU BYFT GPS QMPUUJOH y ! A(x) XIFSF A
JT EFКOFE CZ UIF GPSNVMB A(x) ! ∫ x1 !(t) dt
B 0O XIBU JOUFSWBM	T
 JT A BO JODSFBTJOH GVODUJPO 0O XIBU JOUFSWBMT JT A EFDSFBT
JOH 8IZ 
C 0O XIBU JOUFSWBM	T
 EP ZPV UIJOL A JT DPODBWF VQ DPODBWF EPXO 8IZ 
D "U XIBU QPJOU	T
 EPFT A IBWF B SFMBUJWF NJOJNVN B SFMBUJWF NBYJNVN 
E 6TF UIF HJWFO JOGPSNBUJPO UP EFUFSNJOF UIF FYBDU WBMVFT PG A(0) A(1) A(2) A(3)
A(4) A(5) BOE A(6)
F #BTFE PO ZPVS SFTQPOTFT UP BMM PG UIF QSFDFEJOH RVFTUJPOT TLFUDI B DPNQMFUF BOE
BDDVSBUF HSBQI PG y ! A(x) PO UIF BYFT QSPWJEFE CFJOH TVSF UP JOEJDBUF UIF CFIBW
JPS PG A GPS x < 0 BOE x > 6
G )PX EPFT UIF HSBQI PG B DPNQBSF UPA JG B JT JOTUFBE EFКOFE CZ B(x) ! ∫ x0 !(t) dt 
4VNNBSZ
ə (JWFO UIF HSBQI PG B GVODUJPO f  XF DBO DPOTUSVDU UIF HSBQI PG JUT BOUJEFSJWBUJWF F
QSPWJEFE UIBU 	B
 XF LOPX B TUBSUJOH WBMVF PG F TBZ F(a) BOE 	C
 XF DBO FWBMVBUF UIF

 $POTUSVDUJOH "DDVSBUF (SBQIT PG "OUJEFSJWBUJWFT
JOUFHSBM
∫ b
a f (x) dx FYBDUMZ GPS SFMFWBOU DIPJDFT PG a BOE b 'PS JOTUBODF JG XF XJTI UP
LOPX F(3) XF DBO DPNQVUF F(3) ! F(a) + ∫ 3a f (x) dx 8IFO XF DPNCJOF UIJT JOGPS
NBUJPO BCPVU UIF GVODUJPO WBMVFT PG F UPHFUIFS XJUI PVS VOEFSTUBOEJOH PG IPX UIF
CFIBWJPS PG F′ ! f BЙFDUT UIF PWFSBMM TIBQF PG F XF DBO EFWFMPQ B DPNQMFUFMZ BDDVSBUF
HSBQI PG UIF BOUJEFSJWBUJWF F
ə #FDBVTF UIF EFSJWBUJWF PG B DPOTUBOU JT [FSP JG F JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG f  JU GPMMPXT UIBU
G(x) ! F(x) + C XJMM BMTP CF BO BOUJEFSJWBUJWF PG f  .PSFPWFS BOZ UXP BOUJEFSJWBUJWFT
PG B GVODUJPO f EJЙFS QSFDJTFMZ CZ B DPOTUBOU 5IVT BOZ GVODUJPO XJUI BU MFBTU POF
BOUJEFSJWBUJWF JO GBDU IBT JOКOJUFMZ NBOZ BOE UIF HSBQIT PG BOZ UXP BOUJEFSJWBUJWFT
XJMM EJЙFS POMZ CZ B WFSUJDBM USBOTMBUJPO
ə (JWFO B GVODUJPO f  UIF SVMF A(x) ! ∫ xa f (t) dt EFКOFT B OFX GVODUJPO A UIBU NFBTVSFT
UIF OFUTJHOFE BSFB CPVOEFE CZ f PO UIF JOUFSWBM [a , x] 8F DBMM UIF GVODUJPO A UIF
JOUFHSBM GVODUJPO DPSSFTQPOEJOH UP f 
&YFSDJTFT
 6TF UIF HSBQI PG f (x) TIPXO CFMPX UP КOE UIF GPMMPXJOH JOUFHSBMT
"
∫ 0
−5 f (x)dx !
# *G UIF WFSUJDBM SFE TIBEFE BSFB JO UIF HSBQI IBT BSFBA FTUJNBUF
∫ 7
−5 f (x)dx !
	:PVS FTUJNBUF NBZ CF XSJUUFO JO UFSNT PG A

 $POTJEFS UIF HSBQI PG UIF GVODUJPO f (x) TIPXO CFMPX
	$MJDL PO UIF HSBQI GPS B MBSHFS WFSTJPO

" &TUJNBUF UIF JOUFHSBM∫ 7
0 f (x)dx ≈
# *G F JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG UIF TBNF GVODUJPO f BOE F(0) ! 40 FTUJNBUF F(7)
F(7) ≈
 "TTVNF f ′ JT HJWFO CZ UIF HSBQI CFMPX 4VQQPTF f JT DPOUJOVPVT BOE UIBU f (5) ! 0

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
4LFUDI PO B TIFFU PG XPSL QBQFS BO BDDVSBUF HSBQI PG f  BOE VTF JU UP КOE FBDI PG
f (0) !
BOE
f (7) !
5IFO КOE UIF WBMVF PG UIF JOUFHSBM∫ 7
0 f
′(x) dx !
	/PUF UIBU ZPV DBO EP UIJT JO UXP EJЙFSFOU XBZT

 5IF КHVSF CFMPX TIPXT f 
*G F′ ! f BOE F(0) ! 0 КOE F(b) GPS b !      BOE КMM UIFTF WBMVFT JO UIF GPMMPXJOH
UBCMF
b      
F(b)
 " NPWJOH QBSUJDMF IBT JUT WFMPDJUZ HJWFO CZ UIF RVBESBUJD GVODUJPO v QJDUVSFE JO 'JH
VSF  *O BEEJUJPO JU JT HJWFO UIBUA1 ! 76 BOEA2 ! 83  BT XFMM BT UIBU GPS UIF DPSSFTQPOEJOH
QPTJUJPO GVODUJPO s s(0) ! 0.5
B 6TF UIF HJWFO JOGPSNBUJPO UP EFUFSNJOF s(1) s(3) s(5) BOE s(6)
C 0O XIBU JOUFSWBM	T
 JT s JODSFBTJOH 0O XIBU JOUFSWBM	T
 JT s EFDSFBTJOH 
D 0O XIBU JOUFSWBM	T
 JT s DPODBWF VQ 0O XIBU JOUFSWBM	T
 JT s DPODBWF EPXO 
E 4LFUDI BO BDDVSBUF MBCFMFE HSBQI PG s PO UIF BYFT BU SJHIU JO 'JHVSF 
F /PUF UIBU v(t) ! −2 + 12 (t − 3)2 'JOE B GPSNVMB GPS s

 $POTUSVDUJOH "DDVSBUF (SBQIT PG "OUJEFSJWBUJWFT
1 6
-3
3
v
A1
A2
t
2 4 6
-3
-1
1
3
t
s
'JHVSF  "U MFGU UIF HJWFO HSBQI PG v "U SJHIU BYFT GPS QMPUUJOH s
 " QFSTPO FYFSDJTJOH PO B USFBENJMM FYQFSJFODFT EJЙFSFOU MFWFMT PG SFTJTUBODF BOE UIVT
CVSOT DBMPSJFT BU EJЙFSFOU SBUFT EFQFOEJOH PO UIF USFBENJMMɒT TFUUJOH *O B QBSUJDVMBS XPSL
PVU UIF SBUF BU XIJDI B QFSTPO JT CVSOJOH DBMPSJFT JT HJWFO CZ UIF QJFDFXJTF DPOTUBOU GVODUJPO
c QJDUVSFE JO 'JHVSF  /PUF UIBU UIF VOJUT PO c BSF ɔDBMPSJFT QFS NJOVUFɕ
10 20 30
5
10
15
c
cal/min
min
10 20 30
'JHVSF  "U MFGU UIF HJWFO HSBQI PG c "U SJHIU BYFT GPS QMPUUJOH C
B -FU C CF BO BOUJEFSJWBUJWF PG c 8IBU EPFT UIF GVODUJPO C NFBTVSF 8IBU BSF JUT VOJUT 

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
C "TTVNF UIBUC(0) ! 0 %FUFSNJOF UIF FYBDU WBMVF PGC(t) BU UIF WBMVFT t ! 5, 10, 15, 20, 25, 30
D 4LFUDI BO BDDVSBUF HSBQI PG C PO UIF BYFT QSPWJEFE BU SJHIU JO 'JHVSF  #F DFSUBJO
UP MBCFM UIF TDBMF PO UIF WFSUJDBM BYJT
E %FUFSNJOF B GPSNVMB GPS C UIBU EPFT OPU JOWPMWF BO JOUFHSBM BOE JT WBMJE GPS 5 ≤ t ≤ 10
 $POTJEFS UIF QJFDFXJTF MJOFBS GVODUJPO f HJWFO JO 'JHVSF  -FU UIF GVODUJPOTA B BOE
C CF EFКOFE CZ UIF SVMFT A(x) ! ∫ x−1 f (t) dt B(x) ! ∫ x0 f (t) dt BOE C(x) ! ∫ x1 f (t) dt
B 'PS UIF WBMVFT x ! −1, 0, 1, . . . , 6 NBLF B UBCMF UIBU MJTUT DPSSFTQPOEJOH WBMVFT PG A(x)
B(x) BOE C(x)
C 0O UIF BYFT QSPWJEFE JO 'JHVSF  TLFUDI UIF HSBQIT PG A B BOE C
D )PX BSF UIF HSBQIT PG A B BOE C SFMBUFE 
E )PXXPVME ZPV CFTU EFTDSJCF UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF GVODUJPOA BOE UIF GVODUJPO
f  
1 3 5
-3
-1
1
3
f
1 3 5
-3
-1
1
3
'JHVSF  "U MFGU UIF HJWFO HSBQI PG f  "U SJHIU BYFT GPS QMPUUJOH A B BOE C

 5IF 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
 5IF 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX EPFT UIF JOUFHSBM GVODUJPO A(x) ! ∫ x1 f (t) dt EFКOF BO BOUJEFSJWBUJWF PG f  
ə 8IBU JT UIF TUBUFNFOU PG UIF 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT 
ə )PXEP UIF 'JSTU BOE 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFNT PG $BMDVMVT FOBCMF VT UP GPSNBMMZ
TFF IPX EJЙFSFOUJBUJPO BOE JOUFHSBUJPO BSF BMNPTU JOWFSTF QSPDFTTFT 
*O 4FDUJPO  XF MFBSOFE UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT 	'5$
 XIJDI GSPN IFSF
GPSXBSE XJMM CF SFGFSSFE UP BT UIF 'JSTU 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT BT JO UIJT TFDUJPO
XF EFWFMPQ B DPSSFTQPOEJOH SFTVMU UIBU GPMMPXT JU *O QBSUJDVMBS SFDBMM UIBU UIF 'JSTU '5$ UFMMT
VT UIBU JG f JT B DPOUJOVPVT GVODUJPO PO [a , b] BOE F JT BOZ BOUJEFSJWBUJWF PG f 	UIBU JT F′ ! f 

UIFO ∫ b
a
f (x) dx ! F(b) − F(a).
8F IBWF UZQJDBMMZ VTFE UIJT SFTVMU JO UXP TFUUJOHT 	
 XIFSF f JT B GVODUJPO XIPTF HSBQI
XF LOPX BOE GPS XIJDI XF DBO DPNQVUF UIF FYBDU BSFB CPVOEFE CZ f PO B DFSUBJO JOUFSWBM
[a , b] XF DBO DPNQVUF UIF DIBOHF JO BO BOUJEFSJWBUJWF F PWFS UIF JOUFSWBM BOE 	
 XIFSF f
JT B GVODUJPO GPS XIJDI JU JT FBTZ UP EFUFSNJOF BO BMHFCSBJD GPSNVMB GPS BO BOUJEFSJWBUJWF XF
NBZ FWBMVBUF UIF JOUFHSBM FYBDUMZ BOE IFODF EFUFSNJOF UIF OFUTJHOFE BSFB CPVOEFE CZ UIF
GVODUJPO PO UIF JOUFSWBM 'PS UIF GPSNFS TFF 1SFWJFX "DUJWJUZ  PS "DUJWJUZ  'PS UIF
MBUUFS XF DBO FBTJMZ FWBMVBUF FYBDUMZ JOUFHSBMT TVDI BT∫ 4
1
x2 dx ,
TJODF XF LOPX UIBU UIF GVODUJPO F(x) ! 13 x3 JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG f (x) ! x2 5IVT∫ 4
1
x2 dx !
1
3 x
3----41
!
1
3 (4)
3 − 13 (1)
3
! 21.
)FSF XF TFF UIBU UIF 'JSTU '5$ DBO CF WJFXFE GSPN BU MFBTU UXP QFSTQFDUJWFT КSTU BT B UPPM UP
КOE UIF EJЙFSFODF F(b)−F(a) GPS BO BOUJEFSJWBUJWF F PG UIF JOUFHSBOE f  *O UIJT TJUVBUJPO XF
OFFE UP CF BCMF UP EFUFSNJOF UIF WBMVF PG UIF JOUFHSBM
∫ b
a f (x) dx FYBDUMZ QFSIBQT UISPVHI
LOPXO HFPNFUSJD GPSNVMBT GPS BSFB *U JT QPTTJCMF UIBU XF NBZ OPU IBWF B GPSNVMB GPS F
JUTFMG 'SPN B TFDPOE QFSTQFDUJWF UIF 'JSTU '5$ QSPWJEFT B XBZ UP КOE UIF FYBDU WBMVF PG B
EFКOJUF JOUFHSBM BOE IFODF B DFSUBJO OFUTJHOFE BSFB FYBDUMZ CZ КOEJOH BO BOUJEFSJWBUJWF PG

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
UIF JOUFHSBOE BOE FWBMVBUJOH JUT UPUBM DIBOHF PWFS UIF JOUFSWBM *O UIJT MBUUFS DBTF XF OFFE
UP LOPX B GPSNVMB GPS UIF BOUJEFSJWBUJWF F BT UIJT FOBCMFT VT UP DPNQVUF OFUTJHOFE BSFBT
FYBDUMZ UISPVHI EFКOJUF JOUFHSBMT BT EFNPOTUSBUFE JO 'JHVSF 
10
20
1 2 3 4
f (x) = x2
∫
4
1
x2 dx= 21
10
20
1 2 3 4
F(x) = 1
3
x3
(1, 1
3
)
(4, 64
3
)
F(4)−F(1) = 21
'JHVSF  "U MFGU UIF HSBQI PG f (x) ! x2 PO UIF JOUFSWBM [1, 4] BOE UIF BSFB JU CPVOET "U
SJHIU UIF BOUJEFSJWBUJWF GVODUJPO F(x) ! 13x3 XIPTF UPUBM DIBOHF PO [1, 4] JT UIF WBMVF PG UIF
EFКOJUF JOUFHSBM BU MFGU
8F SFDBMM GVSUIFS UIBU UIF WBMVF PG B EFКOJUF JOUFHSBM NBZ IBWF BEEJUJPOBM NFBOJOH EFQFOE
JOH PO DPOUFYU DIBOHF JO QPTJUJPO XIFO UIF JOUFHSBOE JT B WFMPDJUZ GVODUJPO UPUBM QPMMVUBOU
MFBLFE GSPN B UBOLXIFO UIF JOUFHSBOE JT UIF SBUF BU XIJDI QPMMVUJPO JT MFBLJOH PS PUIFS UPUBM
DIBOHFT UIBU DPSSFTQPOE UP B HJWFO SBUF GVODUJPO UIBU JT UIF JOUFHSBOE *O BEEJUJPO UIF WBMVF
PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM JT BMXBZT DPOOFDUFE UP UIF BWFSBHF WBMVF PG B DPOUJOVPVT GVODUJPO PO
B HJWFO JOUFSWBM fAVG[a ,b] ! 1b−a
∫ b
a f (x) dx
/FYU SFNFNCFS UIBU JO UIF MBTU QBSU PG 4FDUJPO  XF TUVEJFE JOUFHSBM GVODUJPOT PG UIF GPSN
A(x) ! ∫ xc f (t) dt 'JHVSF  JT B QBSUJDVMBSMZ JNQPSUBOU JNBHF UP LFFQ JO NJOE BT XF
XPSLXJUI JOUFHSBM GVODUJPOT BOE UIF DPSSFTQPOEJOH KBWB BQQMFU BU HWTVFEVTD[ JT MJLFXJTF
GPVOEBUJPOBM UP PVS VOEFSTUBOEJOH PG UIF GVODUJPO A *O XIBU GPMMPXT XF VTF UIF 'JSTU '5$
UP HBJO BEEJUJPOBM VOEFSTUBOEJOH PG UIF GVODUJPO A(x) ! ∫ xc f (t) dt XIFSF UIF JOUFHSBOE f JT
HJWFO 	FJUIFS UISPVHI B HSBQI PS B GPSNVMB
 BOE c JT B DPOTUBOU *O QBSUJDVMBS XF JOWFTUJHBUF
GVSUIFS UIF TQFDJBM OBUVSF PG UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF GVODUJPOT A BOE f 
1SFWJFX "DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GVODUJPO A EFКOFE CZ UIF SVMF
A(x) !
∫ x
1
f (t) dt ,

 5IF 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
XIFSF f (t) ! 4 − 2t
B $PNQVUF A(1) BOE A(2) FYBDUMZ
C 6TF UIF 'JSTU 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT UP КOE B GPSNVMB GPS A(x) UIBU
EPFT OPU JOWPMWF JOUFHSBMT 5IBU JT VTF UIF КSTU '5$ UP FWBMVBUF
∫ x
1 (4 − 2t) dt
D 0CTFSWF UIBU f JT B MJOFBS GVODUJPO XIBU LJOE PG GVODUJPO JT A 
E 6TJOH UIF GPSNVMB ZPV GPVOE JO 	C
 UIBU EPFT OPU JOWPMWF JOUFHSBMT DPNQVUF A′(x)
F 8IJMF XF IBWF EFКOFE f CZ UIF SVMF f (t) ! 4 − 2t JU JT FRVJWBMFOU UP TBZ UIBU f
JT HJWFO CZ UIF SVMF f (x) ! 4 − 2x 8IBU EP ZPV PCTFSWF BCPVU UIF SFMBUJPOTIJQ
CFUXFFO A BOE f  
 5IF 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
5IF SFTVMU PG 1SFWJFX "DUJWJUZ  JT OPU QBSUJDVMBS UP UIF GVODUJPO f (t) ! 4 − 2t OPS UP UIF
DIPJDF PG ɔ1ɕ BT UIF MPXFS CPVOE JO UIF JOUFHSBM UIBU EFКOFT UIF GVODUJPO A 'PS JOTUBODF JG
XF MFU f (t) ! cos(t) − t BOE TFU A(x) ! ∫ x2 f (t) dt UIFO XF DBO EFUFSNJOF B GPSNVMB GPS A
XJUIPVU JOUFHSBMT CZ UIF 'JSTU '5$ 4QFDJКDBMMZ
A(x) !
∫ x
2
(cos(t) − t) dt
! sin(t) − 12 t
2----x2
! sin(x) − 12x
2 − (sin(2) − 2) .
%JЙFSFOUJBUJOH A(x) TJODF (sin(2) − 2) JT DPOTUBOU JU GPMMPXT UIBU
A′(x) ! cos(x) − x ,
BOE UIVT XF TFF UIBU A′(x) ! f (x) 5IJT UFMMT VT UIBU GPS UIJT QBSUJDVMBS DIPJDF PG f  A JT BO
BOUJEFSJWBUJWF PG f  .PSF TQFDJКDBMMZ TJODFA(2) ! ∫ 22 f (t) dt ! 0A JT UIF POMZ BOUJEFSJWBUJWF
PG f GPS XIJDI A(2) ! 0
*O HFOFSBM JG f JT BOZ DPOUJOVPVT GVODUJPO BOE XF EFКOF UIF GVODUJPO A CZ UIF SVMF
A(x) !
∫ x
c
f (t) dt ,
XIFSF c JT BO BSCJUSBSZ DPOTUBOU UIFO XF DBO TIPX UIBU A JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG f  5P TFF
XIZ MFUɒT EFNPOTUSBUF UIBUA′(x) ! f (x) CZVTJOH UIF MJNJU EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF %PJOH
TP XF PCTFSWF UIBU
A′(x) ! lim
h→0
A(x + h) − A(x)
h
! lim
h→0
∫ x+h
c f (t) dt −
∫ x
c f (t) dt
h

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
! lim
h→0
∫ x+h
x f (t) dt
h
, 	

XIFSF &RVBUJPO 	
 JO UIF QSFDFEJOH DIBJO GPMMPXT GSPN UIF GBDU UIBU
∫ x
c f (t) dt+
∫ x+h
x f (t) dt !∫ x+h
c f (t) dt /PX PCTFSWF UIBU GPS TNBMM WBMVFT PG h∫ x+h
x
f (t) dt ≈ f (x) · h ,
CZ B TJNQMF MFGUIBOE BQQSPYJNBUJPO PG UIF JOUFHSBM 5IVT BT XF UBLF UIF MJNJU JO &RVB
UJPO 	
 JU GPMMPXT UIBU
A′(x) ! lim
h→0
∫ x+h
x f (t) dt
h
! lim
h→0
f (x) · h
h
! f (x).
)FODF A JT JOEFFE BO BOUJEFSJWBUJWF PG f  *O BEEJUJPO A(c) ! ∫ cc f (t) dt ! 0. 5IF QSFDFEJOH
BSHVNFOU EFNPOTUSBUFT UIF USVUI PG UIF 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT XIJDI
XF TUBUF BT GPMMPXT
5IF 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
*G f JT B DPOUJOVPVT GVODUJPO BOE c JT BOZ DPOTUBOU UIFO f IBT B VOJRVF BOUJEFSJWBUJWF
A UIBU TBUJTКFT A(c) ! 0 BOE UIBU BOUJEFSJWBUJWF JT HJWFO CZ UIF SVMF A(x) ! ∫ xc f (t) dt
"DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU f JT UIF GVODUJPO HJWFO JO 'JHVSF  BOE UIBU f JT B QJFDF
XJTF GVODUJPO XIPTF QBSUT BSF FJUIFS QPSUJPOT PG MJOFT PS QPSUJPOT PG DJSDMFT BT QJDUVSFE
1 2 3 4 5 6 7
-1
1
y= f (x)
'JHVSF  "U MFGU UIF HSBQI PG y ! f (x) "U SJHIU BYFT GPS TLFUDIJOH y ! A(x)
*O BEEJUJPO MFU A CF UIF GVODUJPO EFКOFE CZ UIF SVMF A(x) ! ∫ x2 f (t) dt
B 8IBU EPFT UIF 4FDPOE '5$ UFMM VT BCPVU UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO A BOE f  
C $PNQVUF A(1) BOE A(3) FYBDUMZ
D 4LFUDI B QSFDJTF HSBQI PG y ! A(x) PO UIF BYFT BU SJHIU UIBU BDDVSBUFMZ SFЛFDUT
XIFSF A JT JODSFBTJOH BOE EFDSFBTJOH XIFSF A JT DPODBWF VQ BOE DPODBWF EPXO
BOE UIF FYBDU WBMVFT PG A BU x ! 0, 1, . . . , 7

 5IF 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
E )PX JT A TJNJMBS UP CVU EJЙFSFOU GSPN UIF GVODUJPO F UIBU ZPV GPVOE JO "DUJW
JUZ  
F 8JUI BT MJUUMF BEEJUJPOBM XPSL BT QPTTJCMF TLFUDI QSFDJTF HSBQIT PG UIF GVODUJPOT
B(x) ! ∫ x3 f (t) dt BOE C(x) ! ∫ x1 f (t) dt +VTUJGZ ZPVS SFTVMUT XJUI BU MFBTU POF
TFOUFODF PG FYQMBOBUJPO
 6OEFSTUBOEJOH *OUFHSBM 'VODUJPOT
5IF 4FDPOE '5$ QSPWJEFT VT XJUI B NFBOT UP DPOTUSVDU BO BOUJEFSJWBUJWF PG BOZ DPOUJOV
PVT GVODUJPO *O QBSUJDVMBS JG XF BSF HJWFO B DPOUJOVPVT GVODUJPO ! BOE XJTI UP КOE BO
BOUJEFSJWBUJWF PG G XF DBO OPX TBZ UIBU
G(x) !
∫ x
c
!(t) dt
QSPWJEFT UIF SVMF GPS TVDI BO BOUJEFSJWBUJWF BOE NPSFPWFS UIBU G(c) ! 0 /PUF FTQFDJBMMZ
UIBU XF LOPX UIBU G′(x) ! !(x) 8F TPNFUJNFT XBOU UP XSJUF UIJT SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO G
BOE ! GSPN B EJЙFSFOU OPUBUJPOBM QFSTQFDUJWF *O QBSUJDVMBS PCTFSWF UIBU
d
dx
[∫ x
c
!(t) dt
]
! !(x). 	

5IJT SFTVMU DBO CF QBSUJDVMBSMZ VTFGVM XIFO XFɒSF HJWFO BO JOUFHSBM GVODUJPO TVDI BT G BOE
XJTI UP VOEFSTUBOE QSPQFSUJFT PG JUT HSBQI CZ SFDPHOJ[JOH UIBU G′(x) ! !(x) XIJMF OPU OFD
FTTBSJMZ CFJOH BCMF UP FYBDUMZ FWBMVBUF UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ x
c !(t) dt 5P TFF IPX UIJT JT UIF
DBTF XF DPOTJEFS UIF GPMMPXJOH FYBNQMF
&YBNQMF  *OWFTUJHBUF UIF CFIBWJPS PG UIF JOUFHSBM GVODUJPO
E(x) !
∫ x
0
e−t2 dt .
4PMVUJPO E JT DMPTFMZ SFMBUFE UP UIFXFMM LOPXO FSSPS GVODUJPOy B GVODUJPO UIBU JT QBSUJDVMBSMZ
JNQPSUBOU JO QSPCBCJMJUZ BOE TUBUJTUJDT *U UVSOT PVU UIBU UIF GVODUJPO e−t2 EPFT OPU IBWF BO
FMFNFOUBSZ BOUJEFSJWBUJWF UIBU XF DBO FYQSFTT XJUIPVU JOUFHSBMT 5IBU JT XIFSFBT B GVODUJPO
TVDI BT f (t) ! 4 − 2t IBT FMFNFOUBSZ BOUJEFSJWBUJWF F(t) ! 4t − t2 XF BSF VOBCMF UP КOE B
TJNQMF GPSNVMB GPS BO BOUJEFSJWBUJWF PG e−t2 UIBU EPFT OPU JOWPMWF B EFКOJUF JOUFHSBM 8F
XJMM MFBSO NPSF BCPVU КOEJOH 	DPNQMJDBUFE
 BMHFCSBJD GPSNVMBT GPS BOUJEFSJWBUJWFT XJUIPVU
EFКOJUF JOUFHSBMT JO UIF DIBQUFS PO JOКOJUF TFSJFT
3FUVSOJOH PVS BUUFOUJPO UP UIF GVODUJPO E XIJMF XF DBOOPU FWBMVBUF E FYBDUMZ GPS BOZ WBMVF
PUIFS UIBO x ! 0 XF TUJMM DBO HBJO B USFNFOEPVT BNPVOU PG JOGPSNBUJPO BCPVU UIF GVODUJPO
y5IF FSSPS GVODUJPO JT EFКOFE CZ UIF SVMF erf(x) ! 2√
π
∫ x
0 e
−t2 dt BOE IBT UIF LFZ QSPQFSUZ UIBU 0 ≤ erf(x) < 1 GPS
BMM x ≥ 0 BOE NPSFPWFS UIBU limx→∞ erf(x) ! 1

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
E 5P CFHJO BQQMZJOH UIF SVMF JO &RVBUJPO 	
 UP E JU GPMMPXT UIBU
E′(x) ! d
dx
[∫ x
0
e−t2 dt
]
! e−x2 ,
TP XF LOPX B GPSNVMB GPS UIF EFSJWBUJWF PG E .PSFPWFS XF LOPX UIBU E(0) ! 0 5IJT JOGPS
NBUJPO JT QSFDJTFMZ UIF UZQF XF XFSF HJWFO JO QSPCMFNT TVDI BT UIF POF JO "DUJWJUZ  BOE
PUIFST JO 4FDUJPO  XIFSF XF XFSF HJWFO JOGPSNBUJPO BCPVU UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO
CVU MBDLFE B GPSNVMB GPS UIF GVODUJPO JUTFMG
)FSF VTJOH UIF КSTU BOE TFDPOE EFSJWBUJWFT PG E BMPOH XJUI UIF GBDU UIBU E(0) ! 0 XF DBO
EFUFSNJOF NPSF JOGPSNBUJPO BCPVU UIF CFIBWJPS PG E 'JSTU XJUI E′(x) ! e−x2  XF OPUF UIBU
GPS BMM SFBM OVNCFST x e−x2 > 0 BOE UIVT E′(x) > 0 GPS BMM x 5IVT E JT BO BMXBZT JODSFBTJOH
GVODUJPO 'VSUIFS XF OPUF UIBU BT x → ∞ E′(x) ! e−x2 → 0 IFODF UIF TMPQF PG UIF GVODUJPO
E UFOET UP [FSP BT x →∞ 	BOE TJNJMBSMZ BT x → −∞
 *OEFFE JU UVSOT PVU 	EVF UP TPNFNPSF
TPQIJTUJDBUFE BOBMZTJT
 UIBU E IBT IPSJ[POUBM BTZNQUPUFT BT x JODSFBTFT PS EFDSFBTFT XJUIPVU
CPVOE
*O BEEJUJPO XF DBO PCTFSWF UIBU E′′(x) ! −2xe−x2  BOE UIBU E′′(0) ! 0 XIJMF E′′(x) < 0 GPS
x > 0 BOE E′′(x) > 0 GPS x < 0 5IJT JOGPSNBUJPO UFMMT VT UIBU E JT DPODBWF VQ GPS x < 0 BOE
DPODBWF EPXO GPS x > 0 XJUI B QPJOU PG JOЛFDUJPO BU x ! 0
5IF POMZ UIJOH XF MBDL BU UIJT QPJOU JT B TFOTF PG IPX CJH E DBO HFU BT x JODSFBTFT *G XF VTF
B NJEQPJOU 3JFNBOO TVN XJUI  TVCJOUFSWBMT UP FTUJNBUF E(2) XF TFF UIBU E(2) ≈ 0.8822 B
TJNJMBS DBMDVMBUJPO UP FTUJNBUF E(3) TIPXT MJUUMF DIBOHF 	E(3) ≈ 0.8862
 TP JU BQQFBST UIBU BT
x JODSFBTFT XJUIPVU CPVOE E BQQSPBDIFT B WBMVF KVTU MBSHFS UIBO 0.886 XIJDI BMJHOT XJUI
UIF GBDU UIBU E IBT IPSJ[POUBM BTZNQUPUFT 1VUUJOH BMM PG UIJT JOGPSNBUJPO UPHFUIFS 	BOE VTJOH
UIF TZNNFUSZ PG f (t) ! e−t2 
 XF TFF UIF SFTVMUT TIPXO JO 'JHVSF 
-1
1
-2 2
f (t) = e−t
2
-1
1
-2 2
E(x) =
∫ x
0
e−t
2
dt
'JHVSF "U MFGU UIF HSBQI PG f (t) ! e−t2  "U SJHIU UIF JOUFHSBM GVODUJPO E(x) ! ∫ x0 e−t2 dt
XIJDI JT UIF VOJRVF BOUJEFSJWBUJWF PG f UIBU TBUJTКFT E(0) ! 0

 5IF 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
"HBJO E JT UIF BOUJEFSJWBUJWF PG f (t) ! e−t2 UIBU TBUJTКFT E(0) ! 0 .PSFPWFS UIF WBMVFT PO
UIF HSBQI PG y ! E(x) SFQSFTFOU UIF OFUTJHOFE BSFB PG UIF SFHJPO CPVOEFE CZ f (t) ! e−t2
GSPN  VQ UP x 8F TFF UIBU UIF WBMVF PG E JODSFBTFT SBQJEMZ OFBS [FSP CVU UIFO MFWFMT PЙ BT
x JODSFBTFT TJODF UIFSF JT MFTT BOE MFTT BEEJUJPOBM BDDVNVMBUFE BSFB CPVOEFE CZ f (t) ! e−t2
BT x JODSFBTFT
"DUJWJUZ  4VQQPTF UIBU f (t) ! t1+t2 BOE F(x) !
∫ x
0 f (t) dt
B 0O UIF BYFT BU MFGU JO 'JHVSF  QMPU B HSBQI PG f (t) ! t1+t2 PO UIF JOUFSWBM −10 ≤
t ≤ 10 $MFBSMZ MBCFM UIF WFSUJDBM BYFT XJUI BQQSPQSJBUF TDBMF
C 8IBU JT UIF LFZ SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO F BOE f  BDDPSEJOH UP UIF 4FDPOE '5$ 
D 6TF UIF КSTU EFSJWBUJWF UFTU UP EFUFSNJOF UIF JOUFSWBMT PO XIJDI F JT JODSFBTJOH BOE
EFDSFBTJOH
E 6TF UIF TFDPOE EFSJWBUJWF UFTU UP EFUFSNJOF UIF JOUFSWBMT PO XIJDI F JT DPODBWF
VQ BOE DPODBWF EPXO /PUF UIBU f ′(t) DBO CF TJNQMJКFE UP CF XSJUUFO JO UIF GPSN
f ′(t) ! 1−t2(1+t2)2 .
F 6TJOH UFDIOPMPHZ BQQSPQSJBUFMZ FTUJNBUF UIF WBMVFT PG F(5) BOE F(10) UISPVHI
BQQSPQSJBUF 3JFNBOO TVNT
G 4LFUDI BO BDDVSBUF HSBQI PG y ! F(x) PO UIF SJHIUIBOE BYFT QSPWJEFE BOE DMFBSMZ
MBCFM UIF WFSUJDBM BYFT XJUI BQQSPQSJBUF TDBMF
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH f BOE F

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
 %JЙFSFOUJBUJOH BO *OUFHSBM 'VODUJPO
8F IBWF TFFO UIBU UIF 4FDPOE '5$ FOBCMFT VT UP DPOTUSVDU BO BOUJEFSJWBUJWF F PG BOZ DPO
UJOVPVT GVODUJPO f CZ EFКOJOH F CZ UIF DPSSFTQPOEJOH JOUFHSBM GVODUJPO F(x) ! ∫ xc f (t) dt
4BJE EJЙFSFOUMZ JG XF IBWF B GVODUJPO PG UIF GPSN F(x) ! ∫ xc f (t) dt UIFO XF LOPX UIBU
F′(x) ! ddx
)∫ x
c f (t) dt
*
! f (x) 5IJT TIPXT UIBU JOUFHSBM GVODUJPOT XIJMF QFSIBQT IBWJOH UIF
NPTU DPNQMJDBUFE GPSNVMBT PG BOZ GVODUJPOT XF IBWF FODPVOUFSFE BSF OPOFUIFMFTT QBSUJDV
MBSMZ TJNQMF UP EJЙFSFOUJBUF 'PS JOTUBODF JG
F(x) !
∫ x
π
sin(t2) dt ,
UIFO CZ UIF 4FDPOE '5$ XF LOPX JNNFEJBUFMZ UIBU
F′(x) ! sin(x2).
4UBUJOH UIJT SFTVMU NPSF HFOFSBMMZ GPS BO BSCJUSBSZ GVODUJPO f  XF LOPX CZ UIF 4FDPOE '5$
UIBU
d
dx
[∫ x
a
f (t) dt
]
! f (x).
*OXPSET UIF MBTU FRVBUJPO FTTFOUJBMMZ TBZT UIBU ɔUIF EFSJWBUJWF PG UIF JOUFHSBM GVODUJPOXIPTF
JOUFHSBOE JT f  JT f ɕ *O UIJT TFOTF XF TFF UIBU JG XF КSTU JOUFHSBUF UIF GVODUJPO f GSPN t ! a
UP t ! x BOE UIFO EJЙFSFOUJBUF XJUI SFTQFDU UP x UIFTF UXP QSPDFTTFT ɔVOEPɕ POF BOPUIFS
5BLJOH B EJЙFSFOU BQQSPBDI TBZ XF CFHJO XJUI B GVODUJPO f (t) BOE EJЙFSFOUJBUF XJUI SFTQFDU
UP t 8IBU IBQQFOT JG XF GPMMPX UIJT CZ JOUFHSBUJOH UIF SFTVMU GSPN t ! a UP t ! x 5IBU JT
XIBU DBO XF TBZ BCPVU UIF RVBOUJUZ ∫ x
a
d
dt
)
f (t)* dt?
)FSF XF VTF UIF 'JSTU '5$ BOE OPUF UIBU f (t) JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG ddt
)
f (t)* . "QQMZJOH UIJT
SFTVMU BOE FWBMVBUJOH UIF BOUJEFSJWBUJWF GVODUJPO XF TFF UIBU∫ x
a
d
dt
)
f (t)* dt ! f (t)----xa
! f (x) − f (a).
5IVT XF TFF UIBU JG XF BQQMZ UIF QSPDFTTFT PG КSTU EJЙFSFOUJBUJOH f BOE UIFO JOUFHSBUJOH UIF
SFTVMU GSPN a UP x XF SFUVSO UP UIF GVODUJPO f  NJOVT UIF DPOTUBOU WBMVF f (a) 4P JO UIJT
TJUVBUJPO UIF UXP QSPDFTTFT BMNPTU VOEP POF BOPUIFS VQ UP UIF DPOTUBOU f (a)
5IF PCTFSWBUJPOT NBEF JO UIF QSFDFEJOH UXP QBSBHSBQIT EFNPOTUSBUF UIBU EJЙFSFOUJBUJOH
BOE JOUFHSBUJOH 	XIFSF XF JOUFHSBUF GSPN B DPOTUBOU VQ UP B WBSJBCMF
 BSF BMNPTU JOWFSTF
QSPDFTTFT *O POF TFOTF UIJT TIPVME OPU CF TVSQSJTJOH JOUFHSBUJOH JOWPMWFT BOUJEJЙFSFOUJBU
JOH XIJDI SFWFSTFT UIF QSPDFTT PG EJЙFSFOUJBUJOH 0O UIF PUIFS IBOE XF TFF UIBU UIFSF JT

 5IF 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
TPNF TVCUMFUZ JOWPMWFE BT JOUFHSBUJOH UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO EPFT OPU RVJUF QSPEVDF
UIF GVODUJPO JUTFMG 5IJT JT DPOOFDUFE UP B LFZ GBDU XF PCTFSWFE JO 4FDUJPO  XIJDI JT UIBU
BOZ GVODUJPO IBT BO FOUJSF GBNJMZ PG BOUJEFSJWBUJWFT BOE BOZ UXP PG UIPTF BOUJEFSJWBUJWFT
EJЙFS POMZ CZ B DPOTUBOU
"DUJWJUZ  &WBMVBUF FBDI PG UIF GPMMPXJOH EFSJWBUJWFT BOE EFКOJUF JOUFHSBMT $MFBSMZ
DJUF XIFUIFS ZPV VTF UIF 'JSTU PS 4FDPOE '5$ JO TP EPJOH
B ddx
[∫ x
4 e
t2 dt
]
C
∫ x
−2
d
dt
[
t4
1+t4
]
dt
D ddx
[∫ 1
x cos(t3) dt
]
E
∫ x
3
d
dt
)
ln(1 + t2)* dt
F ddx
[∫ x3
4 sin(t2) dt
]

4VNNBSZ
ə 'PS B DPOUJOVPVT GVODUJPO f  UIF JOUFHSBM GVODUJPO A(x) ! ∫ x1 f (t) dt EFКOFT BO BO
UJEFSJWBUJWF PG f 
ə 5IF 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT JT UIF GPSNBM NPSF HFOFSBM TUBUFNFOU
PG UIF QSFDFEJOH GBDU JG f JT B DPOUJOVPVT GVODUJPO BOE c JT BOZ DPOTUBOU UIFO A(x) !∫ x
c f (t) dt JT UIF VOJRVF BOUJEFSJWBUJWF PG f UIBU TBUJTКFT A(c) ! 0
ə 5PHFUIFS UIF 'JSTU BOE 4FDPOE '5$ FOBCMF VT UP GPSNBMMZ TFF IPX EJЙFSFOUJBUJPO BOE
JOUFHSBUJPO BSF BMNPTU JOWFSTF QSPDFTTFT UISPVHI UIF PCTFSWBUJPOT UIBU∫ x
c
d
dt
)
f (t)* dt ! f (x) − f (c)
BOE
d
dx
[∫ x
c
f (t) dt
]
! f (x).
&YFSDJTFT
 -FU !(x) ! ∫ x2 f (t) dt XIFSF f (t) JT HJWFO JO UIF КHVSF CFMPX

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
'JOE FBDI PG UIF GPMMPXJOH
" !(2) !
# !′(3) !
$ 5IF JOUFSWBM 	XJUI FOEQPJOUT HJWFO UP UIF OFBSFTU 
 XIFSF ! JT DPODBWF VQ
JOUFSWBM 
	(JWF ZPVS BOTXFS BT BO JOUFSWBM PS B MJTU PG JOUFSWBMT FH 	JOКOJUZ> PS 	
	
 PS FOUFS OPOFGPS
OP JOUFSWBMT

% 5IF WBMVF PG x XIFSF ! UBLFT JUT NBYJNVN PO UIF JOUFSWBM 0 ≤ x ≤ 8
x !
 'JOE UIF EFSJWBUJWF d
dx
∫ a
x
cos(tan(t)) dt !
 'JOE B HPPE OVNFSJDBM BQQSPYJNBUJPO UP F(9) GPS UIF GVODUJPO XJUI UIF QSPQFSUJFT UIBU
F′(x) ! e−x2/5 BOE F(0) ! 2
F(9) ≈
 -FU ! CF UIF GVODUJPO QJDUVSFE BU MFGU JO 'JHVSF  BOE MFU F CF EFКOFE CZ F(x) !∫ x
2 !(t) dt . "TTVNF UIBU UIF TIBEFE BSFBT IBWF WBMVFT A1 ! 4.29 A2 ! 12.75 A3 ! 0.36
BOE A4 ! 1.79 "TTVNF GVSUIFS UIBU UIF QPSUJPO PG A2 UIBU MJFT CFUXFFO x ! 0.5 BOE x ! 2 JT
6.06
4LFUDI B DBSFGVMMZ MBCFMFE HSBQI PG F PO UIF BYFT QSPWJEFE BOE JODMVEF B XSJUUFO BOBMZTJT PG
IPX ZPV LOPX XIFSF F JT [FSP JODSFBTJOH EFDSFBTJOH $$6 BOE $$%
1 2 3 4 5 6
-4
-2
2
4
6
A1
A2
A3
A4
y= g(t)
-1 1 2 3 4 5 6
-10
-5
5
10
15
'JHVSF  "U MFGU UIF HSBQI PG ! "U SJHIU BYFT GPS QMPUUJOH F

 5IF 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT
 5IF UJEF SFNPWFT TBOE GSPN UIF CFBDI BU B TNBMM PDFBO QBSL BU B SBUF NPEFMFE CZ UIF
GVODUJPO
R(t) ! 2 + 5 sin
(4πt
25
)
" QVNQJOH TUBUJPO BEET TBOE UP UIF CFBDI BU SBUF NPEFMFE CZ UIF GVODUJPO
S(t) ! 15t1 + 3t
#PUI R(t) BOE S(t) BSF NFBTVSFE JO DVCJD ZBSET PG TBOE QFS IPVS t JT NFBTVSFE JO IPVST
BOE UIF WBMJE UJNFT BSF 0 ≤ t ≤ 6 "U UJNF t ! 0 UIF CFBDI IPMET  DVCJD ZBSET PG TBOE
B 8IBU EFКOJUF JOUFHSBM NFBTVSFT IPX NVDI TBOE UIF UJEF XJMM SFNPWF EVSJOH UIF UJNF
QFSJPE 0 ≤ t ≤ 6 8IZ 
C 8SJUF BO FYQSFTTJPO GPS Y(x) UIF UPUBM OVNCFS PG DVCJD ZBSET PG TBOE PO UIF CFBDI BU
UJNF x $BSFGVMMZ FYQMBJO ZPVS UIJOLJOH BOE SFBTPOJOH
D "U XIBU JOTUBOUBOFPVT SBUF JT UIF UPUBM OVNCFS PG DVCJD ZBSET PG TBOE PO UIF CFBDI BU
UJNF t ! 4 DIBOHJOH 
E 0WFS UIF UJNF JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 6 BU XIBU UJNF t JT UIF BNPVOU PG TBOE PO UIF CFBDI
MFBTU 8IBU JT UIJT NJOJNVN WBMVF &YQMBJO BOE KVTUJGZ ZPVS BOTXFST GVMMZ
 8IFO BO BJSDSBGU BUUFNQUT UP DMJNC BT SBQJEMZ BT QPTTJCMF JUT DMJNC SBUF 	JO GFFU QFSNJOVUF

EFDSFBTFT BT BMUJUVEF JODSFBTFT CFDBVTF UIF BJS JT MFTT EFOTF BU IJHIFS BMUJUVEFT (JWFO CFMPX
JT B UBCMF TIPXJOH QFSGPSNBODF EBUB GPS B DFSUBJO TJOHMF FOHJOF BJSDSBGU HJWJOH JUT DMJNC SBUF
BU WBSJPVT BMUJUVEFT XIFSF c(h) EFOPUFT UIF DMJNC SBUF PG UIF BJSQMBOF BU BO BMUJUVEF h
h 	GFFU
 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10,000
c 	GUNJO
 925 875 830 780 730 685 635 585 535 490 440
5BCMF  %BUB GPS UIF DMJNCJOH BJSDSBGU
-FU B OFX GVODUJPOm UIBU BMTP EFQFOET PO h 	TBZ y ! m(h)
NFBTVSF UIF OVNCFS PGNJOVUFT
SFRVJSFE GPS B QMBOF BU BMUJUVEF h UP DMJNC UIF OFYU GPPU PG BMUJUVEF
B %FUFSNJOF B TJNJMBS UBCMF PG WBMVFT GPS m(h) BOE FYQMBJO IPX JU JT SFMBUFE UP UIF UBCMF
BCPWF #F TVSF UP EJTDVTT UIF VOJUT PO m
C (JWF B DBSFGVM JOUFSQSFUBUJPO PG B GVODUJPO XIPTF EFSJWBUJWF JT m(h) %FTDSJCF XIBU UIF
JOQVU JT BOE XIBU UIF PVUQVU JT "MTP FYQMBJO JO QMBJO &OHMJTI XIBU UIF GVODUJPO UFMMT
VT
D %FUFSNJOF B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF UFMMT VT FYBDUMZ UIF OVNCFS PG NJOVUFT SF
RVJSFE GPS UIF BJSQMBOF UP BTDFOE UP  GFFU PG BMUJUVEF $MFBSMZ FYQMBJO XIZ UIF
WBMVF PG UIJT JOUFHSBM IBT UIF SFRVJSFE NFBOJOH
E %FUFSNJOF B GPSNVMB GPS B GVODUJPO M(h) XIPTF WBMVF UFMMT VT UIF FYBDU OVNCFS PG
NJOVUFT SFRVJSFE GPS UIF BJSQMBOF UP BTDFOE UP h GFFU PG BMUJUVEF
F &TUJNBUF UIF WBMVFT PG M(6000) BOE M(10000) BT BDDVSBUFMZ BT ZPV DBO *ODMVEF VOJUT
PO ZPVS SFTVMUT

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
 *OUFHSBUJPO CZ 4VCTUJUVUJPO
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX DBO XF CFHJO UP КOE BMHFCSBJD GPSNVMBT GPS BOUJEFSJWBUJWFT PG NPSF DPNQMJDBUFE
BMHFCSBJD GVODUJPOT 
ə 8IBU JT BO JOEFКOJUF JOUFHSBM BOE IPX JT JUT OPUBUJPO VTFE JO EJTDVTTJOH BOUJEFSJWB
UJWFT 
ə )PX EPFT UIF UFDIOJRVF PG uTVCTUJUVUJPO XPSL UP IFMQ VT FWBMVBUF DFSUBJO JOEFКOJUF
JOUFHSBMT BOE IPX EPFT UIJT QSPDFTT SFMZ PO JEFOUJGZJOH GVODUJPOEFSJWBUJWF QBJST 
*O 4FDUJPO  XF MFBSOFE UIF LFZ SPMF UIBU BOUJEFSJWBUJWFT QMBZ JO UIF QSPDFTT PG FWBMVBUJOH
EFКOJUF JOUFHSBMT FYBDUMZ *O QBSUJDVMBS UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT UFMMT VT UIBU
JG F JT BOZ BOUJEFSJWBUJWF PG f  UIFO∫ b
a
f (x) dx ! F(b) − F(a).
'VSUIFSNPSF XF SFBMJ[FE UIBU FBDI FMFNFOUBSZ EFSJWBUJWF SVMF EFWFMPQFE JO $IBQUFS  MFBET
UP B DPSSFTQPOEJOH FMFNFOUBSZ BOUJEFSJWBUJWF BT TVNNBSJ[FE JO 5BCMF  5IVT JG XF
XJTI UP FWBMVBUF BO JOUFHSBM TVDI BT∫ 1
0
!
x3 − √x + 5x" dx ,
JU JT TUSBJHIUGPSXBSE UP EP TP TJODF XF DBO FBTJMZ BOUJEJЙFSFOUJBUF f (x) ! x3 − √x + 5x . *O
QBSUJDVMBS TJODF B GVODUJPO F XIPTF EFSJWBUJWF JT f JT HJWFO CZ F(x) ! 14x4 − 23x3/2 + 1ln(5)5x 
UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT UFMMT VT UIBU∫ 1
0
!
x3 − √x + 5x" dx ! 14 x4 − 23 x3/2 + 1ln(5)5x -----
1
0
!
(
1
4 (1)
4 − 23 (1)
3/2
+
1
ln(5)5
1
)
−
(
0 − 0 + 1ln(5)5
0
)
! − 512 +
4
ln(5) .
#FDBVTF BO BMHFCSBJD GPSNVMB GPS BO BOUJEFSJWBUJWF PG f FOBCMFT VT UP FWBMVBUF UIF EFКOJUF
JOUFHSBM
∫ b
a f (x) dx FYBDUMZ XF TFF UIBU XF IBWF B OBUVSBM JOUFSFTU JO CFJOH BCMF UP КOE TVDI
BMHFCSBJD BOUJEFSJWBUJWFT /PUF UIBU XF FNQIBTJ[F BMHFCSBJD BOUJEFSJWBUJWFT BT PQQPTFE UP
BOZ BOUJEFSJWBUJWF TJODF XF LOPX CZ UIF 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT UIBU
G(x) ! ∫ xa f (t) dt JT JOEFFE BO BOUJEFSJWBUJWF PG UIF HJWFO GVODUJPO f  CVU POF UIBU TUJMM JO
WPMWFT B EFКOJUF JOUFHSBM 0OF PG PVS NBJO HPBMT JO UIJT TFDUJPO BOE UIF POF GPMMPXJOH JT UP
EFWFMPQ VOEFSTUBOEJOH JO TFMFDU DJSDVNTUBODFT PG IPX UP ɔVOEPɕ UIF QSPDFTT PG EJЙFSFOUJ
BUJPO JO PSEFS UP КOE BO BMHFCSBJD BOUJEFSJWBUJWF GPS B HJWFO GVODUJPO

 *OUFHSBUJPO CZ 4VCTUJUVUJPO
1SFWJFX "DUJWJUZ  *O 4FDUJPO  XF MFBSOFE UIF $IBJO 3VMF BOE IPX JU DBO CF
BQQMJFE UP КOE UIF EFSJWBUJWF PG B DPNQPTJUF GVODUJPO *O QBSUJDVMBS JG u JT B EJЙFSFOUJBCMF
GVODUJPO PG x BOE f JT B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO PG u(x) UIFO
d
dx
)
f (u(x))* ! f ′(u(x)) · u′(x).
*O XPSET XF TBZ UIBU UIF EFSJWBUJWF PG B DPNQPTJUF GVODUJPO c(x) ! f (u(x)) XIFSF f
JT DPOTJEFSFE UIF ɔPVUFSɕ GVODUJPO BOE u UIF ɔJOOFSɕ GVODUJPO JT ɔUIF EFSJWBUJWF PG UIF
PVUFS GVODUJPO FWBMVBUFE BU UIF JOOFS GVODUJPO UJNFT UIF EFSJWBUJWF PG UIF JOOFS GVOD
UJPOɕ
B 'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH GVODUJPOT VTF UIF$IBJO3VMF UP КOE UIF GVODUJPOɒT EFSJWB
UJWF #F TVSF UP MBCFM FBDI EFSJWBUJWF CZ OBNF 	FH UIF EFSJWBUJWF PG !(x) TIPVME
CF MBCFMFE !′(x)

J !(x) ! e3x
JJ h(x) ! sin(5x + 1)
JJJ p(x) ! arctan(2x)
JW q(x) ! (2 − 7x)4
W r(x) ! 34−11x
C 'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH GVODUJPOT VTF ZPVS XPSL JO 	B
 UP IFMQ ZPV EFUFSNJOF UIF
HFOFSBM BOUJEFSJWBUJWFҎ PG UIF GVODUJPO -BCFM FBDI BOUJEFSJWBUJWF CZ OBNF 	FH UIF
BOUJEFSJWBUJWF PG m TIPVME CF DBMMFEM
 *O BEEJUJPO DIFDL ZPVS XPSL CZ DPNQVU
JOH UIF EFSJWBUJWF PG FBDI QSPQPTFE BOUJEFSJWBUJWF
J m(x) ! e3x
JJ n(x) ! cos(5x + 1)
JJJ s(x) ! 11+4x2
JW v(x) ! (2 − 7x)3
W w(x) ! 34−11x
D #BTFE PO ZPVS FYQFSJFODF JO QBSUT 	B
 BOE 	C
 DPOKFDUVSF BO BOUJEFSJWBUJWF GPS FBDI
PG UIF GPMMPXJOH GVODUJPOT 5FTU ZPVS DPOKFDUVSFT CZ DPNQVUJOH UIF EFSJWBUJWF PG
FBDI QSPQPTFE BOUJEFSJWBUJWF
J a(x) ! cos(πx)
JJ b(x) ! (4x + 7)11
JJJ c(x) ! xex2
Ҏ3FDBMM UIBU UIF HFOFSBM BOUJEFSJWBUJWF PG B GVODUJPO JODMVEFT ɔ+Cɕ UP SFЛFDU UIF FOUJSF GBNJMZ PG GVODUJPOT
UIBU TIBSF UIF TBNF EFSJWBUJWF

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
 3FWFSTJOH UIF $IBJO 3VMF 'JSTU 4UFQT
*O 1SFWJFX"DUJWJUZ  XF TBX UIBU JU JT VTVBMMZ TUSBJHIUGPSXBSE UP BOUJEJЙFSFOUJBUF B GVOD
UJPO PG UIF GPSN
h(x) ! f (u(x)),
XIFOFWFS f JT B GBNJMJBS GVODUJPOXIPTF BOUJEFSJWBUJWF JT LOPXOBOE u(x) JT B MJOFBS GVODUJPO
'PS FYBNQMF JG XF DPOTJEFS
h(x) ! (5x − 3)6 ,
JO UIJT DPOUFYU UIF PVUFS GVODUJPO f JT f (u) ! u6 XIJMF UIF JOOFS GVODUJPO JT u(x) ! 5x − 3
4JODF UIF BOUJEFSJWBUJWF PG f JT F(u) ! 17u7 + C XF TFF UIBU UIF BOUJEFSJWBUJWF PG h JT
H(x) ! 17 (5x − 3)
7 · 15 + C !
1
35 (5x − 3)
7
+ C.
5IF JODMVTJPO PG UIF DPOTUBOU 15 JT FTTFOUJBM QSFDJTFMZ CFDBVTF UIF EFSJWBUJWF PG UIF JOOFS GVOD
UJPO JT u′(x) ! 5 *OEFFE JG XF OPX DPNQVUFH′(x) XF КOE CZ UIF $IBJO 3VMF 	BOE $POTUBOU
.VMUJQMF 3VMF
 UIBU
H′(x) ! 135 · 7(5x − 3)
6 · 5 ! (5x − 3)6 ! h(x),
BOE UIVT H JT JOEFFE UIF HFOFSBM BOUJEFSJWBUJWF PG h
)FODF JO UIF TQFDJBM DBTFXIFSF UIF PVUFS GVODUJPO JT GBNJMJBS BOE UIF JOOFS GVODUJPO JT MJOFBS
XF DBO BOUJEJЙFSFOUJBUF DPNQPTJUF GVODUJPOT BDDPSEJOH UP UIF GPMMPXJOH SVMF
*G h(x) ! f (ax + b) BOE F JT B LOPXO BMHFCSBJD BOUJEFSJWBUJWF PG f  UIFO UIF HFOFSBM
BOUJEFSJWBUJWF PG h JT HJWFO CZ
H(x) ! 1
a
F(ax + b) + C.
8IFO EJTDVTTJOH BOUJEFSJWBUJWFT JU JT PGUFO VTFGVM UP IBWF TIPSUIBOE OPUBUJPO UIBU JOEJDBUFT
UIF JOTUSVDUJPO UP КOE BO BOUJEFSJWBUJWF 5IVT JO B TJNJMBS XBZ UP IPX UIF OPUBUJPO
d
dx
)
f (x)*
SFQSFTFOUT UIF EFSJWBUJWF PG f (x) XJUI SFTQFDU UP x XF VTF UIF OPUBUJPO PG UIF JOEFКOJUF JOUF
HSBM ∫
f (x) dx
UP SFQSFTFOU UIF HFOFSBM BOUJEFSJWBUJWF PG f XJUI SFTQFDU UP x 'PS JOTUBODF SFUVSOJOH UP UIF
FBSMJFS FYBNQMF XJUI h(x) ! (5x−3)6 BCPWF XF DBO SFQISBTF UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO h BOE
JUT BOUJEFSJWBUJWF H UISPVHI UIF OPUBUJPO∫
(5x − 3)6 dx ! 135 (5x − 6)
7
+ C.

 *OUFHSBUJPO CZ 4VCTUJUVUJPO
8IFO XF КOE BO BOUJEFSJWBUJWF XF XJMM PGUFO TBZ UIBU XF FWBMVBUF BO JOEFКOJUF JOUFHSBM TBJE
EJЙFSFOUMZ UIF JOTUSVDUJPO UP FWBMVBUF BO JOEFКOJUF JOUFHSBM NFBOT UP КOE UIF HFOFSBM BO
UJEFSJWBUJWF +VTU BT UIF OPUBUJPO ddx [!] NFBOT ɔКOE UIF EFSJWBUJWF XJUI SFTQFDU UP x PG !ɕ
UIF OPUBUJPO
∫
! dx NFBOT ɔКOE B GVODUJPO PG x XIPTF EFSJWBUJWF JT !ɕ
"DUJWJUZ  &WBMVBUF FBDI PG UIF GPMMPXJOH JOEFКOJUF JOUFHSBMT $IFDL FBDI BOUJEFSJWB
UJWF UIBU ZPV КOE CZ EJЙFSFOUJBUJOH
B
∫
sin(8 − 3x) dx
C
∫
sec2(4x) dx
D
∫ 1
11x−9 dx
E
∫
csc(2x + 1) cot(2x + 1) dx
F
∫ 1√
1−16x2 dx
G
∫
5−x dx
 3FWFSTJOH UIF $IBJO 3VMF uTVCTUJUVUJPO
0G DPVSTF B OBUVSBM RVFTUJPO BSJTFT GSPN PVS SFDFOU XPSL XIBU IBQQFOT XIFO UIF JOOFS
GVODUJPO JT OPU B MJOFBS GVODUJPO 'PS FYBNQMF DBO XF КOE BOUJEFSJWBUJWFT PG TVDI GVODUJPOT
BT
!(x) ! xex2 BOE h(x) ! ex2?
*U JT JNQPSUBOU UP FYQMJDJUMZ SFNFNCFS UIBU EJЙFSFOUJBUJPO BOE BOUJEJЙFSFOUJBUJPO BSF FTTFO
UJBMMZ JOWFSTF QSPDFTTFT UIBU UIFZ BSF OPU RVJUF JOWFSTF QSPDFTTFT JT EVF UP UIF +C UIBU BSJTFT
XIFO BOUJEJЙFSFOUJBUJOH 5IJT DMPTF SFMBUJPOTIJQ FOBCMFT VT UP UBLF BOZ LOPXO EFSJWBUJWF
SVMF BOE USBOTMBUF JU UP B DPSSFTQPOEJOH SVMF GPS BO JOEFКOJUF JOUFHSBM 'PS FYBNQMF TJODF
d
dx
)
x5
*
! 5x4 ,
XF DBO FRVJWBMFOUMZ XSJUF ∫
5x4 dx ! x5 + C.
3FDBMM UIBU UIF $IBJO 3VMF TUBUFT UIBU
d
dx
)
f (!(x))* ! f ′(!(x)) · !′(x).
3FTUBUJOH UIJT SFMBUJPOTIJQ JO UFSNT PG BO JOEFКOJUF JOUFHSBM∫
f ′(!(x))!′(x) dx ! f (!(x)) + C. 	

)FODF &RVBUJPO 	
 UFMMT VT UIBU JG XF DBO UBLF B HJWFO GVODUJPO BOE WJFX JUT BMHFCSBJD
TUSVDUVSF BT f ′(!(x))!′(x) GPS TPNF BQQSPQSJBUF DIPJDFT PG f BOE ! UIFO XF DBO BOUJEJЙFS
FOUJBUF UIF GVODUJPO CZ SFWFSTJOH UIF $IBJO 3VMF *U JT FTQFDJBMMZ OPUBCMF UIBU CPUI !(x) BOE

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
!′(x) BQQFBS JO UIF GPSN PG f ′(!(x))!′(x) XF XJMM TPNFUJNFT TBZ UIBU XF TFFL UP JEFOUJGZ B
GVODUJPOEFSJWBUJWF QBJS XIFO USZJOH UP BQQMZ UIF SVMF JO &RVBUJPO 	

*O UIF TJUVBUJPO XIFSF XF DBO JEFOUJGZ B GVODUJPOEFSJWBUJWF QBJS XF XJMM JOUSPEVDF B OFX
WBSJBCMF u UP SFQSFTFOU UIF GVODUJPO !(x) 0CTFSWJOH UIBU XJUI u ! !(x) JU GPMMPXT JO -FJCOJ[
OPUBUJPO UIBU dudx ! !′(x) TP UIBU JO UFSNT PG EJЙFSFOUJBMTy du ! !′(x) dx /PX DPOWFSUJOH UIF
JOEFКOJUF JOUFHSBM PG JOUFSFTU UP B OFX POF JO UFSNT PG u XF IBWF∫
f ′(!(x))!′(x) dx !
∫
f ′(u) du.
1SPWJEFE UIBU f ′ JT BO FMFNFOUBSZ GVODUJPO XIPTF BOUJEFSJWBUJWF JT LOPXO XF DBO OPX FBT
JMZ FWBMVBUF UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM JO u BOE UIFO HP PO UP EFUFSNJOF UIF EFTJSFE PWFSBMM
BOUJEFSJWBUJWF PG f ′(!(x))!′(x) 8F DBMM UIJT QSPDFTT uTVCTUJUVUJPO 5P TFF uTVCTUJUVUJPO BU
XPSL XF DPOTJEFS UIF GPMMPXJOH FYBNQMF
&YBNQMF  &WBMVBUF UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM∫
x3 · sin(7x4 + 3) dx
BOE DIFDL UIF SFTVMU CZ EJЙFSFOUJBUJOH
4PMVUJPO 8FDBONBLF UXPLFZ BMHFCSBJD PCTFSWBUJPOT SFHBSEJOH UIF JOUFHSBOE x3·sin(7x4+
3) 'JSTU sin(7x4 + 3) JT B DPNQPTJUF GVODUJPO BT TVDI XF LOPX XFɒMM OFFE B NPSF TPQIJT
UJDBUFE BQQSPBDI UP BOUJEJЙFSFOUJBUJOH 4FDPOE x3 JT BMNPTU UIF EFSJWBUJWF PG (7x4 + 3) UIF
POMZ JTTVF JT B NJTTJOH DPOTUBOU 5IVT x3 BOE (7x4 + 3) BSF OFBSMZ B GVODUJPOEFSJWBUJWF QBJS
'VSUIFSNPSF XF LOPX UIF BOUJEFSJWBUJWF PG f (u) ! sin(u) 5IF DPNCJOBUJPO PG UIFTF PC
TFSWBUJPOT TVHHFTUT UIBU XF DBO FWBMVBUF UIF HJWFO JOEFКOJUF JOUFHSBM CZ SFWFSTJOH UIF DIBJO
SVMF UISPVHI uTVCTUJUVUJPO
-FUUJOH u SFQSFTFOU UIF JOOFS GVODUJPO PG UIF DPNQPTJUF GVODUJPO sin(7x4 + 3) XF IBWF u !
7x4 + 3, BOE UIVT dudx ! 28x3. *O EJЙFSFOUJBM OPUBUJPO JU GPMMPXT UIBU du ! 28x3 dx BOE UIVT
x3 dx ! 128 du 8F NBLF UIJT MBTU PCTFSWBUJPO CFDBVTF UIF PSJHJOBM JOEFКOJUF JOUFHSBM NBZ
OPX CF XSJUUFO ∫
sin(7x4 + 3) · x3 dx ,
BOE TP CZ TVCTUJUVUJOH UIF FYQSFTTJPOT JO u GPS x 	TQFDJКDBMMZ u GPS 7x4 + 3 BOE 128 du GPS
x3 dx
 JU GPMMPXT UIBU ∫
sin(7x4 + 3) · x3 dx !
∫
sin(u) · 128 du.
/PX XF NBZ FWBMVBUF UIF PSJHJOBM JOUFHSBM CZ КSTU FWBMVBUJOH UIF FBTJFS JOUFHSBM JO u GPM
MPXFE CZ SFQMBDJOH u CZ UIF FYQSFTTJPO 7x4 + 3 %PJOH TP XF КOE∫
sin(7x4 + 3) · x3 dx !
∫
sin(u) · 128 du
y*G XF SFDBMM GSPN UIF EFКOJUJPO PG UIF EFSJWBUJWF UIBU dudx ≈ ∆u∆x BOE VTF UIF GBDU UIBU dudx ! !′(x) UIFO XF TFF UIBU
!′(x) ≈ ∆u∆x  4PMWJOH GPS ∆u ∆u ≈ !′(x)∆x *U JT UIJT MBTU SFMBUJPOTIJQ UIBU XIFO FYQSFTTFE JO ɔEJЙFSFOUJBMɕ
OPUBUJPO FOBCMFT VT UP XSJUF du ! !′(x) dx JO UIF DIBOHF PG WBSJBCMF GPSNVMB

 *OUFHSBUJPO CZ 4VCTUJUVUJPO
!
1
28
∫
sin(u) du
!
1
28 (− cos(u)) + C
! − 128 cos(7x
4
+ 3) + C.
5P DIFDL PVS XPSL XF PCTFSWF CZ UIF $IBJO 3VMF UIBU
d
dx
[
− 128 cos(7x
4
+ 3)
]
! − 128 · (−1) sin(7x
4
+ 3) · 28x3 ! sin(7x4 + 3) · x3 ,
XIJDI JT JOEFFE UIF PSJHJOBM JOUFHSBOE
"O FTTFOUJBM PCTFSWBUJPO BCPVU PVS XPSL JO &YBNQMF  JT UIBU UIF uTVCTUJUVUJPO POMZ
XPSLFE CFDBVTF UIF GVODUJPO NVMUJQMZJOH sin(7x4+3) XBT x3 *G JOTUFBE UIBU GVODUJPO XBT x2
PS x4 UIF TVCTUJUVUJPO QSPDFTTNBZ OPU 	BOE MJLFMZXPVME OPU
 IBWFXPSLFE 5IJT JT POF PG UIF
QSJNBSZ DIBMMFOHFT PG BOUJEJЙFSFOUJBUJPO TMJHIU DIBOHFT JO UIF JOUFHSBOE NBLF USFNFOEPVT
EJЙFSFODFT 'PS JOTUBODF XF DBO VTF uTVCTUJUVUJPO XJUI u ! x2 BOE du ! 2xdx UP КOE UIBU∫
xex
2
dx !
∫
eu · 12 du
!
1
2
∫
eu du
!
1
2 e
u
+ C
!
1
2 e
x2
+ C.
*G IPXFWFS XF DPOTJEFS UIF TJNJMBS JOEFКOJUF JOUFHSBM∫
ex
2
dx ,
UIF NJTTJOH x UP NVMUJQMZ ex2 NBLFT UIF uTVCTUJUVUJPO u ! x2 OP MPOHFS QPTTJCMF )FODF
QBSU PG UIF MFTTPO PG uTVCTUJUVUJPO JT KVTU IPX TQFDJBMJ[FE UIF QSPDFTT JT JU POMZ BQQMJFT
UP TJUVBUJPOT XIFSF VQ UP B NJTTJOH DPOTUBOU UIF JOUFHSBOE UIBU JT QSFTFOU JT UIF SFTVMU PG
BQQMZJOH UIF $IBJO 3VMF UP B EJЙFSFOU SFMBUFE GVODUJPO
"DUJWJUZ  &WBMVBUF FBDI PG UIF GPMMPXJOH JOEFКOJUF JOUFHSBMT CZ VTJOH UIFTF TUFQT
ə 'JOE UXP GVODUJPOT XJUIJO UIF JOUFHSBOE UIBU GPSN 	VQ UP B QPTTJCMF NJTTJOH DPO
TUBOU
 B GVODUJPOEFSJWBUJWF QBJS
ə .BLF B TVCTUJUVUJPO BOE DPOWFSU UIF JOUFHSBM UP POF JOWPMWJOH u BOE du
ə &WBMVBUF UIF OFX JOUFHSBM JO u
ə $POWFSU UIF SFTVMUJOH GVODUJPO PG u CBDL UP B GVODUJPO PG x CZ VTJOH ZPVS FBSMJFS
TVCTUJUVUJPO

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
ə $IFDL ZPVS XPSL CZ EJЙFSFOUJBUJOH UIF GVODUJPO PG x :PV TIPVME DPNF VQ XJUI
UIF JOUFHSBOE PSJHJOBMMZ HJWFO
B
∫ x2
5x3+1 dx
C
∫
ex sin(ex) dx
D
∫ cos(√x)√
x dx
 &WBMVBUJOH %FКOJUF *OUFHSBMT WJB uTVCTUJUVUJPO
8F IBWF KVTU JOUSPEVDFE uTVCTUJUVUJPO BT B NFBOT UP FWBMVBUF JOEFКOJUF JOUFHSBMT PG GVOD
UJPOT UIBU DBO CF XSJUUFO VQ UP B DPOTUBOU NVMUJQMF JO UIF GPSN f (!(x))!′(x) 5IJT TBNF
UFDIOJRVF DBO CF VTFE UP FWBMVBUF EFКOJUF JOUFHSBMT JOWPMWJOH TVDI GVODUJPOT UIPVHI XF
OFFE UP CF DBSFGVM XJUI UIF DPSSFTQPOEJOH MJNJUT PG JOUFHSBUJPO $POTJEFS GPS JOTUBODF UIF
EFКOJUF JOUFHSBM ∫ 5
2
xex
2
dx.
8IFOFWFS XF XSJUF B EFКOJUF JOUFHSBM JU JT JNQMJDJU UIBU UIF MJNJUT PG JOUFHSBUJPO DPSSFTQPOE
UP UIF WBSJBCMF PG JOUFHSBUJPO 5P CF NPSF FYQMJDJU PCTFSWF UIBU∫ 5
2
xex
2
dx !
∫ x!5
x!2
xex
2
dx.
8IFOXF FYFDVUF B uTVCTUJUVUJPO XF DIBOHF UIF WBSJBCMF PG JOUFHSBUJPO JU JT FTTFOUJBM UP OPUF
UIBU UIJT BMTP DIBOHFT UIF MJNJUT PG JOUFHSBUJPO 'PS JOTUBODF XJUI UIF TVCTUJUVUJPO u ! x2 BOE
du ! 2x dx JU BMTP GPMMPXT UIBU XIFO x ! 2 u ! 22 ! 4 BOE XIFO x ! 5 u ! 52 ! 25. 5IVT
VOEFS UIF DIBOHF PG WBSJBCMFT PG uTVCTUJUVUJPO XF OPX IBWF∫ x!5
x!2
xex
2
dx !
∫ u!25
u!4
eu · 12 du
!
1
2 e
u ----u!25u!4
!
1
2 e
25 − 12 e
4.
"MUFSOBUJWFMZ XF DPVME DPOTJEFS UIF SFMBUFE JOEFКOJUF JOUFHSBM
∫
xex2 dx , КOE UIF BOUJEFSJWB
UJWF 12 ex
2 UISPVHI uTVCTUJUVUJPO BOE UIFO FWBMVBUF UIF PSJHJOBM EFКOJUF JOUFHSBM 'SPN UIBU
QFSTQFDUJWF XFɒE IBWF ∫ 5
2
xex
2
dx !
1
2 e
x2 ----52
!
1
2 e
25 − 12 e
4 ,
XIJDI JT PG DPVSTF UIF TBNF SFTVMU

 *OUFHSBUJPO CZ 4VCTUJUVUJPO
"DUJWJUZ  &WBMVBUF FBDI PG UIF GPMMPXJOH EFКOJUF JOUFHSBMT FYBDUMZ UISPVHI BO BQ
QSPQSJBUF uTVCTUJUVUJPO
B
∫ 2
1
x
1+4x2 dx
C
∫ 1
0 e
−x(2e−x + 3)9 dx
D
∫ 4/π
2/π
cos( 1x )
x2 dx
4VNNBSZ
ə 5P CFHJO UP КOE BMHFCSBJD GPSNVMBT GPS BOUJEFSJWBUJWFT PG NPSF DPNQMJDBUFE BMHFCSBJD
GVODUJPOT XF OFFE UP UIJOL DBSFGVMMZ BCPVU IPX XF DBO SFWFSTF LOPXO EJЙFSFOUJBUJPO
SVMFT 5P UIBU FOE JU JT FTTFOUJBM UIBU XF VOEFSTUBOE BOE SFDBMM LOPXO EFSJWBUJWFT PG
CBTJD GVODUJPOT BT XFMM BT UIF TUBOEBSE EFSJWBUJWF SVMFT
ə 5IF JOEFКOJUF JOUFHSBM QSPWJEFT OPUBUJPO GPS BOUJEFSJWBUJWFT 8IFOXFXSJUF ɔ
∫
f (x) dxɕ
XF NFBO ɔUIF HFOFSBM BOUJEFSJWBUJWF PG f ɕ *O QBSUJDVMBS JG XF IBWF GVODUJPOT f BOE F
TVDI UIBU F′ ! f  UIF GPMMPXJOH UXP TUBUFNFOUT TBZ UIF FYBDU UIJOH
d
dx
[F(x)] ! f (x) BOE
∫
f (x) dx ! F(x) + C.
5IBU JT f JT UIF EFSJWBUJWF PG F BOE F JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG f 
ə 5IF UFDIOJRVF PG uTVCTUJUVUJPO IFMQT VT UP FWBMVBUF JOEFКOJUF JOUFHSBMT PG UIF GPSN∫
f (!(x))!′(x) dx UISPVHI UIF TVCTUJUVUJPOT u ! !(x) BOE du ! !′(x) dx TP UIBU∫
f (!(x))!′(x) dx !
∫
f (u) du.
"LFZ QBSU PG DIPPTJOH UIF FYQSFTTJPO JO x UP CF SFQSFTFOUFE CZ u JT UIF JEFOUJКDBUJPO PG
B GVODUJPOEFSJWBUJWF QBJS 5P EP TP XF PGUFO MPPL GPS BO ɔJOOFSɕ GVODUJPO !(x) UIBU JT
QBSU PG B DPNQPTJUF GVODUJPO XIJMF JOWFTUJHBUJOH XIFUIFS !′(x) 	PS B DPOTUBOU NVMUJQMF
PG !′(x)
 JT QSFTFOU BT B NVMUJQMZJOH GBDUPS PG UIF JOUFHSBOE
&YFSDJTFT
 'JOE UIF GPMMPXJOH JOUFHSBM /PUF UIBU ZPV DBO DIFDL ZPVS BOTXFS CZ EJЙFSFOUJBUJPO∫
t3
!
t4 − 3"3 dt !
 'JOE UIF UIF HFOFSBM BOUJEFSJWBUJWF F(x) PG UIF GVODUJPO f (x) HJWFO CFMPX /PUF UIBU ZPV
DBO DIFDL ZPVS BOTXFS CZ EJЙFSFOUJBUJPO
f (x) ! 2x3 sin(x4)
BOUJEFSJWBUJWF F(x) !

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
 'JOE UIF GPMMPXJOH JOUFHSBM /PUF UIBU ZPV DBO DIFDL ZPVS BOTXFS CZ EJЙFSFOUJBUJPO∫
ln7(z)
z
dz !
 'JOE UIF GPMMPXJOH JOUFHSBM /PUF UIBU ZPV DBO DIFDL ZPVS BOTXFS CZ EJЙFSFOUJBUJPO∫
e5x
5 + e5x
dx !
 'JOE UIF GPMMPXJOH JOUFHSBM /PUF UIBU ZPV DBO DIFDL ZPVS BOTXFS CZ EJЙFSFOUJBUJPO∫
7e2
√y
√y dy !
 6TF UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT UP КOE∫ 3π
5π/2
esin(q) · cos!q" dq !
 5IJT QSPCMFN DFOUFST PO КOEJOH BOUJEFSJWBUJWFT GPS UIF CBTJD USJHPOPNFUSJD GVODUJPOT
PUIFS UIBO sin(x) BOE cos(x)
B $POTJEFS UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM
∫
tan(x) dx #Z SFXSJUJOH UIF JOUFHSBOE BT tan(x) !
sin(x)
cos(x) BOE JEFOUJGZJOH BO BQQSPQSJBUF GVODUJPOEFSJWBUJWF QBJS NBLF B uTVCTUJUVUJPO
BOE IFODF FWBMVBUF
∫
tan(x) dx
C *O B TJNJMBS XBZ FWBMVBUF
∫
cot(x) dx
D $POTJEFS UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM∫
sec2(x) + sec(x) tan(x)
sec(x) + tan(x) dx.
&WBMVBUF UIJT JOUFHSBM VTJOH UIF TVCTUJUVUJPO u ! sec(x) + tan(x)
E 4JNQMJGZ UIF JOUFHSBOE JO 	D
 CZ GBDUPSJOH UIF OVNFSBUPS 8IBU JT B GBS TJNQMFS XBZ UP
XSJUF UIF JOUFHSBOE 
F $PNCJOF ZPVS XPSL JO 	D
 BOE 	E
 UP EFUFSNJOF
∫
sec(x) dx
G 6TJOH 	D
	F
 BT B HVJEF FWBMVBUF
∫
csc(x) dx
 $POTJEFS UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM
∫
x
√
x − 1 dx.
B "U КSTU HMBODF UIJT JOUFHSBOE NBZ OPU TFFN TVJUFE UP TVCTUJUVUJPO EVF UP UIF QSFTFODF
PG x JO TFQBSBUF MPDBUJPOT JO UIF JOUFHSBOE /POFUIFMFTT VTJOH UIF DPNQPTJUF GVODUJPO√
x − 1 BT B HVJEF MFU u ! x − 1 %FUFSNJOF FYQSFTTJPOT GPS CPUI x BOE dx JO UFSNT PG u
C $POWFSU UIF HJWFO JOUFHSBM JO x UP B OFX JOUFHSBM JO u
D &WBMVBUF UIF JOUFHSBM JO 	C
 CZ OPUJOH UIBU √u ! u1/2 BOE PCTFSWJOH UIBU JU JT OPX QPT
TJCMF UP SFXSJUF UIF JOUFHSBOE JO u CZ FYQBOEJOH UISPVHI NVMUJQMJDBUJPO
E &WBMVBUF FBDI PG UIF JOUFHSBMT
∫
x2
√
x − 1 dx BOE ∫ x√x2 − 1 dx 8SJUF B QBSBHSBQI UP
EJTDVTT UIF TJNJMBSJUJFT BNPOH UIF UISFF JOEFКOJUF JOUFHSBMT JO UIJT QSPCMFN BOE UIF SPMF
PG TVCTUJUVUJPO BOE BMHFCSBJD SFBSSBOHFNFOU JO FBDI

 *OUFHSBUJPO CZ 4VCTUJUVUJPO
 $POTJEFS UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM
∫
sin3(x) dx
B &YQMBJO XIZ UIF TVCTUJUVUJPO u ! sin(x) XJMM OPU XPSL UP IFMQ FWBMVBUF UIF HJWFO JOUF
HSBM
C 3FDBMM UIF 'VOEBNFOUBM 5SJHPOPNFUSJD *EFOUJUZ XIJDI TUBUFT UIBU sin2(x)+ cos2(x) ! 1
#Z PCTFSWJOH UIBU sin3(x) ! sin(x)·sin2(x) VTF UIF 'VOEBNFOUBM 5SJHPOPNFUSJD *EFOUJUZ
UP SFXSJUF UIF JOUFHSBOE BT UIF QSPEVDU PG sin(x) XJUI BOPUIFS GVODUJPO
D &YQMBJO XIZ UIF TVCTUJUVUJPO u ! cos(x) OPX QSPWJEFT B QPTTJCMF XBZ UP FWBMVBUF UIF
JOUFHSBM JO 	C

E 6TF ZPVS XPSL JO 	B
	D
 UP FWBMVBUF UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM
∫
sin3(x) dx
F 6TF B TJNJMBS BQQSPBDI UP FWBMVBUF
∫
cos3(x) dx
 'PS UIF UPXO PG .BUIMBOE .* SFTJEFOUJBM QPXFS DPOTVNQUJPO IBT TIPXO DFSUBJO USFOET
PWFS SFDFOU ZFBST #BTFE PO EBUB SFЛFDUJOH BWFSBHF VTBHF FOHJOFFST BU UIF QPXFS DPNQBOZ
IBWF NPEFMFE UIF UPXOɒT SBUF PG FOFSHZ DPOTVNQUJPO CZ UIF GVODUJPO
r(t) ! 4 + sin(0.263t + 4.7) + cos(0.526t + 9.4).
)FSF t NFBTVSFT UJNF JO IPVST BGUFS NJEOJHIU PO B UZQJDBM XFFLEBZ BOE r JT UIF SBUF PG
DPOTVNQUJPO JO NFHBXBUUTr BU UJNF t 6OJUT BSF DSJUJDBM UISPVHIPVU UIJT QSPCMFN
B 4LFUDI B DBSFGVMMZ MBCFMFE HSBQI PG r(t) PO UIF JOUFSWBM <> BOE FYQMBJO JUT NFBOJOH
8IZ JT UIJT B SFBTPOBCMF NPEFM PG QPXFS DPOTVNQUJPO 
C 8JUIPVU DBMDVMBUJOH JUT WBMVF FYQMBJO UIF NFBOJOH PG
∫ 24
0 r(t) dt *ODMVEF BQQSPQSJBUF
VOJUT PO ZPVS BOTXFS
D %FUFSNJOF UIF FYBDU BNPVOU PG QPXFS .BUIMBOE DPOTVNFT JO B UZQJDBM EBZ
E 8IBU JT .BUIMBOEɒT BWFSBHF SBUF PG FOFSHZ DPOTVNQUJPO JO B HJWFO IPVS QFSJPE 
8IBU BSF UIF VOJUT PO UIJT RVBOUJUZ 
r5IF VOJUNFHBXBUU JT JUTFMG B SBUF XIJDI NFBTVSFT FOFSHZ DPOTVNQUJPO QFS VOJU UJNF "NFHBXBUUIPVS JT UIF UPUBM
BNPVOU PG FOFSHZ UIBU JT FRVJWBMFOU UP B DPOTUBOU TUSFBN PG  NFHBXBUU PG QPXFS CFJOH TVTUBJOFE GPS  IPVS

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
 *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX EP XF FWBMVBUF JOEFКOJUF JOUFHSBMT UIBU JOWPMWF QSPEVDUT PG CBTJD GVODUJPOT TVDI
BT
∫
x sin(x) dx BOE ∫ xex dx 
ə 8IBU JT UIF NFUIPE PG JOUFHSBUJPO CZ QBSUT BOE IPX DBO XF DPOTJTUFOUMZ BQQMZ JU UP
JOUFHSBUF QSPEVDUT PG CBTJD GVODUJPOT 
ə )PXEPFT UIF BMHFCSBJD TUSVDUVSF PG GVODUJPOT HVJEF VT JO JEFOUJGZJOH u BOE dv JO VTJOH
JOUFHSBUJPO CZ QBSUT 
*O 4FDUJPO  XF MFBSOFE UIF UFDIOJRVF PG uTVCTUJUVUJPO GPS FWBMVBUJOH JOEFКOJUF JOUFHSBMT
UIBU JOWPMWF DFSUBJO DPNQPTJUF GVODUJPOT 'PS FYBNQMF UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM
∫
x3 sin(x4) dx
JT QFSGFDUMZ TVJUFE UP uTVCTUJUVUJPO TJODF OPU POMZ JT UIFSF B DPNQPTJUF GVODUJPO QSFTFOU
CVU BMTP UIF JOOFS GVODUJPOɒT EFSJWBUJWF 	VQ UP B DPOTUBOU
 JT NVMUJQMZJOH UIF DPNQPTJUF GVOD
UJPO 5ISPVHI uTVCTUJUVUJPO XF MFBSOFE B HFOFSBM TJUVBUJPOXIFSF SFDPHOJ[JOH UIF BMHFCSBJD
TUSVDUVSF PG B GVODUJPO DBO FOBCMF VT UP КOE JUT BOUJEFSJWBUJWF
*U JT OBUVSBM UP BTL TJNJMBS RVFTUJPOT UP UIPTF XF DPOTJEFSFE JO 4FDUJPO  BCPVU GVODUJPOT
XJUI B EJЙFSFOU FMFNFOUBSZ BMHFCSBJD TUSVDUVSF UIPTF UIBU BSF UIF QSPEVDU PG CBTJD GVODUJPOT
'PS JOTUBODF TVQQPTF XF BSF JOUFSFTUFE JO FWBMVBUJOH UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM∫
x sin(x) dx.
)FSF UIFSF JT OPU B DPNQPTJUF GVODUJPO QSFTFOU CVU SBUIFS B QSPEVDU PG UIF CBTJD GVODUJPOT
f (x) ! x BOE !(x) ! sin(x) 'SPN PVS XPSL JO 4FDUJPO  XJUI UIF 1SPEVDU 3VMF XF LOPX
UIBU JU JT SFMBUJWFMZ DPNQMJDBUFE UP DPNQVUF UIF EFSJWBUJWF PG UIF QSPEVDU PG UXP GVODUJPOT TP
XF TIPVME FYQFDU UIBU BOUJEJЙFSFOUJBUJOH B QSPEVDU TIPVME CF TJNJMBSMZ JOWPMWFE *O BEEJ
UJPO JOUVJUJWFMZ XF FYQFDU UIBU FWBMVBUJOH
∫
x sin(x) dx XJMM JOWPMWF TPNFIPX SFWFSTJOH UIF
1SPEVDU 3VMF
5P UIBU FOE JO 1SFWJFX "DUJWJUZ  XF SFGSFTI PVS VOEFSTUBOEJOH PG UIF 1SPEVDU 3VMF BOE
UIFO JOWFTUJHBUF TPNF JOEFКOJUF JOUFHSBMT UIBU JOWPMWF QSPEVDUT PG CBTJD GVODUJPOT
1SFWJFX "DUJWJUZ  *O 4FDUJPO  XF EFWFMPQFE UIF 1SPEVDU 3VMF BOE TUVEJFE IPX
JU JT FNQMPZFE UP EJЙFSFOUJBUF B QSPEVDU PG UXP GVODUJPOT *O QBSUJDVMBS SFDBMM UIBU JG f
BOE ! BSF EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPOT PG x UIFO
d
dx
)
f (x) · !(x)* ! f (x) · !′(x) + !(x) · f ′(x).

 *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT
B 'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH GVODUJPOT VTF UIF 1SPEVDU 3VMF UP КOE UIF GVODUJPOɒT
EFSJWBUJWF #F TVSF UP MBCFM FBDI EFSJWBUJWF CZ OBNF 	FH UIF EFSJWBUJWF PG !(x)
TIPVME CF MBCFMFE !′(x)

J !(x) ! x sin(x)
JJ h(x) ! xex
JJJ p(x) ! x ln(x)
JW q(x) ! x2 cos(x)
W r(x) ! ex sin(x)
C 6TF ZPVS XPSL JO 	B
 UP IFMQ ZPV FWBMVBUF UIF GPMMPXJOH JOEFКOJUF JOUFHSBMT 6TF
EJЙFSFOUJBUJPO UP DIFDL ZPVS XPSL
J
∫
xex + ex dx
JJ
∫
ex(sin(x) + cos(x)) dx
JJJ
∫
2x cos(x) − x2 sin(x) dx
JW
∫
x cos(x) + sin(x) dx
W
∫
1 + ln(x) dx
D 0CTFSWF UIBU UIF FYBNQMFT JO 	C
 XPSL OJDFMZ CFDBVTF PG UIF EFSJWBUJWFT ZPV XFSF
BTLFE UP DBMDVMBUF JO 	B
 &BDI JOUFHSBOE JO 	C
 JT QSFDJTFMZ UIF SFTVMU PG EJЙFSFO
UJBUJOH POF PG UIF QSPEVDUT PG CBTJD GVODUJPOT GPVOE JO 	B
 5P TFF XIBU IBQQFOT
XIFO BO JOUFHSBOE JT TUJMM B QSPEVDU CVU OPU OFDFTTBSJMZ UIF SFTVMU PG EJЙFSFOUJBUJOH
BO FMFNFOUBSZ QSPEVDU XF DPOTJEFS IPX UP FWBMVBUF∫
x cos(x) dx.
J 'JSTU PCTFSWF UIBU
d
dx
[x sin(x)] ! x cos(x) + sin(x).
*OUFHSBUJOH CPUI TJEFT JOEFКOJUFMZ BOE VTJOH UIF GBDU UIBU UIF JOUFHSBM PG B
TVN JT UIF TVN PG UIF JOUFHSBMT XF КOE UIBU∫ (
d
dx
[x sin(x)]
)
dx !
∫
x cos(x) dx +
∫
sin(x) dx.
*O UIJT MBTU FRVBUJPO FWBMVBUF UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM PO UIF MFGU TJEF BT XFMM BT
UIF SJHIUNPTU JOEFКOJUF JOUFHSBM PO UIF SJHIU
JJ *O UIF NPTU SFDFOU FRVBUJPO GSPN 	J
 TPMWF UIF FRVBUJPO GPS UIF FYQSFTTJPO∫
x cos(x) dx
JJJ 'PS XIJDI QSPEVDU PG CBTJD GVODUJPOT IBWF ZPV OPX GPVOE UIF BOUJEFSJWBUJWF 

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
 3FWFSTJOH UIF 1SPEVDU 3VMF *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT
1SPCMFN 	D
 JO 1SFWJFX "DUJWJUZ  QSPWJEFT B DMVF GPS IPX XF EFWFMPQ UIF HFOFSBM UFDI
OJRVF LOPXO BT *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT XIJDI DPNFT GSPN SFWFSTJOH UIF 1SPEVDU 3VMF 3FDBMM
UIBU UIF 1SPEVDU 3VMF TUBUFT UIBU
d
dx
)
f (x)!(x)* ! f (x)!′(x) + !(x) f ′(x).
*OUFHSBUJOH CPUI TJEFT PG UIJT FRVBUJPO JOEFКOJUFMZ XJUI SFTQFDU UP x JU GPMMPXT UIBU∫
d
dx
)
f (x)!(x)* dx ! ∫ f (x)!′(x) dx + ∫ !(x) f ′(x) dx. 	

0O UIF MFGU JO &RVBUJPO 	
 XF SFDPHOJ[F UIBUXF IBWF UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM PG UIF EFSJWB
UJWF PG B GVODUJPO XIJDI VQ UP BO BEEJUJPOBM DPOTUBOU JT UIF PSJHJOBM GVODUJPO JUTFMG 5FN
QPSBSJMZ PNJUUJOH UIF DPOTUBOU UIBU NBZ BSJTF XF FRVJWBMFOUMZ IBWF
f (x)!(x) !
∫
f (x)!′(x) dx +
∫
!(x) f ′(x) dx. 	

5IF NPTU JNQPSUBOU UIJOH UP PCTFSWF BCPVU &RVBUJPO 	
 JT UIBU JU QSPWJEFT VT XJUI B
DIPJDF PG UXP JOUFHSBMT UP FWBMVBUF 5IBU JT JO B TJUVBUJPOXIFSFXF DBO JEFOUJGZ UXP GVODUJPOT
f BOE ! JG XF DBO JOUFHSBUF f (x)!′(x) UIFO XF LOPX UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM PG !(x) f ′(x) BOE
WJDF WFSTB 5P UIBU FOE XF DIPPTF UIF КSTU JOEFКOJUF JOUFHSBM PO UIF MFGU JO &RVBUJPO 	

BOE TPMWF GPS JU UP HFOFSBUF UIF SVMF∫
f (x)!′(x) dx ! f (x)!(x) −
∫
!(x) f ′(x) dx. 	

0GUFO XF FYQSFTT &RVBUJPO 	
 JO UFSNT PG UIF WBSJBCMFT u BOE v XIFSF u ! f (x) BOE
v ! !(x) /PUF UIBU JO EJЙFSFOUJBM OPUBUJPO du ! f ′(x) dx BOE dv ! !′(x) dx BOE UIVT XF
DBO TUBUF UIF SVMF GPS *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT JO JUT NPTU DPNNPO GPSN BT GPMMPXT∫
u dv ! uv −
∫
v du.
5P BQQMZ *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT XF MPPL GPS B QSPEVDU PG CBTJD GVODUJPOT UIBU XF DBO JEFOUJGZ BT
u BOE dv *G XF DBO BOUJEJЙFSFOUJBUF dv UP КOE v BOE FWBMVBUJOH
∫
v du JT OPU NPSF EJМDVMU
UIBO FWBMVBUJOH
∫
u dv UIFO UIJT TVCTUJUVUJPO VTVBMMZ QSPWFT UP CF GSVJUGVM 5P EFNPOTUSBUF
XF DPOTJEFS UIF GPMMPXJOH FYBNQMF
&YBNQMF  &WBMVBUF UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM∫
x cos(x) dx
VTJOH *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT

 *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT
4PMVUJPO 8IFOFWFS XF BSF USZJOH UP JOUFHSBUF B QSPEVDU PG CBTJD GVODUJPOT UISPVHI *OUF
HSBUJPO CZ 1BSUT XF BSF QSFTFOUFE XJUI B DIPJDF GPS u BOE dv *O UIF DVSSFOU QSPCMFN XF
DBO FJUIFS MFU u ! x BOE dv ! cos(x) dx PS MFU u ! cos(x) BOE dv ! x dx 8IJMF UIFSF JT OPU
B VOJWFSTBM SVMF GPS IPX UP DIPPTF u BOE dv B HPPE HVJEFMJOF JT UIJT EP TP JO B XBZ UIBU∫
v du JT BU MFBTU BT TJNQMF BT UIF PSJHJOBM QSPCMFN
∫
u dv
*O UIJT TFUUJOH UIJT MFBET VT UP DIPPTFy u ! x BOE dv ! cos(x) dx GSPN XIJDI JU GPMMPXT UIBU
du ! 1 dx BOE v ! sin(x) 8JUI UIJT TVCTUJUVUJPO UIF SVMF GPS *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT UFMMT VT
UIBU ∫
x cos(x) dx ! x sin(x) −
∫
sin(x) · 1 dx.
"U UIJT QPJOU BMM UIBU SFNBJOT UP EP JT FWBMVBUF UIF 	TJNQMFS
 JOUFHSBM
∫
sin(x) · 1 dx. %PJOH
TP XF КOE ∫
x cos(x) dx ! x sin(x) − (− cos(x)) + C ! x sin(x) + cos(x) + C.
5IFSF BSF BU MFBTU UXP BEEJUJPOBM JNQPSUBOU PCTFSWBUJPOT UP NBLF GSPN &YBNQMF  'JSTU
UIF HFOFSBM UFDIOJRVF PG *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT JOWPMWFT USBEJOH UIF QSPCMFN PG JOUFHSBUJOH UIF
QSPEVDU PG UXP GVODUJPOT GPS UIF QSPCMFN PG JOUFHSBUJOH UIF QSPEVDU PG UXP SFMBUFE GVODUJPOT
*O QBSUJDVMBS XF DPOWFSU UIF QSPCMFN PG FWBMVBUJOH
∫
u dv GPS UIBU PG FWBMVBUJOH
∫
v du 5IJT
QFSTQFDUJWF DMFBSMZ TIBQFT PVS DIPJDF PG u BOE v *O &YBNQMF  UIF PSJHJOBM JOUFHSBM UP
FWBMVBUF XBT
∫
x cos(x) dx BOE UISPVHI UIF TVCTUJUVUJPO QSPWJEFE CZ *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT
XFXFSF JOTUFBE BCMF UP FWBMVBUF
∫
sin(x)·1 dx /PUF UIBU UIF PSJHJOBM GVODUJPO xXBT SFQMBDFE
CZ JUT EFSJWBUJWF XIJMF cos(x) XBT SFQMBDFE CZ JUT BOUJEFSJWBUJWF 4FDPOE PCTFSWF UIBU XIFO
XF HFU UP UIF КOBM TUBHF PG FWBMVBUJOH UIF MBTU SFNBJOJOH BOUJEFSJWBUJWF JU JT BU UIJT TUFQ UIBU
XF JODMVEF UIF JOUFHSBUJPO DPOTUBOU +C
"DUJWJUZ  &WBMVBUF FBDI PG UIF GPMMPXJOH JOEFКOJUF JOUFHSBMT $IFDL FBDI BOUJEFSJWB
UJWF UIBU ZPV КOE CZ EJЙFSFOUJBUJOH
B
∫
te−t dt
C
∫
4x sin(3x) dx
D
∫
z sec2(z) dz
E
∫
x ln(x) dx
 4PNF 4VCUMFUJFT XJUI *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT
5IFSF BSF TJUVBUJPOT XIFSF *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT JT OPU BO PCWJPVT DIPJDF CVU UIF UFDIOJRVF
JT BQQSPQSJBUF OPOFUIFMFTT 0OF HVJEF UP VOEFSTUBOEJOH XIZ JT UIF PCTFSWBUJPO UIBU JOUF
HSBUJPO CZ QBSUT BMMPXT VT UP SFQMBDF POF GVODUJPO JO B QSPEVDU XJUI JUT EFSJWBUJWF XIJMF
y0CTFSWF UIBU JG XF DPOTJEFSFE UIF BMUFSOBUF DIPJDF BOE MFU u ! cos(x) BOE dv ! x dx UIFO du ! − sin(x) dx BOE
v ! 12 x
2 GSPN XIJDI XF XPVME XSJUF
∫
x cos(x) dx ! 12 x2 cos(x) −
∫ 1
2 x
2(− sin(x)) dx 5IVT XF IBWF SFQMBDFE
UIF QSPCMFN PG JOUFHSBUJOH x cos(x) XJUI UIBU PG JOUFHSBUJOH 12 x2 sin(x) UIF MBUUFS JT DMFBSMZ NPSF DPNQMJDBUFE
XIJDI TIPXT UIBU UIJT BMUFSOBUF DIPJDF JT OPU BT IFMQGVM BT UIF КSTU DIPJDF

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
SFQMBDJOH UIF PUIFS XJUI JUT BOUJEFSJWBUJWF 'PS JOTUBODF DPOTJEFS UIF QSPCMFN PG FWBMVBUJOH∫
arctan(x) dx.
*OJUJBMMZ UIJT QSPCMFN TFFNT JMMTVJUFE UP *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT TJODF UIFSF EPFT OPU BQQFBS UP
CF B QSPEVDU PG GVODUJPOT QSFTFOU #VU JGXF OPUF UIBU arctan(x) ! arctan(x)·1 BOE SFBMJ[F UIBU
XF LOPX UIF EFSJWBUJWF PG arctan(x) BT XFMM BT UIF BOUJEFSJWBUJWF PG 1 XF TFF UIF QPTTJCJMJUZ
GPS UIF TVCTUJUVUJPO u ! arctan(x) BOE dv ! 1 dx 8F FYQMPSF UIJT TVCTUJUVUJPO GVSUIFS JO
"DUJWJUZ 
*O B SFMBUFE QSPCMFN JG XF DPOTJEFS
∫
t3 sin(t2) dt UXP LFZ PCTFSWBUJPOT DBO CF NBEF BCPVU
UIF BMHFCSBJD TUSVDUVSF PG UIF JOUFHSBOE UIFSF JT B DPNQPTJUF GVODUJPO QSFTFOU JO sin(t2) BOE
UIFSF JT OPU BO PCWJPVT GVODUJPOEFSJWBUJWF QBJS BT XF IBWF t3 QSFTFOU 	SBUIFS UIBO TJNQMZ t

NVMUJQMZJOH sin(t2) 5IJT QSPCMFN FYFNQMJКFT UIF TJUVBUJPOXIFSF XF TPNFUJNFT VTF CPUI u
TVCTUJUVUJPO BOE *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT JO B TJOHMF QSPCMFN *G XF XSJUF t3 ! t · t2 BOE DPOTJEFS
UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM ∫
t · t2 · sin(t2) dt ,
XF DBO VTF BNJY PG UIF UXP UFDIOJRVFT XF IBWF SFDFOUMZ MFBSOFE 'JSTU MFU z ! t2 TP UIBU dz !
2t dt BOE UIVT t dt ! 12 dz 	8F BSF VTJOH UIF WBSJBCMF z UP QFSGPSN B ɔzTVCTUJUVUJPOɕ TJODF
u XJMM CF VTFE TVCTFRVFOUMZ JO FYFDVUJOH *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT
 6OEFS UIJT zTVCTUJUVUJPO
XF OPX IBWF ∫
t · t2 · sin(t2) dt !
∫
z · sin(z) · 12 dz.
5IF SFNBJOJOH JOUFHSBM JT B TUBOEBSE POF UIBU DBO CF FWBMVBUFE CZ QBSUT 5IJT UPP JT FYQMPSFE
GVSUIFS JO "DUJWJUZ 
5IF QSPCMFNT CSJFЛZ JOUSPEVDFE IFSF FYFNQMJGZ UIBU XF TPNFUJNFT NVTU UIJOL DSFBUJWFMZ JO
DIPPTJOH UIF WBSJBCMFT GPS TVCTUJUVUJPO JO *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT BT XFMM BT UIBU JU JT FOUJSFMZ
QPTTJCMF UIBU XF XJMM OFFE UP VTF UIF UFDIOJRVF PG TVCTUJUVUJPO GPS BO BEEJUJPOBM DIBOHF PG
WBSJBCMFT XJUIJO UIF QSPDFTT PG JOUFHSBUJOH CZ QBSUT
"DUJWJUZ  &WBMVBUF FBDI PG UIF GPMMPXJOH JOEFКOJUF JOUFHSBMT VTJOH UIF QSPWJEFE
IJOUT
B &WBMVBUF
∫
arctan(x) dx CZ VTJOH *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT XJUI UIF TVCTUJUVUJPO u !
arctan(x) BOE dv ! 1 dx
C &WBMVBUF
∫
ln(z) dz $POTJEFS B TJNJMBS TVCTUJUVUJPO UP UIF POF JO 	B

D 6TF UIF TVCTUJUVUJPO z ! t2 UP USBOTGPSN UIF JOUFHSBM
∫
t3 sin(t2) dt UP B OFX JOUFHSBM
JO UIF WBSJBCMF z BOE FWBMVBUF UIBU OFX JOUFHSBM CZ QBSUT
E &WBMVBUF
∫
s5es3 ds VTJOH BO BQQSPBDI TJNJMBS UP UIBU EFTDSJCFE JO 	D

F &WBMVBUF
∫
e2t cos(et) dt :PV XJMM КOE JU IFMQGVM UP OPUF UIBU e2t ! et · et .

 *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT
 6TJOH *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT .VMUJQMF 5JNFT
8F IBWF TFFO UIBU UIF UFDIOJRVF PG *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT JT XFMM TVJUFE UP JOUFHSBUJOH UIF
QSPEVDU PG CBTJD GVODUJPOT BOE UIBU JU BMMPXT VT UP FTTFOUJBMMZ USBEF B HJWFO JOUFHSBOE GPS B
OFX POF XIFSF POF GVODUJPO JO UIF QSPEVDU JT SFQMBDFE CZ JUT EFSJWBUJWF XIJMF UIF PUIFS JT
SFQMBDFE CZ JUT BOUJEFSJWBUJWF 5IF NBJO HPBM JO UIJT USBEF PG
∫
u dv GPS
∫
v du JT UP IBWF UIF
OFX JOUFHSBM OPU CFNPSF DIBMMFOHJOH UP FWBMVBUF UIBO UIF PSJHJOBM POF "U UJNFT JU UVSOT PVU
UIBU JU DBO CF OFDFTTBSZ UP BQQMZ *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT NPSF UIBO PODF JO PSEFS UP VMUJNBUFMZ
FWBMVBUF B HJWFO JOEFКOJUF JOUFHSBM
'PS FYBNQMF JG XF DPOTJEFS
∫
t2et dt BOE MFU u ! t2 BOE dv ! et dt UIFO JU GPMMPXT UIBU
du ! 2t dt BOE v ! et  UIVT ∫
t2et dt ! t2et −
∫
2te t dt .
5IF JOUFHSBM PO UIF SJHIUIBOE TJEF JT TJNQMFS UP FWBMVBUF UIBO UIF POF PO UIF MFGU CVU JU TUJMM
SFRVJSFT *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT /PX MFUUJOH u ! 2t BOE dv ! et dt XF IBWF du ! 2 dt BOE
v ! et  TP UIBU ∫
t2et dt ! t2et −
(
2te t −
∫
2et dt
)
.
/PUF UIF LFZ SPMF PG UIF QBSFOUIFTFT BT JU JT FTTFOUJBM UP EJTUSJCVUF UIFNJOVT TJHO UP UIF FOUJSF
WBMVF PG UIF JOUFHSBM
∫
2te t dt 5IF КOBM JOUFHSBM PO UIF SJHIU JO UIF NPTU SFDFOU FRVBUJPO JT
B CBTJD POF FWBMVBUJOH UIBU JOUFHSBM BOE EJTUSJCVUJOH UIF NJOVT TJHO XF КOE∫
t2et dt ! t2et − 2te t + 2et + C.
0G DPVSTF TJUVBUJPOT BSF QPTTJCMF XIFSF FWFO NPSF UIBO UXP BQQMJDBUJPOT PG *OUFHSBUJPO CZ
1BSUT NBZ CF OFDFTTBSZ 'PS JOTUBODF JO UIF QSFDFEJOH FYBNQMF JU JT BQQBSFOU UIBU JG UIF
JOUFHSBOE XBT t3et JOTUFBE XF XPVME IBWF UP VTF *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT UISFF UJNFT
/FYU XF DPOTJEFS UIF TMJHIUMZ EJЙFSFOU TDFOBSJP QSFTFOUFE CZ UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫
et cos(t) dt
)FSF XF DBO DIPPTF UP MFU u CF FJUIFS et PS cos(t) XF QJDL u ! cos(t) BOE UIVT dv ! et dt
8JUI du ! − sin(t) dt BOE v ! et  *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT UFMMT VT UIBU∫
et cos(t) dt ! et cos(t) −
∫
et(− sin(t)) dt ,
PS FRVJWBMFOUMZ UIBU ∫
et cos(t) dt ! et cos(t) +
∫
et sin(t) dt 	

0CTFSWF UIBU UIF JOUFHSBM PO UIF SJHIU JO &RVBUJPO 	

∫
et sin(t) dt XIJMF OPU CFJOH
NPSF DPNQMJDBUFE UIBO UIF PSJHJOBM JOUFHSBM XF XBOU UP FWBMVBUF JU JT FTTFOUJBMMZ JEFOUJDBM UP∫
et cos(t) dt 8IJMF UIF PWFSBMM TJUVBUJPO JTOɒU OFDFTTBSJMZ CFUUFS UIBO XIBU XF TUBSUFE XJUI

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
UIF QSPCMFN IBTOɒU HPUUFO XPSTF 5IVT XF QSPDFFE CZ JOUFHSBUJOH CZ QBSUT BHBJO 5IJT UJNF
XF MFU u ! sin(t) BOE dv ! et dt TP UIBU du ! cos(t) dt BOE v ! et  XIJDI JNQMJFT∫
et cos(t) dt ! et cos(t) +
(
et sin(t) −
∫
et cos(t) dt
)
	

8F TFFN UP CF CBDL XIFSF XF TUBSUFE BT UXP BQQMJDBUJPOT PG *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT IBT MFE VT
CBDL UP UIF PSJHJOBM QSPCMFN
∫
et cos(t) dt #VU JG XF MPPL DMPTFMZ BU &RVBUJPO 	
 XF TFF
UIBU XF DBO VTF BMHFCSB UP TPMWF GPS UIF WBMVF PG UIF EFTJSFE JOUFHSBM *O QBSUJDVMBS BEEJOH∫
et cos(t) dt UP CPUI TJEFT PG UIF FRVBUJPO XF IBWF
2
∫
et cos(t) dt ! et cos(t) + et sin(t),
BOE UIFSFGPSF ∫
et cos(t) dt ! 12
!
et cos(t) + et sin(t)" + C.
/PUF UIBU TJODF XF OFWFS BDUVBMMZ FODPVOUFSFE BO JOUFHSBM XF DPVME FWBMVBUF EJSFDUMZ XF
EJEOɒU IBWF UIF PQQPSUVOJUZ UP BEE UIF JOUFHSBUJPO DPOTUBOU C VOUJM UIF КOBM TUFQ BU XIJDI
QPJOU XF JODMVEF JU BT QBSU PG UIF NPTU HFOFSBM BOUJEFSJWBUJWF UIBU XF TPVHIU GSPN UIF PVUTFU
JO FWBMVBUJOH BO JOEFКOJUF JOUFHSBM
"DUJWJUZ  &WBMVBUF FBDI PG UIF GPMMPXJOH JOEFКOJUF JOUFHSBMT
B
∫
x2 sin(x) dx
C
∫
t3 ln(t) dt
D
∫
ez sin(z) dz
E
∫
s2e3s ds
F
∫
t arctan(t) dt 	)JOU "U B DFSUBJO QPJOU JO UIJT QSPCMFN JU JT WFSZ IFMQGVM UP OPUF
UIBU t21+t2 ! 1 − 11+t2 .

 &WBMVBUJOH %FКOJUF *OUFHSBMT 6TJOH *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT
+VTU BT XF TBX XJUI uTVCTUJUVUJPO JO 4FDUJPO  XF DBO VTF UIF UFDIOJRVF PG *OUFHSBUJPO CZ
1BSUT UP FWBMVBUF B EFКOJUF JOUFHSBM 4BZ GPS FYBNQMF XF XJTI UP КOE UIF FYBDU WBMVF PG
∫ π/2
0
t sin(t) dt .
0OF PQUJPO JT UP FWBMVBUF UIF SFMBUFE JOEFКOJUF JOUFHSBM UP КOE UIBU
∫
t sin(t) dt ! −t cos(t)+
sin(t) + C, BOE UIFO VTF UIF SFTVMUJOH BOUJEFSJWBUJWF BMPOH XJUI UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN

 *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT
PG $BMDVMVT UP КOE UIBU∫ π/2
0
t sin(t) dt ! (−t cos(t) + sin(t)) ----π/20
!
(
−π2 cos(
π
2 ) + sin(
π
2 )
)
− (−0 cos(0) + sin(0))
! 1.
"MUFSOBUJWFMZ XF DBO BQQMZ *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT BOE XPSL XJUI EFКOJUF JOUFHSBMT UISPVHI
PVU *O UIJT QFSTQFDUJWF JU JT FTTFOUJBM UP SFNFNCFS UP FWBMVBUF UIF QSPEVDU uv PWFS UIF HJWFO
MJNJUT PG JOUFHSBUJPO 5P UIBU FOE VTJOH UIF TVCTUJUVUJPO u ! t BOE dv ! sin(t) dt TP UIBU
du ! dt BOE v ! − cos(t) XF XSJUF∫ π/2
0
t sin(t) dt ! − t cos(t)----π/20 −
∫ π/2
0
(− cos(t)) dt
! − t cos(t)----π/20 + sin(t)----π/20
!
(
−π2 cos(
π
2 ) + sin(
π
2 )
)
− (−0 cos(0) + sin(0))
! 1.
"TXJUI BOZ TVCTUJUVUJPO UFDIOJRVF JU JT JNQPSUBOU UP SFNFNCFS UIF PWFSBMM HPBM PG UIF QSPC
MFN UP VTF OPUBUJPO DBSFGVMMZ BOE DPNQMFUFMZ BOE UP UIJOL BCPVU PVS FOE SFTVMU UP FOTVSF
UIBU JU NBLFT TFOTF JO UIF DPOUFYU PG UIF RVFTUJPO CFJOH BOTXFSFE
 8IFO uTVCTUJUVUJPO BOE *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT 'BJM UP )FMQ
"T XF DMPTF UIJT TFDUJPO JU JT JNQPSUBOU UP OPUF UIBU CPUI JOUFHSBUJPO UFDIOJRVFT XF IBWF
EJTDVTTFE BQQMZ JO SFMBUJWFMZ MJNJUFE DJSDVNTUBODFT *O QBSUJDVMBS JU JT OPU IBSE UP КOE FY
BNQMFT PG GVODUJPOT GPS XIJDI OFJUIFS UFDIOJRVF QSPEVDFT BO BOUJEFSJWBUJWF JOEFFE UIFSF
BSF NBOZ NBOZ GVODUJPOT UIBU BQQFBS FMFNFOUBSZ CVU UIBU EP OPU IBWF BO FMFNFOUBSZ BMHF
CSBJD BOUJEFSJWBUJWF 'PS JOTUBODF JG XF DPOTJEFS UIF JOEFКOJUF JOUFHSBMT∫
ex
2
dx BOE
∫
x tan(x) dx ,
OFJUIFS uTVCTUJUVUJPO OPS *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT QSPWFT GSVJUGVM 8IJMF UIFSF BSF PUIFS JOUFHSB
UJPO UFDIOJRVFT TPNF PG XIJDI XF XJMM DPOTJEFS CSJFЛZ OPOF PG UIFN FOBCMFT VT UP КOE BO
BMHFCSBJD BOUJEFSJWBUJWF GPS ex2 PS x tan(x) 5IFSF BSF BU MFBTU UXP LFZ PCTFSWBUJPOT UP NBLF
POF XF EP LOPX GSPN UIF 4FDPOE 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT UIBU XF DBO DPOTUSVDU
BO JOUFHSBM BOUJEFSJWBUJWF GPS FBDI GVODUJPO BOE UXP BOUJEJЙFSFOUJBUJPO JT NVDI NVDI
IBSEFS JO HFOFSBM UIBO EJЙFSFOUJBUJPO *O QBSUJDVMBS XF PCTFSWF UIBU F(x) ! ∫ x0 et2 dt JT BO
BOUJEFSJWBUJWF PG f (x) ! ex2  BOE G(x) ! ∫ x0 t tan(t) dt JT BO BOUJEFSJWBUJWF PG !(x) ! x tan(x)
#VU КOEJOH BO FMFNFOUBSZ BMHFCSBJD GPSNVMB UIBU EPFTOɒU JOWPMWF JOUFHSBMT GPS FJUIFS F PS
G UVSOT PVU OPU POMZ UP CF JNQPTTJCMF UISPVHI uTVCTUJUVUJPO PS *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT CVU
JOEFFE JNQPTTJCMF BMUPHFUIFS

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
4VNNBSZ
ə 5ISPVHI UIF NFUIPE PG *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT XF DBO FWBMVBUF JOEFКOJUF JOUFHSBMT UIBU
JOWPMWF QSPEVDUT PG CBTJD GVODUJPOT TVDI BT
∫
x sin(x) dx BOE ∫ x ln(x) dx UISPVHI B
TVCTUJUVUJPO UIBU FOBCMFT VT UP FЙFDUJWFMZ USBEF POF PG UIF GVODUJPOT JO UIF QSPEVDU GPS
JUT EFSJWBUJWF BOE UIF PUIFS GPS JUT BOUJEFSJWBUJWF JO BO FЙPSU UP КOE B EJЙFSFOU QSPEVDU
PG GVODUJPOT UIBU JT FBTJFS UP JOUFHSBUF
ə *G XF BSF HJWFO BO JOUFHSBM XIPTF BMHFCSBJD TUSVDUVSF XF DBO JEFOUJGZ BT B QSPEVDU PG
CBTJD GVODUJPOT JO UIF GPSN
∫
f (x)!′(x) dx XF DBO VTF UIF TVCTUJUVUJPO u ! f (x) BOE
dv ! !′(x) dx BOE BQQMZ UIF SVMF∫
u dv ! uv −
∫
v du
JO BO FЙPSU UP FWBMVBUF UIF PSJHJOBM JOUFHSBM
∫
f (x)!′(x) dx CZ JOTUFBE FWBMVBUJOH ∫ v du !∫
f ′(x)!(x) dx
ə 8IFO EFDJEJOH UP JOUFHSBUF CZ QBSUT XF OPSNBMMZ IBWF B QSPEVDU PG GVODUJPOT QSFTFOU
JO UIF JOUFHSBOE BOE XF IBWF UP TFMFDU CPUI u BOE dv 5IBU TFMFDUJPO JT HVJEFE CZ
UIF PWFSBMM QSJODJQBM UIBU XF EFTJSF UIF OFX JOUFHSBM
∫
v du UP OPU CF BOZ NPSF EJМ
DVMU PS DPNQMJDBUFE UIBO UIF PSJHJOBM JOUFHSBM
∫
u dv *O BEEJUJPO JU JT PGUFO IFMQGVM UP
SFDPHOJ[F JG POF PG UIF GVODUJPOT QSFTFOU JT NVDI FBTJFS UP EJЙFSFOUJBUF UIBO BOUJEJЙFS
FOUJBUF 	TVDI BT ln(x)
 JO XIJDI DBTF UIBU GVODUJPO PGUFO JT CFTU BTTJHOFE UIF WBSJBCMF
u 'PS TVSF XIFO DIPPTJOH dv UIF DPSSFTQPOEJOH GVODUJPO NVTU CF POF UIBU XF DBO
BOUJEJЙFSFOUJBUF
&YFSDJTFT
 'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH JOUFHSBMT JOEJDBUF XIFUIFS JOUFHSBUJPO CZ TVCTUJUVUJPO PS JOUF
HSBUJPO CZ QBSUT JT NPSF BQQSPQSJBUF PS JG OFJUIFS NFUIPE JT BQQSPQSJBUF %P OPU FWBMVBUF
UIF JOUFHSBMT

∫
x sin x dx

∫ x2
1+x3 dx

∫
x2ex3 dx

∫
x2 cos(x3) dx

∫ 1√
3x+1
dx
	/PUF UIBU CFDBVTF UIJT JT NVMUJQMF DIPJDF ZPV XJMM OPU CF BCMF UP TFF XIJDI QBSUT PG UIF QSPCMFN ZPV
HPU DPSSFDU

 6TF JOUFHSBUJPO CZ QBSUT UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBM∫
3x cos(2x) dx ! +C
 'JOE UIF JOUFHSBM∫ (z + 1) e4zdz !

 *OUFHSBUJPO CZ 1BSUT
 &WBMVBUF UIF EFКOJUF JOUFHSBM∫ 4
0
te−t dt !
 -FU f (t) ! te−2t BOE F(x) ! ∫ x0 f (t) dt
B %FUFSNJOF F′(x)
C 6TF UIF 'JSTU '5$ UP КOE B GPSNVMB GPS F UIBU EPFT OPU JOWPMWF BO JOUFHSBM
D *T F BO JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH GVODUJPO GPS x > 0 8IZ 
 $POTJEFS UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM HJWFO CZ
∫
e2x cos(ex) dx
B /PUJOH UIBU e2x ! ex · ex  VTF UIF TVCTUJUVUJPO z ! ex UP EFUFSNJOF B OFX FRVJWBMFOU
JOUFHSBM JO UIF WBSJBCMF z
C &WBMVBUF UIF JOUFHSBM ZPV GPVOE JO 	B
 VTJOH BO BQQSPQSJBUF UFDIOJRVF
D )PX JT UIF QSPCMFN PG FWBMVBUJOH
∫
e2x cos(e2x) dx EJЙFSFOU GSPN FWBMVBUJOH UIF JOUF
HSBM JO 	B
 %P TP
E &WBMVBUF FBDI PG UIF GPMMPXJOH JOUFHSBMT BT XFMM LFFQJOH JONJOE UIF BQQSPBDI	FT
 VTFE
FBSMJFS JO UIJT QSPCMFN
ə
∫
e2x sin(ex) dx
ə
∫
e3x sin(e3x) dx
ə
∫
xex2 cos(ex2) sin(ex2) dx
 'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH JOEFКOJUF JOUFHSBMT EFUFSNJOFXIFUIFS ZPVXPVMEVTF uTVCTUJUVUJPO
JOUFHSBUJPO CZ QBSUT OFJUIFS PS CPUI UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBM *O FBDI DBTF XSJUF POF TFO
UFODF UP FYQMBJO ZPVS SFBTPOJOH BOE JODMVEF B TUBUFNFOU PG BOZ TVCTUJUVUJPOT VTFE 	5IBU JT
JG ZPV EFDJEF JO B QSPCMFN UP MFU u ! e3x  ZPV TIPVME TUBUF UIBU BT XFMM BT UIBU du ! 3e3x dx

'JOBMMZ VTF ZPVS DIPTFO BQQSPBDI UP FWBMVBUF FBDI JOUFHSBM 	 POF PG UIF GPMMPXJOH QSPCMFNT
EPFT OPU IBWF BO FMFNFOUBSZ BOUJEFSJWBUJWF BOE ZPV BSF OPU FYQFDUFE UP BDUVBMMZ FWBMVBUF UIJT
JOUFHSBM UIJT XJMM DPSSFTQPOE XJUI B DIPJDF PG ɔOFJUIFSɕ BNPOH UIPTF HJWFO

B
∫
x2 cos(x3) dx
C
∫
x5 cos(x3) dx 	)JOU x5 ! x2 · x3

D
∫
x ln(x2) dx
E
∫
sin(x4) dx
F
∫
x3 sin(x4) dx
G
∫
x7 sin(x4) dx

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
 0UIFS 0QUJPOT GPS 'JOEJOH "MHFCSBJD "OUJEFSJWBUJWFT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX EPFT UIF NFUIPE PG QBSUJBM GSBDUJPOT FOBCMF BOZ SBUJPOBM GVODUJPO UP CF BOUJEJЙFS
FOUJBUFE 
ə 8IBU SPMF IBWF JOUFHSBM UBCMFT IJTUPSJDBMMZ QMBZFE JO UIF TUVEZ PG DBMDVMVT BOE IPX DBO
B UBCMF CF VTFE UP FWBMVBUF JOUFHSBMT TVDI BT
∫ √
a2 + u2 du 
ə 8IBU SPMF DBO B DPNQVUFS BMHFCSB TZTUFNQMBZ JO UIF QSPDFTT PG КOEJOH BOUJEFSJWBUJWFT 
*O UIF QSFDFEJOH TFDUJPOT XF IBWF MFBSOFE UXP WFSZ TQFDJКD BOUJEJЙFSFOUJBUJPO UFDIOJRVFT
uTVCTUJUVUJPO BOE JOUFHSBUJPO CZ QBSUT 5IF GPSNFS JT VTFE UP SFWFSTF UIF DIBJO SVMF XIJMF
UIF MBUUFS UP SFWFSTF UIF QSPEVDU SVMF #VU XF IBWF TFFO UIBU FBDI POMZ XPSLT JO WFSZ TQFDJBM
J[FE DJSDVNTUBODFT 'PS FYBNQMF XIJMF
∫
xex2 dx NBZ CF FWBMVBUFE CZ uTVCTUJUVUJPO BOE∫
xex dx CZ JOUFHSBUJPO CZ QBSUT OFJUIFS NFUIPE QSPWJEFT B SPVUF UP FWBMVBUF
∫
ex2 dx 5IBU
GBDU JT OPU B QBSUJDVMBS TIPSUDPNJOH PG UIFTF UXP BOUJEJЙFSFOUJBUJPO UFDIOJRVFT BT JU UVSOT
PVU UIFSF EPFT OPU FYJTU BO FMFNFOUBSZ BMHFCSBJD BOUJEFSJWBUJWF GPS ex2  4BJE EJЙFSFOUMZ OP
NBUUFS XIBU BOUJEJЙFSFOUJBUJPO NFUIPET XF DPVME EFWFMPQ BOE MFBSO UP FYFDVUF OPOF PG
UIFN XJMM CF BCMF UP QSPWJEF VT XJUI B TJNQMF GPSNVMB UIBU EPFT OPU JOWPMWF JOUFHSBMT GPS B
GVODUJPO F(x) UIBU TBUJTКFT F′(x) ! ex2 
*O UIJT TFDUJPO PG UIF UFYU PVS NBJO HPBMT BSF UP CFUUFS VOEFSTUBOE TPNF DMBTTFT PG GVOD
UJPOT UIBU DBO BMXBZT CF BOUJEJЙFSFOUJBUFE BT XFMM BT UP MFBSO TPNF PQUJPOT GPS TP EPJOH
"U UIF TBNF UJNF XF XBOU UP SFDPHOJ[F UIBU UIFSF BSF NBOZ GVODUJPOT GPS XIJDI BO BMHF
CSBJD GPSNVMB GPS BO BOUJEFSJWBUJWF EPFT OPU FYJTU BOE BMTP BQQSFDJBUF UIF SPMF UIBU DPNQVU
JOH UFDIOPMPHZ DBO QMBZ JO IFMQJOH VT КOE BOUJEFSJWBUJWFT PG PUIFS DPNQMJDBUFE GVODUJPOT
5ISPVHIPVU JU JT IFMQGVM UP SFNFNCFS XIBU XF IBWF MFBSOFE TP GBS IPX UP SFWFSTF UIF DIBJO
SVMF UISPVHI uTVCTUJUVUJPO IPX UP SFWFSTF UIF QSPEVDU SVMF UISPVHI JOUFHSBUJPO CZ QBSUT
BOE UIBU PWFSBMM UIFSF BSF TVCUMF BOE DIBMMFOHJOH JTTVFT UP BEESFTT XIFO USZJOH UP КOE BO
UJEFSJWBUJWFT
1SFWJFX"DUJWJUZ  'PS FBDI PG UIF JOEFКOJUF JOUFHSBMT CFMPX UIFNBJO RVFTUJPO JT UP
EFDJEF XIFUIFS UIF JOUFHSBM DBO CF FWBMVBUFE VTJOH uTVCTUJUVUJPO JOUFHSBUJPO CZ QBSUT
B DPNCJOBUJPO PG UIF UXP PS OFJUIFS 'PS JOUFHSBMT GPS XIJDI ZPVS BOTXFS JT BМSNBUJWF
TUBUF UIF TVCTUJUVUJPO	T
 ZPVXPVME VTF *U JT OPU OFDFTTBSZ UP BDUVBMMZ FWBMVBUF BOZ PG UIF
JOUFHSBMT DPNQMFUFMZ VOMFTT UIF JOUFHSBM DBO CF FWBMVBUFE JNNFEJBUFMZ VTJOH B GBNJMJBS
CBTJD BOUJEFSJWBUJWF
B
∫
x2 sin(x3) dx ∫ x2 sin(x) dx ∫ sin(x3) dx ∫ x5 sin(x3) dx
C
∫ 1
1+x2 dx
∫ x
1+x2 dx
∫ 2x+3
1+x2 dx
∫ ex
1+(ex )2 dx

 0UIFS 0QUJPOT GPS 'JOEJOH "MHFCSBJD "OUJEFSJWBUJWFT
D
∫
x ln(x) dx ∫ ln(x)x dx ∫ ln(1 + x2) dx ∫ x ln(1 + x2) dx
E
∫
x
√
1 − x2 dx ∫ 1√
1−x2 dx
∫ x√
1−x2 dx
∫ 1
x
√
1−x2 dx
 5IF .FUIPE PG 1BSUJBM 'SBDUJPOT
5IF NFUIPE PG QBSUJBM GSBDUJPOT JT VTFE UP JOUFHSBUF SBUJPOBM GVODUJPOT BOE FTTFOUJBMMZ JO
WPMWFT SFWFSTJOH UIF QSPDFTT PG КOEJOH B DPNNPO EFOPNJOBUPS 'PS FYBNQMF TVQQPFT XF
IBWF UIF GVODUJPO R(x) ! 5xx2−x−2 BOE XBOU UP FWBMVBUF∫
5x
x2 − x − 2 dx.
5IJOLJOH BMHFCSBJDBMMZ JG XF GBDUPS UIF EFOPNJOBUPS XF DBO TFF IPX RNJHIU DPNF GSPN UIF
TVN PG UXP GSBDUJPOT PG UIF GPSN Ax−2 + Bx+1 . *O QBSUJDVMBS TVQQPTF UIBU
5x
(x − 2)(x + 1) !
A
x − 2 +
B
x + 1 .
.VMUJQMZJOH CPUI TJEFT PG UIJT MBTU FRVBUJPO CZ (x − 2)(x + 1) XF КOE UIBU
5x ! A(x + 1) + B(x − 2).
4JODF XF XBOU UIJT FRVBUJPO UP IPME GPS FWFSZ WBMVF PG x XF DBO VTF JOTJHIUGVM DIPJDFT PG
TQFDJКD xWBMVFT UP IFMQ VT КOE A BOE B 5BLJOH x ! −1 XF IBWF
5(−1) ! A(0) + B(−3),
BOE UIVT B ! 53  $IPPTJOH x ! 2 JU GPMMPXT
5(2) ! A(3) + B(0),
TP A ! 103 . 5IFSFGPSF XF OPX LOPX UIBU∫
5x
x2 − x − 2 dx !
∫
10/3
x − 2 +
5/3
x + 1 dx.
5IJT FRVJWBMFOU JOUFHSBM FYQSFTTJPO JT TUSBJHIUGPSXBSE UP FWBMVBUF BOE IFODF XF КOE UIBU∫
5x
x2 − x − 2 dx !
10
3 ln |x − 2| +
5
3 ln |x + 1| + C.
*U UVSOT PVU UIBU GPS BOZ SBUJPOBM GVODUJPO R(x) ! P(x)Q(x) XIFSF UIF EFHSFF PG UIF QPMZOPNJBM P
JT MFTT UIBOy UIF EFHSFF PG UIF QPMZOPNJBM Q UIF NFUIPE PG QBSUJBM GSBDUJPOT DBO CF VTFE UP
SFXSJUF UIF GVODUJPO BT B TVN PG TJNQMFS SBUJPOBM GVODUJPOT PG POF PG UIF GPMMPXJOH GPSNT
A
x − c ,
A
(x − c)n ,
Ax + B
x2 + k
, PS Ax + B(x2 + k)n
y*G UIF EFHSFF PG P JT HSFBUFS UIBO PS FRVBM UP UIF EFHSFF PG Q MPOH EJWJTJPO NBZ CF VTFE UP XSJUF R BT UIF TVN PG
B QPMZOPNJBM QMVT B SBUJPOBM GVODUJPO XIFSF UIF OVNFSBUPSɒT EFHSFF JT MFTT UIBO UIF EFOPNJOBUPSɒT

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
XIFSF A B BOE c BSF SFBM OVNCFST BOE k JT B QPTJUJWF SFBM OVNCFS #FDBVTF FBDI PG UIFTF
CBTJD GPSNT JT POF XF DBO BOUJEJЙFSFOUJBUF QBSUJBM GSBDUJPOT FOBCMFT VT UP BOUJEJЙFSFOUJBUF
BOZ SBUJPOBM GVODUJPO " DPNQVUFS BMHFCSB TZTUFN TVDI BT .BQMF .BUIFNBUJDB PS 8PMGSB
N"MQIB DBO CF VTFE UP КOE UIF QBSUJBM GSBDUJPO EFDPNQPTJUJPO PG BOZ SBUJPOBM GVODUJPO *O
8PMGSBN"MQIB FOUFSJOH
RCTVKCĴ HTCEVKQP Z
Z@Z
SFTVMUT JO UIF PVUQVU
5x
x2 − x − 2 !
10
3(x − 2) +
5
3(x + 1) .
8F XJMM QSJNBSJMZ VTF UFDIOPMPHZ UP HFOFSBUF QBSUJBM GSBDUJPO EFDPNQPTJUJPOT PG SBUJPOBM
GVODUJPOT BOE UIFO XPSL GSPN UIFSF UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBMT PG JOUFSFTU VTJOH FTUBCMJTIFE
NFUIPET
"DUJWJUZ  'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH QSPCMFNT FWBMVBUF UIF JOUFHSBM CZ VTJOH UIF
QBSUJBM GSBDUJPO EFDPNQPTJUJPO QSPWJEFE
B
∫ 1
x2−2x−3 dx HJWFO UIBU 1x2−2x−3 !
1/4
x−3 − 1/4x+1
C
∫ x2+1
x3−x2 dx HJWFO UIBU x
2+1
x3−x2 ! − 1x − 1x2 + 2x−1
D
∫ x−2
x4+x2 dx HJWFO UIBU x−2x4+x2 ! 1x − 2x2 + −x+21+x2
 6TJOH BO *OUFHSBM 5BCMF
$BMDVMVT IBT B MPOH IJTUPSZ XJUI LFZ JEFBT HPJOH CBDL BT GBS BT (SFFL NBUIFNBUJDJBOT JO
 #$ *UT NBJO GPVOEBUJPOT XFSF КSTU JOWFTUJHBUFE BOE VOEFSTUPPE JOEFQFOEFOUMZ CZ
*TBBD /FXUPO BOE (PUUGSJFE 8JMIFMN -FJCOJ[ JO UIF MBUF T NBLJOH UIF NPEFSO JEFBT
PG DBMDVMVT XFMM PWFS  ZFBST PME *U JT JOTUSVDUJWF UP SFBMJ[F UIBU VOUJM UIF MBUF T UIF
QFSTPOBM DPNQVUFS FTTFOUJBMMZ EJE OPU FYJTU TP DBMDVMVT 	BOE PUIFS NBUIFNBUJDT
 IBE UP CF
EPOF CZ IBOE GPS SPVHIMZ  ZFBST %VSJOH UIF MBTU  ZFBST IPXFWFS DPNQVUFST IBWF
SFWPMVUJPOJ[FE NBOZ BTQFDUT PG UIF XPSME XF MJWF JO JODMVEJOH NBUIFNBUJDT *O UIJT TFDUJPO
XF UBLF B TIPSU IJTUPSJDBM UPVS UP QSFDFEF UIF GPMMPXJOH EJTDVTTJPO PG UIF SPMF DPNQVUFS BM
HFCSB TZTUFNT DBO QMBZ JO FWBMVBUJOH JOEFКOJUF JOUFHSBMT *O QBSUJDVMBS XF DPOTJEFS B DMBTT
PG JOUFHSBMT JOWPMWJOH DFSUBJO SBEJDBM FYQSFTTJPOT UIBU VOUJM UIF BEWFOU PG DPNQVUFS BMHFCSB
TZTUFNT XFSF PGUFO FWBMVBUFE VTJOH BO JOUFHSBM UBCMF
"T TFFO JO UIF TIPSU UBCMF PG JOUFHSBMT GPVOE JO "QQFOEJY " UIFSF BSF BMTP NBOZ GPSNT PG
JOUFHSBMT UIBU JOWPMWF
√
a2 ± w2 BOE √w2 − a2. 5IFTF JOUFHSBM SVMFT DBO CF EFWFMPQFE VTJOH
B UFDIOJRVF LOPXO BT USJHPOPNFUSJD TVCTUJUVUJPO UIBU XF DIPPTF UP PNJU JOTUFBE XF XJMM TJN
QMZ BDDFQU UIF SFTVMUT QSFTFOUFE JO UIF UBCMF 5P TFF IPX UIFTF SVMFT BSF OFFEFE BOE VTFE
DPOTJEFS UIF EJЙFSFODFT BNPOH∫
1√
1 − x2 dx ,
∫
x√
1 − x2 dx , BOE
∫ √
1 − x2 dx.

 0UIFS 0QUJPOT GPS 'JOEJOH "MHFCSBJD "OUJEFSJWBUJWFT
5IF КSTU JOUFHSBM JT B GBNJMJBS CBTJD POF BOE SFTVMUT JO arcsin(x) + C 5IF TFDPOE JOUFHSBM
DBO CF FWBMVBUFE VTJOH B TUBOEBSE uTVCTUJUVUJPO XJUI u ! 1− x2 5IF UIJSE IPXFWFS JT OPU
GBNJMJBS BOE EPFT OPU MFOE JUTFMG UP uTVCTUJUVUJPO
*O "QQFOEJY " XF КOE UIF SVMF
(h)
∫ √
a2 − u2 du ! u2
√
a2 − u2 + a
2
2 arcsin
u
a
+ C.
6TJOH UIF TVCTUJUVUJPOT a ! 1 BOE u ! x 	TP UIBU du ! dx
 JU GPMMPXT UIBU∫ √
1 − x2 dx ! x2
√
1 − x2 − 12 arcsin x + C.
0OF JNQPSUBOU QPJOU UP OPUF JT UIBU XIFOFWFS XF BSF BQQMZJOH B SVMF JO UIF UBCMF XF BSF
EPJOH B uTVCTUJUVUJPO 5IJT JT FTQFDJBMMZ LFZ XIFO UIF TJUVBUJPO JT NPSF DPNQMJDBUFE UIBO
BMMPXJOH u ! x BT JO UIF MBTU FYBNQMF 'PS JOTUBODF TBZ XF XJTI UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBM∫ √
9 + 64x2 dx.
)FSF XFXBOU UP VTF 3VMF 	D
 GSPN UIF UBCMF BOE EP TPXJUI a ! 3 BOE u ! 8x XF BMTP DIPPTF
UIF ɔ+ɕ PQUJPO JO UIF SVMF 8JUI UIJT TVCTUJUVUJPO JU GPMMPXT UIBU du ! 8dx TP dx ! 18 du
"QQMZJOH UIJT TVCTUJUVUJPO∫ √
9 + 64x2 dx !
∫ √
9 + u2 · 18 du !
1
8
∫ √
9 + u2 du.
#Z 3VMF 	D
 XF OPX КOE UIBU∫ √
9 + 64x2 dx ! 18
( u
2
√
u2 + 9 + 92 ln |u +
√
u2 + 9| + C
)
!
1
8
(8x
2
√
64x2 + 9 + 92 ln |8x +
√
64x2 + 9| + C
)
.
*O QSPCMFNT TVDI BT UIJT POF JU JT FTTFOUJBM UIBU XF OPU GPSHFU UP BDDPVOU GPS UIF GBDUPS PG 18
UIBU NVTU CF QSFTFOU JO UIF FWBMVBUJPO
"DUJWJUZ  'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH JOUFHSBMT FWBMVBUF UIF JOUFHSBM VTJOH uTVCTUJUVUJPO
BOEPS BO FOUSZ GSPN UIF UBCMF GPVOE JO "QQFOEJY "
B
∫ √
x2 + 4 dx
C
∫ x√
x2+4
dx
D
∫ 2√
16+25x2
dx
E
∫ 1
x2
√
49−36x2 dx

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
 6TJOH $PNQVUFS "MHFCSB 4ZTUFNT
" DPNQVUFS BMHFCSB TZTUFN 	$"4
 JT B DPNQVUFS QSPHSBN UIBU JT DBQBCMF PG FYFDVUJOH TZN
CPMJD NBUIFNBUJDT 'PS B TJNQMF FYBNQMF JG XF BTL B $"4 UP TPMWF UIF FRVBUJPO ax2+bx+c !
0 GPS UIF WBSJBCMF x XIFSF a b BOE c BSF BSCJUSBSZ DPOTUBOUT UIF QSPHSBN XJMM SFUVSO
x ! −b±
√
b2−4ac
2a  8IJMF SFTFBSDI UP EFWFMPQ UIF КSTU $"4 EBUFT UP UIF T UIFTF QSPHSBNT
CFDBNFNPSF DPNNPO BOE QVCMJDMZ BWBJMBCMF JO UIF FBSMZ T 5XP QSPNJOFOU FBSMZ FYBN
QMFT BSF UIF QSPHSBNT.BQMF BOE.BUIFNBUJDB XIJDI XFSF BNPOH UIF КSTU DPNQVUFS BMHFCSB
TZTUFNT UP PЙFS B HSBQIJDBM VTFS JOUFSGBDF 5PEBZ .BQMF BOE .BUIFNBUJDB BSF FYDFQUJPOBMMZ
QPXFSGVM QSPGFTTJPOBM TPGUXBSF QBDLBHFT UIBU BSF DBQBCMF PG FYFDVUJOH BO BNB[JOH BSSBZ PG
TPQIJTUJDBUFENBUIFNBUJDBM DPNQVUBUJPOT 5IFZ BSF BMTP WFSZ FYQFOTJWF BT FBDI JT B QSPQSJ
FUBSZ QSPHSBN 5IF $"4 4"(& JT BO PQFOTPVSDF GSFF BMUFSOBUJWF UP.BQMF BOE.BUIFNBUJDB
'PS UIF QVSQPTFT PG UIJT UFYU XIFO XF OFFE UP VTF B $"4 XF BSF HPJOH UP UVSO JOTUFBE UP B
TJNJMBS CVU TPNFXIBU EJЙFSFOU DPNQVUBUJPOBM UPPM UIF XFCCBTFE ɔDPNQVUBUJPOBM LOPXM
FEHF FOHJOFɕ DBMMFE8PMGSBN"MQIB 5IFSF BSF UXP GFBUVSFT PG8PMGSBN"MQIB UIBUNBLF JU TUBOE
PVU GSPN UIF $"4 PQUJPOTNFOUJPOFE BCPWF 	
 VOMJLF.BQMF BOE.BUIFNBUJDB8PMGSBN"MQIB
JT GSFF 	QSPWJEFE XF BSF XJMMJOH UP TVЙFS UISPVHI TPNF QPQVQ BEWFSUJTJOH
 BOE 	
 VOMJLF
BOZ PG UIF UISFF UIF TZOUBY JO8PMGSBN"MQIB JT ЛFYJCMF 5IJOL PG8PMGSBN"MQIB BT CFJOH B MJU
UMF CJU MJLF EPJOH B (PPHMF TFBSDI UIF QSPHSBNXJMM JOUFSQSFU XIBU JT JOQVU BOE UIFO QSPWJEF
B TVNNBSZ PG PQUJPOT
*G XF XBOU UP IBWF 8PMGSBN"MQIB FWBMVBUF BO JOUFHSBM GPS VT XF DBO QSPWJEF JU TZOUBY TVDI
BT
KPVGITCVG Z@ FZ
UP XIJDI UIF QSPHSBN SFTQPOET XJUI∫
x2 dx !
x3
3 + DPOTUBOU.
8IJMF UIFSF JTNVDI UP CF FOUIVTJBTUJD BCPVU SFHBSEJOH$"4 QSPHSBNT TVDI BT8PMGSBN"MQIB
UIFSF BSF TFWFSBM UIJOHTXF TIPVME CF DBVUJPVT BCPVU 	
 B$"4POMZ SFTQPOET UP FYBDUMZXIBU
JT JOQVU 	
 B $"4 DBO BOTXFS VTJOH QPXFSGVM GVODUJPOT GSPN IJHIMZ BEWBODFENBUIFNBUJDT
BOE 	
 UIFSF BSF QSPCMFNT UIBU FWFO B $"4 DBOOPU EP XJUIPVU BEEJUJPOBM IVNBO JOTJHIU
"MUIPVHI 	
 MJLFMZ HPFT XJUIPVU TBZJOH XF IBWF UP CF DBSFGVM XJUI PVS JOQVU JG XF FOUFS
TZOUBY UIBU EFКOFT B GVODUJPO PUIFS UIBO UIF QSPCMFN PG JOUFSFTU UIF $"4 XJMM XPSL XJUI
QSFDJTFMZ UIF GVODUJPO XF EFКOF 'PS FYBNQMF JG XF BSF JOUFSFTUFE JO FWBMVBUJOH UIF JOUFHSBM∫
1
16 − 5x2 dx ,
BOE XF NJTUBLFOMZ FOUFS
KPVGITCVG   Z@ FZ
B $"4 XJMM 	DPSSFDUMZ
 SFQMZ XJUI
1
16 x −
5
3 x
3.

 0UIFS 0QUJPOT GPS 'JOEJOH "MHFCSBJD "OUJEFSJWBUJWFT
*U JT FTTFOUJBM UIBU XF BSF TVМDJFOUMZ XFMMWFSTFE JO BOUJEJЙFSFOUJBUJPO UP SFDPHOJ[F UIBU UIJT
GVODUJPO DBOOPU CF UIF POF UIBU XF TFFL JOUFHSBUJOH B SBUJPOBM GVODUJPO TVDI BT 116−5x2  XFFYQFDU UIF MPHBSJUIN GVODUJPO UP CF QSFTFOU JO UIF SFTVMU
3FHBSEJOH 	
 FWFO GPS B SFMBUJWFMZ TJNQMF JOUFHSBM TVDI BT
∫ 1
16−5x2 dx , TPNF $"4T XJMM JOWPLF BEWBODFE GVODUJPOT SBUIFS UIBO TJNQMF POFT 'PS JOTUBODF JG XF VTF .BQMF UP FYFDVUF
UIF DPNNBOE
KPV

Z@ Z
UIF QSPHSBN SFTQPOET XJUI∫
1
16 − 5x2 dx !
√
5
20 arctanh(
√
5
4 x).
8IJMF UIJT JT DPSSFDU 	TBWF GPS UIF NJTTJOH BSCJUSBSZ DPOTUBOU XIJDI .BQMF OFWFS SFQPSUT

UIF JOWFSTF IZQFSCPMJD UBOHFOU GVODUJPO JT OPU B DPNNPO OPS GBNJMJBS POF B TJNQMFS XBZ UP
FYQSFTT UIJT GVODUJPO DBO CF GPVOE CZ VTJOH UIF QBSUJBM GSBDUJPOT NFUIPE BOE IBQQFOT UP CF
UIF SFTVMU SFQPSUFE CZ 8PMGSBN"MQIB∫
1
16 − 5x2 dx !
1
8
√
5
(
log(4√5 + 5√x) − log(4√5 − 5√x)) + DPOTUBOU.
6TJOH TPQIJTUJDBUFE GVODUJPOT GSPN NPSF BEWBODFE NBUIFNBUJDT JT TPNFUJNFT UIF XBZ B
$"4 TBZT UP UIF VTFS ɔ* EPOɒU LOPX IPX UP EP UIJT QSPCMFNɕ 'PS FYBNQMF JG XF XBOU UP
FWBMVBUF ∫
e−x2 dx ,
BOE XF BTL 8PMGSBN"MQIB UP EP TP UIF JOQVU
KPVGITCVG GZR
Z@FZ
SFTVMUT JO UIF PVUQVU ∫
e−x2 dx !
√
π
2 erf(x) + DPOTUBOU.
5IF GVODUJPO ɔFSG(x)ɕ JT UIF FSSPS GVODUJPO XIJDI JT BDUVBMMZ EFКOFE CZ BO JOUFHSBM
erf(x) ! 2√
π
∫ x
0
e−t2 dt .
4P JO QSPEVDJOH PVUQVU JOWPMWJOH BO JOUFHSBM UIF $"4 IBT CBTJDBMMZ SFQPSUFE CBDL UP VT UIF
WFSZ RVFTUJPO XF BTLFE
'JOBMMZ BT SFNBSLFE BU 	
 BCPWF UIFSF BSF UJNFT UIBU B $"4 XJMM BDUVBMMZ GBJM XJUIPVU TPNF
BEEJUJPOBM IVNBO JOTJHIU *G XF DPOTJEFS UIF JOUFHSBM∫
(1 + x)ex√1 + x2e2x dx
BOE BTL 8PMGSBN"MQIB UP FWBMVBUF

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
KPV 
Z GZR
Z USTV
Z@  GZR
ZFZ
UIF QSPHSBN UIJOLT GPS B NPNFOU BOE UIFO SFQPSUT
	OP SFTVMU GPVOE JO UFSNT PG TUBOEBSE NBUIFNBUJDBM GVODUJPOT

#VU JO GBDU UIJT JOUFHSBM JT OPU UIBU EJМDVMU UP FWBMVBUF *G XF MFU u ! xex  UIFO du ! (1 +
x)ex dx XIJDI NFBOT UIBU UIF QSFDFEJOH JOUFHSBM IBT GPSN∫
(1 + x)ex√1 + x2e2x dx !
∫ √
1 + u2 du ,
XIJDI JT B TUSBJHIUGPSXBSE POF GPS BOZ $"4 UP FWBMVBUF
4P UIF BCPWF PCTFSWBUJPOT SFHBSEJOH DPNQVUFS BMHFCSB TZTUFNT MFBE VT UP QSPDFFE XJUI
TPNF DBVUJPO XIJMF BOZ$"4 JT DBQBCMF PG FWBMVBUJOH BXJEF SBOHF PG JOUFHSBMT 	CPUI EFКOJUF
BOE JOEFКOJUF
 UIFSF BSF UJNFT XIFO UIF SFTVMU DBO NJTMFBE VT 8F NVTU UIJOL DBSFGVMMZ
BCPVU UIF NFBOJOH PG UIF PVUQVU XIFUIFS JU JT DPOTJTUFOU XJUI XIBU XF FYQFDU BOE XIFUIFS
PS OPU JU NBLFT TFOTF UP QSPDFFE
4VNNBSZ
ə 5IF NFUIPE PG QBSUJBM GSBDUJPOT FOBCMFT BOZ SBUJPOBM GVODUJPO UP CF BOUJEJЙFSFOUJBUFE
CFDBVTF BOZ QPMZOPNJBM GVODUJPO DBO CF GBDUPSFE JOUP B QSPEVDU PG MJOFBS BOE JSSF
EVDJCMF RVBESBUJD UFSNT 5IJT BMMPXT BOZ SBUJPOBM GVODUJPO UP CF XSJUUFO BT UIF TVN PG
B QPMZOPNJBM QMVT SBUJPOBM UFSNT PG UIF GPSN A(x−c)n 	XIFSF n JT B OBUVSBM OVNCFS
 BOE
Bx+C
x2+k 	XIFSF k JT B QPTJUJWF SFBM OVNCFS

ə 6OUJM UIF EFWFMPQNFOU PG DPNQVUJOH BMHFCSB TZTUFNT JOUFHSBM UBCMFT FOBCMFE TUVEFOUT
PG DBMDVMVT UPNPSF FBTJMZ FWBMVBUF JOUFHSBMT TVDI BT
∫ √
a2 + u2 du XIFSF a JT B QPTJUJWF
SFBM OVNCFS " TIPSU UBCMF PG JOUFHSBMT NBZ CF GPVOE JO "QQFOEJY "
ə $PNQVUFS BMHFCSB TZTUFNT DBOQMBZ BO JNQPSUBOU SPMF JO КOEJOH BOUJEFSJWBUJWFT UIPVHI
XFNVTU CF DBVUJPVT UP VTF DPSSFDU JOQVU UP XBUDI GPS VOVTVBM PS VOGBNJMJBS BEWBODFE
GVODUJPOT UIBU UIF $"4NBZ DJUF JO JUT SFTVMU BOE UP DPOTJEFS UIF QPTTJCJMJUZ UIBU B $"4
NBZ OFFE GVSUIFS BTTJTUBODF PS JOTJHIU GSPNVT JO PSEFS UP BOTXFS B QBSUJDVMBS RVFTUJPO
&YFSDJTFT
 $BMDVMBUF UIF JOUFHSBM CFMPX CZ QBSUJBM GSBDUJPOT BOE CZ VTJOH UIF JOEJDBUFE TVCTUJUVUJPO
#F TVSF UIBU ZPV DBO TIPX IPX UIF SFTVMUT ZPV PCUBJO BSF UIF TBNF∫
2x
x2 − 25 dx
'JSTU SFXSJUF UIJT XJUI QBSUJBM GSBDUJPOT∫ 2x
x2−25 dx !
∫
dx +
∫
dx !
 +C

 0UIFS 0QUJPOT GPS 'JOEJOH "MHFCSBJD "OUJEFSJWBUJWFT
	/PUF UIBU ZPV TIPVME OPU JODMVEF UIF +C JO ZPVS FOUFSFE BOTXFS BT JU IBT CFFO QSPWJEFE BU UIF FOE
PG UIF FYQSFTTJPO

/FYU VTF UIF TVCTUJUVUJPO w ! x2 − 25 UP КOE UIF JOUFHSBM∫ 2x
x2−25 dx !
∫
dw ! +C !
+C
	'PS UIF TFDPOE BOTXFS CMBOL HJWF ZPVS BOUJEFSJWBUJWF JO UFSNT PG UIF WBSJBCMF w "HBJO OPUF UIBU
ZPV TIPVME OPU JODMVEF UIF +C JO ZPVS BOTXFS

 $BMDVMBUF UIF JOUFHSBM∫
1
(x + 6)(x + 8) dx !
 $BMDVMBUF UIF JOUFHSBM∫
7x + 3
x2 − 3x + 2dx !
 $POTJEFS UIF GPMMPXJOH JOEFКOJUF JOUFHSBM∫
6x3 + 8x2 + 2x + 6
x4 + 1x2
dx
5IF JOUFHSBOE IBT QBSUJBM GSBDUJPOT EFDPNQPTJUJPO
a
x2
+
b
x
+
cx + d
x2 + 1
XIFSF
a !
b !
c !
d !
/PX JOUFHSBUF UFSN CZ UFSN UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBM
"OTXFS +C
 5IF GPSN PG UIF QBSUJBM GSBDUJPO EFDPNQPTJUJPO PG B SBUJPOBM GVODUJPO JT HJWFO CFMPX
25x − 10x2 − 45
(x − 5)(x2 + 9) !
A
x − 5 +
Bx + C
x2 + 9
A ! B ! C !
/PX FWBMVBUF UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM∫
25x − 10x2 − 45
(x − 5)(x2 + 9) dx !
 'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH JOUFHSBMT JOWPMWJOH SBUJPOBM GVODUJPOT 	
 VTF B $"4 UP КOE UIF
QBSUJBM GSBDUJPO EFDPNQPTJUJPO PG UIF JOUFHSBOE 	
 FWBMVBUF UIF JOUFHSBM PG UIF SFTVMUJOH

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
GVODUJPO XJUIPVU UIF BTTJTUBODF PG UFDIOPMPHZ 	
 VTF B $"4 UP FWBMVBUF UIF PSJHJOBM JOUFHSBM
UP UFTU BOE DPNQBSF ZPVS SFTVMU JO 	

B
∫ x3+x+1
x4−1 dx
C
∫ x5+x2+3
x3−6x2+11x−6 dx
D
∫ x2−x−1
(x−3)3 dx
 'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH JOUFHSBMT JOWPMWJOH SBEJDBM GVODUJPOT 	
 VTF BO BQQSPQSJBUF
uTVCTUJUVUJPO BMPOH XJUI "QQFOEJY " UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBM XJUIPVU UIF BTTJTUBODF PG
UFDIOPMPHZ BOE 	
 VTF B $"4 UP FWBMVBUF UIF PSJHJOBM JOUFHSBM UP UFTU BOE DPNQBSF ZPVS
SFTVMU JO 	

B
∫ 1
x
√
9x2+25
dx
C
∫
x
√
1 + x4 dx
D
∫
ex
√
4 + e2x dx
E
∫ tan(x)√
9−cos2(x) dx
 $POTJEFS UIF JOEFКOJUF JOUFHSBM HJWFO CZ
∫ √x + √1 + x2
x
dx.
B &YQMBJO XIZ uTVCTUJUVUJPO EPFT OPU PЙFS B XBZ UP TJNQMJGZ UIJT JOUFHSBM CZ EJTDVTTJOH
BU MFBTU UXP EJЙFSFOU PQUJPOT ZPV NJHIU USZ GPS u
C &YQMBJO XIZ JOUFHSBUJPO CZ QBSUT EPFT OPU TFFN UP CF B SFBTPOBCMF XBZ UP QSPDFFE
FJUIFS CZ DPOTJEFSJOH POF PQUJPO GPS u BOE dv
D *T UIFSF BOZ MJOF JO UIF JOUFHSBM UBCMF JO "QQFOEJY "UIBU JT IFMQGVM GPS UIJT JOUFHSBM 
E &WBMVBUF UIF HJWFO JOUFHSBM VTJOH 8PMGSBN"MQIB 8IBU EP ZPV PCTFSWF 

 /VNFSJDBM *OUFHSBUJPO
 /VNFSJDBM *OUFHSBUJPO
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX EP XF BDDVSBUFMZ FWBMVBUF B EFКOJUF JOUFHSBM TVDI BT
∫ 1
0 e
−x2 dx XIFO XF DBO
OPU VTF UIF 'JSTU 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT CFDBVTF UIF JOUFHSBOE MBDLT BO
FMFNFOUBSZ BMHFCSBJD BOUJEFSJWBUJWF "SF UIFSF XBZT UP HFOFSBUF BDDVSBUF FTUJNBUFT
XJUIPVU VTJOH FYUSFNFMZ MBSHF WBMVFT PG n JO 3JFNBOO TVNT 
ə 8IBU JT UIF 5SBQF[PJE 3VMF BOE IPX JT JU SFMBUFE UP MFGU SJHIU BOE NJEEMF 3JFNBOO
TVNT 
ə )PX BSF UIF FSSPST JO UIF 5SBQF[PJE 3VMF BOE.JEQPJOU 3VMF SFMBUFE BOE IPX DBO UIFZ
CF VTFE UP EFWFMPQ BO FWFO NPSF BDDVSBUF SVMF 
8IFOXFXFSF КSTU FYQMPSJOH UIF QSPCMFNPG КOEJOH UIF OFUTJHOFE BSFB CPVOEFECZ B DVSWF
XF EFWFMPQFE UIF DPODFQU PG B 3JFNBOO TVN BT B IFMQGVM FTUJNBUJPO UPPM BOE B LFZ TUFQ JO
UIF EFКOJUJPO PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM *O QBSUJDVMBS BT XF GPVOE JO 4FDUJPO  SFDBMM UIBU UIF
MFGU SJHIU BOE NJEEMF 3JFNBOO TVNT PG B GVODUJPO f PO BO JOUFSWBM [a , b] BSF EFOPUFE Ln 
Rn  BOE Mn  XJUI GPSNVMBT
Ln ! f (x0)∆x + f (x1)∆x + · · · + f (xn−1)∆x !
n−1∑
i!0
f (xi)∆x , 	

Rn ! f (x1)∆x + f (x2)∆x + · · · + f (xn)∆x !
n∑
i!1
f (xi)∆x , 	

Mn ! f (x1)∆x + f (x2)∆x + · · · + f (xn)∆x !
n∑
i!1
f (xi)∆x , 	

XIFSF x0 ! a xi ! a + i∆x xn ! b BOE ∆x ! b−an  'PS UIF NJEEMF TVN OPUF UIBU xi !(xi−1 + xi)/2
'VSUIFS SFDBMM UIBU B 3JFNBOO TVN JT FTTFOUJBMMZ B TVN PG 	QPTTJCMZ TJHOFE
 BSFBT PG SFDUBO
HMFT BOE UIBU UIF WBMVF PG n EFUFSNJOFT UIF OVNCFS PG SFDUBOHMFT XIJMF PVS DIPJDF PG MFGU
FOEQPJOUT SJHIU FOEQPJOUT PS NJEQPJOUT EFUFSNJOFT IPX XF VTF UIF HJWFO GVODUJPO UP КOE
UIF IFJHIUT PG UIF SFTQFDUJWF SFDUBOHMFT XF DIPPTF UP VTF 7JTVBMMZ XF DBO TFF UIF TJNJMBSJUJFT
BOE EJЙFSFODFT BNPOH UIFTF UISFF PQUJPOT JO 'JHVSF  XIFSF XF DPOTJEFS UIF GVODUJPO
f (x) ! 120 (x−4)3+7 PO UIF JOUFSWBM [1, 8] BOE VTF  SFDUBOHMFT GPS FBDI PG UIF 3JFNBOO TVNT

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
1 8
y= f (x)
LEFT 1 8
y= f (x)
RIGHT 1 8
y= f (x)
MID
'JHVSF  -FGU SJHIU BOENJEEMF 3JFNBOO TVNT GPS y ! f (x) PO [1, 8]XJUI  TVCJOUFSWBMT
8IJMF JU JT B HPPE FYFSDJTF UP DPNQVUF B GFX 3JFNBOO TVNT CZ IBOE KVTU UP FOTVSF UIBU XF
VOEFSTUBOE IPX UIFZ XPSL BOE IPX WBSZJOH UIF GVODUJPO UIF OVNCFS PG TVCJOUFSWBMT BOE
UIF DIPJDF PG FOEQPJOUT PS NJEQPJOUT BЙFDUT UIF SFTVMU JU JT PG DPVSTF UIF DBTF UIBU VTJOH
DPNQVUJOH UFDIOPMPHZ JT UIF CFTU XBZ UP EFUFSNJOF Ln  Rn  BOE Mn HPJOH GPSXBSE "OZ
DPNQVUFS BMHFCSB TZTUFN XJMM PЙFS UIJT DBQBCJMJUZ BT XF TBX JO 1SFWJFX "DUJWJUZ 
B TUSBJHIUGPSXBSE PQUJPO UIBU IBQQFOT UP BMTP CF GSFFMZ BWBJMBCMF POMJOF JT UIF BQQMFUy BU
IUUQHWTVFEVTB
/PUF UIBU XF DBO BEKVTU UIF GPSNVMB GPS f (x) UIF XJOEPX PG x BOE yWBMVFT PG JOUFSFTU
UIF OVNCFS PG TVCJOUFSWBMT BOE UIF NFUIPE 4FF 1SFWJFX "DUJWJUZ  GPS BOZ OFFEFE
SFNJOEFST PO IPX UIF BQQMFU XPSLT
*O XIBU GPMMPXT JO UIJT TFDUJPO XF FYQMPSF TFWFSBM EJЙFSFOU BMUFSOBUJWFT JODMVEJOH MFGU SJHIU
BOE NJEEMF 3JFNBOO TVNT GPS FTUJNBUJOH EFКOJUF JOUFHSBMT 0OF PG PVS NBJO HPBMT JO UIF
VQDPNJOH TFDUJPO JT UP EFWFMPQ GPSNVMBT UIBU FOBCMF VT UP FTUJNBUF EFКOJUF JOUFHSBMT BDDV
SBUFMZ XJUIPVU IBWJOH UP VTF FYDFQUJPOBMMZ MBSHF OVNCFST PG SFDUBOHMFT
1SFWJFX "DUJWJUZ  "T XF CFHJO UP JOWFTUJHBUF XBZT UP BQQSPYJNBUF EFКOJUF JOUF
HSBMT JU XJMM CF JOTJHIUGVM UP DPNQBSF SFTVMUT UP JOUFHSBMT XIPTF FYBDU WBMVFT XF LOPX
5P UIBU FOE UIF GPMMPXJOH TFRVFODF PG RVFTUJPOT DFOUFST PO
∫ 3
0 x
2 dx
B 6TF UIF BQQMFU BU IUUQHWTVFEVTB XJUI UIF GVODUJPO f (x) ! x2 PO UIF XJO
EPX PG x WBMVFT GSPN 0 UP 3 UP DPNQVUF L3 UIF MFGU 3JFNBOO TVNXJUI UISFF TVCJO
UFSWBMT
C -JLFXJTF VTF UIF BQQMFU UP DPNQVUF R3 BOE M3 UIF SJHIU BOE NJEEMF 3JFNBOO
TVNT XJUI UISFF TVCJOUFSWBMT SFTQFDUJWFMZ
D 6TF UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT UP DPNQVUF UIF FYBDU WBMVF PG I !∫ 3
0 x
2 dx
y.BSD 3FOBVMU 4IJQQFOTCVSH 6OJWFSTJUZ

 /VNFSJDBM *OUFHSBUJPO
E 8F EFКOF UIF FSSPS JO BO BQQSPYJNBUJPO PG B EFКOJUF JOUFHSBM UP CF UIF EJЙFSFODF
CFUXFFO UIF JOUFHSBMɒT FYBDU WBMVF BOE UIF BQQSPYJNBUJPOɒT WBMVF 8IBU JT UIF FSSPS
UIBU SFTVMUT GSPN VTJOH L3 'SPN R3 'SPN M3 
F *O XIBU GPMMPXT JO UIJT TFDUJPO XF XJMM MFBSO B OFX BQQSPBDI UP FTUJNBUJOH UIF
WBMVF PG B EFКOJUF JOUFHSBM LOPXO BT UIF 5SBQF[PJE 3VMF 5IF CBTJD JEFB JT UP VTF
USBQF[PJET SBUIFS UIBO SFDUBOHMFT UP FTUJNBUF UIF BSFB VOEFS B DVSWF 8IBU JT UIF
GPSNVMB GPS UIF BSFB PG B USBQF[PJE XJUI CBTFT PG MFOHUI b1 BOE b2 BOE IFJHIU h 
G 8PSLJOH CZ IBOE FTUJNBUF UIF BSFB VOEFS f (x) ! x2 PO [0, 3] VTJOH UISFF TVCJOUFS
WBMT BOE UISFF DPSSFTQPOEJOH USBQF[PJET 8IBU JT UIF FSSPS JO UIJT BQQSPYJNBUJPO 
)PX EPFT JU DPNQBSF UP UIF FSSPST ZPV DBMDVMBUFE JO 	E
 
 5IF 5SBQF[PJE 3VMF
5ISPVHIPVU PVS XPSL UP EBUF XJUI EFWFMPQJOH BOE FTUJNBUJOH EFКOJUF JOUFHSBMT XF IBWF
VTFE UIF TJNQMFTU QPTTJCMF RVBESJMBUFSBMT 	UIBU JT SFDUBOHMFT
 UP TVCEJWJEF SFHJPOT XJUI DPN
QMJDBUFE TIBQFT *U JT OBUVSBM IPXFWFS UP XPOEFS JG PUIFS GBNJMJBS TIBQFT NJHIU TFSWF VT
FWFO CFUUFS *O QBSUJDVMBS PVS HPBM JT UP CF BCMF UP BDDVSBUFMZ FTUJNBUF
∫ b
a f (x) dx XJUIPVU
IBWJOH UP VTF FYUSFNFMZ MBSHF WBMVFT PG n JO 3JFNBOO TVNT
5P UIJT FOE XF DPOTJEFS BO BMUFSOBUJWF UP Ln  Rn  BOE Mn  LOPX BT UIF 5SBQF[PJE 3VMF 5IF
GVOEBNFOUBM JEFB JT TJNQMF SBUIFS UIBO VTJOH B SFDUBOHMF UP FTUJNBUF UIF 	TJHOFE
 BSFB
CPVOEFE CZ y ! f (x) PO B TNBMM JOUFSWBM XF VTF B USBQF[PJE 'PS FYBNQMF JO 'JHVSF 
XF FTUJNBUF UIF BSFB VOEFS UIF QJDUVSFE DVSWF VTJOH UISFF TVCJOUFSWBMT BOE UIF USBQF[PJET
UIBU SFTVMU GSPN DPOOFDUJOH UIF DPSSFTQPOEJOH QPJOUT PO UIF DVSWF XJUI TUSBJHIU MJOFT
y= f (x)
x0 x1 x2 x3
D1 D2 D3
'JHVSF  &TUJNBUJOH
∫ b
a f (x) dx VTJOH UISFF TVCJOUFSWBMT BOE USBQF[PJET SBUIFS UIBO SFDU
BOHMFT XIFSF a ! x0 BOE b ! x3

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
5IF CJHHFTU EJЙFSFODF CFUXFFO UIF 5SBQF[PJE 3VMF BOE B MFGU SJHIU PS NJEEMF 3JFNBOO TVN
JT UIBU PO FBDI TVCJOUFSWBM UIF 5SBQF[PJE 3VMF VTFT UXP GVODUJPO WBMVFT SBUIFS UIBO POF UP
FTUJNBUF UIF 	TJHOFE
 BSFB CPVOEFE CZ UIF DVSWF 'PS JOTUBODF UP DPNQVUFD1 UIF BSFB PG UIF
USBQF[PJE HFOFSBUFE CZ UIF DVSWF y ! f (x) JO 'JHVSF  PO [x0 , x1] XF PCTFSWF UIBU UIF MFGU
CBTF PG UIJT USBQF[PJE IBT MFOHUI f (x0) XIJMF UIF SJHIU CBTF IBT MFOHUI f (x1) *O BEEJUJPO
UIF IFJHIU PG UIJT USBQF[PJE JT x1− x0 ! ∆x ! b−a3  4JODF UIF BSFB PG B USBQF[PJE JT UIF BWFSBHF
PG UIF CBTFT UJNFT UIF IFJHIU XF IBWF
D1 !
1
2 ( f (x0) + f (x1)) · ∆x.
6TJOH TJNJMBS DPNQVUBUJPOT GPS D2 BOE D3 XF КOE UIBU T3 UIF USBQF[PJEBM BQQSPYJNBUJPO
UP
∫ b
a f (x) dx JT HJWFO CZ
T3 ! D1 + D2 + D3
!
1
2 ( f (x0) + f (x1)) · ∆x +
1
2 ( f (x1) + f (x2)) · ∆x +
1
2 ( f (x2) + f (x3)) · ∆x.
#FDBVTF CPUI MFGU BOE SJHIU FOEQPJOUT BSF CFJOH VTFE XF SFDPHOJ[F XJUIJO UIF USBQF[PJEBM
BQQSPYJNBUJPO UIF VTF PG CPUI MFGU BOE SJHIU 3JFNBOO TVNT *O QBSUJDVMBS SFBSSBOHJOH UIF
FYQSFTTJPO GPS T3 CZ SFNPWJOH GBDUPST PG 12 BOE ∆x HSPVQJOH UIF MFGU FOEQPJOU FWBMVBUJPOT
PG f  BOE HSPVQJOH UIF SJHIU FOEQPJOU FWBMVBUJPOT PG f  XF TFF UIBU
T3 !
1
2
)( f (x0) + f (x1) + f (x2))*∆x + ( f (x1) + 12 ) f (x2) + f (x3))*∆x. 	

"U UIJT QPJOU XF PCTFSWF UIBU UXP GBNJMJBS TVNTIBWF BSJTFO 4JODF UIF MFGU 3JFNBOO TVN L3 JT
L3 ! f (x0)∆x + f (x1)∆x + f (x2)∆x BOE UIF SJHIU 3JFNBOO TVN JT R3 ! f (x1)∆x + f (x2)∆x +
f (x3)∆x TVCTUJUVUJOH L3 BOE R3 GPS UIF DPSSFTQPOEJOH FYQSFTTJPOT JO &RVBUJPO 	
 JU
GPMMPXT UIBU T3 ! 12 [L3 + R3] . 8F IBWF UIVT TFFO UIF NBJO JEFBT CFIJOE B WFSZ JNQPSUBOU
SFTVMU VTJOH USBQF[PJET UP FTUJNBUF UIF 	TJHOFE
 BSFB CPVOEFE CZ B DVSWF JT UIF TBNF BT
BWFSBHJOH UIF FTUJNBUFT HFOFSBUFE CZ VTJOH MFGU BOE SJHIU FOEQPJOUT
5IF 5SBQF[PJE 3VMF
5IF USBQF[PJEBM BQQSPYJNBUJPO Tn  PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ b
a f (x) dx VTJOH n TVCJOUFS
WBMT JT HJWFO CZ UIF SVMF
Tn !
[1
2 ( f (x0) + f (x1)) +
1
2 ( f (x1) + f (x2)) + · · · +
1
2 ( f (xn−1) + f (xn))
]
∆x.
!
n−1∑
i!0
1
2 ( f (xi) + f (xi+1))∆x.
.PSFPWFS Tn ! 12 [Ln + Rn] .

 /VNFSJDBM *OUFHSBUJPO
"DUJWJUZ  *O UIJT BDUJWJUZ XF FYQMPSF UIF SFMBUJPOTIJQT BNPOH UIF FSSPST HFOFSBUFE
CZ MFGU SJHIU NJEQPJOU BOE USBQF[PJE BQQSPYJNBUJPOT UP UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ 2
1
1
x2 dx
B 6TF UIF 'JSTU '5$ UP FWBMVBUF
∫ 2
1
1
x2 dx FYBDUMZ
C 6TF BQQSPQSJBUF DPNQVUJOH UFDIOPMPHZ UP DPNQVUF UIF GPMMPXJOH BQQSPYJNBUJPOT
GPS
∫ 2
1
1
x2 dx T4 M4 T8 BOE M8
D -FU UIF FSSPS PG BO BQQSPYJNBUJPO CF UIF EJЙFSFODF CFUXFFO UIF FYBDU WBMVF PG
UIF EFКOJUF JOUFHSBM BOE UIF SFTVMUJOH BQQSPYJNBUJPO 'PS JOTUBODF JG XF MFU ET,4
SFQSFTFOU UIF FSSPS UIBU SFTVMUT GSPN VTJOH UIF USBQF[PJE SVMF XJUI  TVCJOUFSWBMT
UP FTUJNBUF UIF JOUFHSBM XF IBWF
ET,4 !
∫ 2
1
1
x2
dx − T4.
4JNJMBSMZ XF DPNQVUF UIF FSSPS PG UIF NJEQPJOU SVMF BQQSPYJNBUJPO XJUI  TVCJO
UFSWBMT CZ UIF GPSNVMB
EM,8 !
∫ 2
1
1
x2
dx −M8.
#BTFE PO ZPVS XPSL JO 	B
 BOE 	C
 BCPWF DPNQVUF ET,4 ET,8 EM,4 EM,8
E 8IJDI SVMF DPOTJTUFOUMZ PWFSFTUJNBUFT UIF FYBDU WBMVF PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM 
8IJDI SVMF DPOTJTUFOUMZ VOEFSFTUJNBUFT UIF EFКOJUF JOUFHSBM 
F 8IBU CFIBWJPS	T
 PG UIF GVODUJPO f (x) ! 1x2 MFBE UP ZPVS PCTFSWBUJPOT JO 	E
 
 $PNQBSJOH UIF .JEQPJOU BOE 5SBQF[PJE 3VMFT
8F LOPX GSPN UIF EFКOJUJPO PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM PG B DPOUJOVPVT GVODUJPO f  UIBU JG XF
MFU n CF MBSHF FOPVHI XF DBO NBLF UIF WBMVF PG BOZ PG UIF BQQSPYJNBUJPOT Ln  Rn  BOE Mn
BT DMPTF BT XFɒE MJLF 	JO UIFPSZ
 UP UIF FYBDU WBMVF PG
∫ b
a f (x) dx 5IVT JU NBZ CF OBUVSBM UP
XPOEFS XIZ XF FWFS VTF BOZ SVMF PUIFS UIBO Ln PS Rn 	XJUI B TVМDJFOUMZ MBSHF n WBMVF
 UP
FTUJNBUF B EFКOJUF JOUFHSBM 0OF PG UIF QSJNBSZ SFBTPOT JT UIBU BT n → ∞ ∆x ! b−an → 0
BOE UIVT JO B 3JFNBOO TVN DBMDVMBUJPO XJUI B MBSHF n WBMVF XF FOE VQ NVMUJQMZJOH CZ B
OVNCFS UIBU JT WFSZ DMPTF UP [FSP %PJOH TP PGUFO HFOFSBUFT SPVOEPЙ FSSPS BT SFQSFTFOUJOH
OVNCFST DMPTF UP [FSP BDDVSBUFMZ JT B QFSTJTUFOU DIBMMFOHF GPS DPNQVUFST
)FODF XF BSF FYQMPSJOH XBZT CZ XIJDI XF DBO FTUJNBUF EFКOJUF JOUFHSBMT UP IJHI MFWFMT PG
QSFDJTJPO CVU XJUIPVU IBWJOH UP VTF FYUSFNFMZ MBSHF WBMVFT PG n 1BZJOH DMPTF BUUFOUJPO UP
QBUUFSOT JO FSSPST TVDI BT UIPTF PCTFSWFE JO "DUJWJUZ  JT POF XBZ UP CFHJO UP TFF TPNF
BMUFSOBUF BQQSPBDIFT
5P CFHJO XFNBLF B DPNQBSJTPO PG UIF FSSPST JO UIF.JEQPJOU BOE 5SBQF[PJE SVMFT GSPN UXP
EJЙFSFOU QFSTQFDUJWFT 'JSTU DPOTJEFS B GVODUJPO PG DPOTJTUFOU DPODBWJUZ PO B HJWFO JOUFSWBM
BOE QJDUVSF BQQSPYJNBUJOH UIF BSFB CPVOEFE PO UIBU JOUFSWBM CZ CPUI UIF .JEQPJOU BOE

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
5SBQF[PJE SVMFT VTJOH B TJOHMF TVCJOUFSWBM
T1 M1 M1
'JHVSF  &TUJNBUJOH
∫ b
a f (x) dx VTJOH B TJOHMF TVCJOUFSWBM BU MFGU UIF USBQF[PJE SVMF JO
UIF NJEEMF UIF NJEQPJOU SVMF BU SJHIU B NPEJКFE XBZ UP UIJOL BCPVU UIF NJEQPJOU SVMF
"T TFFO JO 'JHVSF  JU JT FWJEFOU UIBU XIFOFWFS UIF GVODUJPO JT DPODBWF VQ PO BO JOUFSWBM
UIF 5SBQF[PJE 3VMF XJUI POF TVCJOUFSWBM T1 XJMM PWFSFTUJNBUF UIF FYBDU WBMVF PG UIF EFКOJUF
JOUFHSBM PO UIBU JOUFSWBM .PSFPWFS GSPN B DBSFGVM BOBMZTJT PG UIF MJOF UIBU CPVOET UIF UPQ
PG UIF SFDUBOHMF GPS UIF .JEQPJOU 3VMF 	TIPXO JO NBHFOUB
 XF TFF UIBU JG XF SPUBUF UIJT MJOF
TFHNFOU VOUJM JU JT UBOHFOU UP UIF DVSWF BU UIF QPJOU PO UIF DVSWF VTFE JO UIF .JEQPJOU 3VMF
	BT TIPXO BU SJHIU JO 'JHVSF 
 UIF SFTVMUJOH USBQF[PJE IBT UIF TBNF BSFB BT M1 BOE
UIJT WBMVF JT MFTT UIBO UIF FYBDU WBMVF PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM )FODF XIFO UIF GVODUJPO JT
DPODBWF VQ PO UIF JOUFSWBM M1 VOEFSFTUJNBUFT UIF JOUFHSBMɒT USVF WBMVF
M1
'JHVSF $PNQBSJOH UIF FSSPS JO FTUJNBUJOH
∫ b
a f (x) dx VTJOH B TJOHMF TVCJOUFSWBM JO SFE
UIF FSSPS GSPN UIF 5SBQF[PJE SVMF JO MJHIU SFE UIF FSSPS GSPN UIF .JEQPJOU SVMF

 /VNFSJDBM *OUFHSBUJPO
5IFTF PCTFSWBUJPOT FYUFOE FBTJMZ UP UIF TJUVBUJPO XIFSF UIF GVODUJPOɒT DPODBWJUZ SFNBJOT
DPOTJTUFOU CVUXF VTF IJHIFS WBMVFT PG n JO UIF.JEQPJOU BOE 5SBQF[PJE 3VMFT )FODF XIFO
FWFS f JT DPODBWF VQ PO [a , b] Tn XJMM PWFSFTUJNBUF UIF WBMVF PG ∫ ba f (x) dx XIJMF Mn XJMM
VOEFSFTUJNBUF
∫ b
a f (x) dx 5IF SFWFSTF PCTFSWBUJPOT BSF USVF JO UIF TJUVBUJPO XIFSF f JT DPO
DBWF EPXO
/FYU XF DPNQBSF UIF TJ[F PG UIF FSSPST CFUXFFO Mn BOE Tn  "HBJO XF GPDVT PO M1 BOE T1
PO BO JOUFSWBM XIFSF UIF DPODBWJUZ PG f JT DPOTJTUFOU *O 'JHVSF  XIFSF UIF FSSPS PG UIF
5SBQF[PJE 3VMF JT TIBEFE JO SFE XIJMF UIF FSSPS PG UIF .JEQPJOU 3VMF JT TIBEFE MJHIUFS SFE
JU JT WJTVBMMZ BQQBSFOU UIBU UIF FSSPS JO UIF 5SBQF[PJE 3VMF JT NPSF TJHOJКDBOU 5P TFF IPX
NVDI NPSF TJHOJКDBOU MFUɒT DPOTJEFS UXP FYBNQMFT BOE TPNF QBSUJDVMBS DPNQVUBUJPOT
*G XF MFU f (x) ! 1−x2 BOE DPOTJEFS ∫ 10 f (x) dx XF LOPX CZ UIF 'JSTU '5$ UIBU UIF FYBDU WBMVF
PG UIF JOUFHSBM JT ∫ 1
0
(1 − x2) dx ! x − x
3
3
----10 ! 23 .
6TJOH BQQSPQSJBUF UFDIOPMPHZ UP DPNQVUF M4 M8 T4 BOE T8 BT XFMM BT UIF DPSSFTQPOEJOH
FSSPST EM,4 EM,8 ET,4 BOE ET,8 BT XF EJE JO "DUJWJUZ  XF КOE UIF SFTVMUT TVNNBSJ[FE
JO 5BCMF  /PUF UIBU JO UIF UBCMF XF BMTP JODMVEF UIF BQQSPYJNBUJPOT BOE UIFJS FSSPST GPS
UIF FYBNQMF
∫ 2
1
1
x2 dx GSPN "DUJWJUZ 
3VMF
∫ 1
0 (1 − x2) dx ! 0.6 FSSPS
∫ 2
1
1
x2 dx ! 0.5 FSSPS
T4 0.65625 −0.0104166667 0.5089937642 0.0089937642
M4 0.671875 0.0052083333 0.4955479365 −0.0044520635
T8 0.6640625 −0.0026041667 0.5022708502 0.0022708502
M8 0.66796875 0.0013020833 0.4988674899 −0.0011325101
5BCMF  $BMDVMBUJPOT PG T4 M4 T8 BOE M8 BMPOH XJUI DPSSFTQPOEJOH FSSPST GPS UIF
EFКOJUF JOUFHSBMT
∫ 1
0 (1 − x2) dx BOE
∫ 2
1
1
x2 dx
3FDBMM UIBU GPS B HJWFO GVODUJPO f BOE JOUFSWBM [a , b] ET,4 ! ∫ ba f (x) dx − T4 DBMDVMBUFT UIF
EJЙFSFODF CFUXFFO UIF FYBDU WBMVF PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM BOE UIF BQQSPYJNBUJPO HFOFSBUFE
CZ UIF 5SBQF[PJE 3VMF XJUI n ! 4 *G XF MPPL BU OPU POMZ ET,4 CVU BMTP UIF PUIFS FSSPST
HFOFSBUFE CZ VTJOH Tn BOEMn XJUI n ! 4 BOE n ! 8 JO UIF UXP FYBNQMFT OPUFE JO 5BCMF 
XF TFF BO FWJEFOU QBUUFSO /PU POMZ JT UIF TJHO PG UIF FSSPS 	XIJDINFBTVSFTXIFUIFS UIF SVMF
HFOFSBUFT BO PWFS PS VOEFSFTUJNBUF
 UJFE UP UIF SVMF VTFE BOE UIF GVODUJPOɒT DPODBWJUZ CVU
UIF NBHOJUVEF PG UIF FSSPST HFOFSBUFE CZ Tn BOE Mn TFFNT DMPTFMZ DPOOFDUFE *O QBSUJDVMBS
UIF FSSPST HFOFSBUFE CZ UIF .JEQPJOU 3VMF TFFN UP CF BCPVU IBMG UIF TJ[F PG UIPTF HFOFSBUFE
CZ UIF 5SBQF[PJE 3VMF
5IBU JT XF DBO PCTFSWF JO CPUI FYBNQMFT UIBU EM,4 ≈ − 12ET,4 BOE EM,8 ≈ − 12ET,8 XIJDI
EFNPOTUSBUFT B QSPQFSUZ PG UIF .JEQPJOU BOE 5SBQF[PJE 3VMFT UIBU UVSOT PVU UP IPME JO HFO
FSBM GPS B GVODUJPO PG DPOTJTUFOU DPODBWJUZ UIF FSSPS JO UIF .JEQPJOU 3VMF IBT UIF PQQPTJUF
TJHO BOE BQQSPYJNBUFMZ IBMG UIF NBHOJUVEF PG UIF FSSPS PG UIF 5SBQF[PJE 3VMF 4BJE TZNCPM

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
JDBMMZ
EM,n ≈ −12ET,n .
5IJT JNQPSUBOU SFMBUJPOTIJQ TVHHFTUT B XBZ UP DPNCJOF UIF .JEQPJOU BOE 5SBQF[PJE 3VMFT
UP DSFBUF BO FWFO NPSF BDDVSBUF BQQSPYJNBUJPO UP B EFКOJUF JOUFHSBM
 4JNQTPOɒT 3VMF
8IFOXF КSTU EFWFMPQFE UIF 5SBQF[PJE 3VMF XF PCTFSWFE UIBU JU DBO FRVJWBMFOUMZ CF WJFXFE
BT SFTVMUJOH GSPN UIF BWFSBHF PG UIF -FGU BOE 3JHIU 3JFNBOO TVNT
Tn !
1
2 (Ln + Rn).
8IFOFWFS B GVODUJPO JT BMXBZT JODSFBTJOH PS BMXBZT EFDSFBTJOH PO UIF JOUFSWBM [a , b] POF PG
Ln BOERn XJMM PWFSFTUJNBUF UIF USVF WBMVF PG
∫ b
a f (x) dx XIJMF UIF PUIFSXJMM VOEFSFTUJNBUF
UIF JOUFHSBM 4BJE EJЙFSFOUMZ UIF FSSPST GPVOE JO Ln BOE Rn XJMM IBWF PQQPTJUF TJHOT UIVT
BWFSBHJOH Ln BOE Rn FMJNJOBUFT B DPOTJEFSBCMF BNPVOU PG UIF FSSPS QSFTFOU JO UIF SFTQFDUJWF
BQQSPYJNBUJPOT *O B TJNJMBS XBZ JU NBLFT TFOTF UP UIJOL BCPVU BWFSBHJOH Mn BOE Tn JO
PSEFS UP HFOFSBUF B TUJMM NPSF BDDVSBUF BQQSPYJNBUJPO
"U UIF TBNF UJNF XFɒWF KVTU PCTFSWFE UIBU Mn JT UZQJDBMMZ BCPVU UXJDF BT BDDVSBUF BT Tn 
5IVT XF JOTUFBE DIPPTF UP VTF UIF XFJHIUFE BWFSBHF
S2n !
2Mn + Tn
3 . 	

5IF SVMF GPS S2n HJWJOH CZ &RVBUJPO 	
 JT VTVBMMZ LOPXO BT 4JNQTPOɒT 3VMFr /PUF UIBU
XF VTF ɔS2nɕ SBUIFS UIBU ɔSnɕ TJODF UIF n QPJOUT UIF .JEQPJOU 3VMF VTFT BSF EJЙFSFOU GSPN
UIF n QPJOUT UIF 5SBQF[PJE 3VMF VTFT BOE UIVT 4JNQTPOɒT 3VMF JT VTJOH 2n QPJOUT BU XIJDI
UP FWBMVBUF UIF GVODUJPO 8F CVJME VQPO UIF SFTVMUT JO 5BCMF  UP TFF UIF BQQSPYJNBUJPOT
HFOFSBUFE CZ 4JNQTPOɒT 3VMF *O QBSUJDVMBS JO 5BCMF  XF JODMVEF BMM PG UIF SFTVMUT JO
5BCMF  CVU JODMVEF BEEJUJPOBM SFTVMUT GPS S8 ! 2M4+T43 BOE S16 ! 2M8+T83 
r5IPNBT 4JNQTPO XBT BO UI DFOUVSZ NBUIFNBUJDJBO IJT JEFB XBT UP FYUFOE UIF 5SBQF[PJE SVMF CVU SBUIFS UIBO
VTJOH TUSBJHIU MJOFT UP CVJME USBQF[PJET UP VTF RVBESBUJD GVODUJPOT UP CVJME SFHJPOT XIPTF BSFB XBT CPVOEFE CZ
QBSBCPMBT 	XIPTF BSFBT IF DPVME КOE FYBDUMZ
 4JNQTPOɒT 3VMF JT PGUFO EFWFMPQFE GSPN UIF NPSF TPQIJTUJDBUFE
QFSTQFDUJWF PG VTJOH JOUFSQPMBUJPO CZ RVBESBUJD GVODUJPOT

 /VNFSJDBM *OUFHSBUJPO
3VMF
∫ 1
0 (1 − x2) dx ! 0.6 FSSPS
∫ 2
1
1
x2 dx ! 0.5 FSSPS
T4 0.65625 −0.0104166667 0.5089937642 0.0089937642
M4 0.671875 0.0052083333 0.4955479365 −0.0044520635
S8 0.6666666667 0 0.5000298792 0.0000298792
T8 0.6640625 −0.0026041667 0.5022708502 0.0022708502
M8 0.66796875 0.0013020833 0.4988674899 −0.0011325101
S16 0.6666666667 0 0.5000019434 0.0000019434
5BCMF  5BCMF  VQEBUFE UP JODMVEF S8 S16 BOE UIF DPSSFTQPOEJOH FSSPST
5IF SFTVMUT TFFO JO 5BCMF  BSF TUSJLJOH *G XF DPOTJEFS UIF S16 BQQSPYJNBUJPO PG
∫ 2
1
1
x2 dxUIF FSSPS JT POMZ ES,16 ! 0.0000019434 #Z DPOUSBTU L8 ! 0.5491458502 TP UIF FSSPS PG UIBU
FTUJNBUF JT EL,8 ! −0.0491458502 .PSFPWFS XF PCTFSWF UIBU HFOFSBUJOH UIF BQQSPYJNBUJPOT
GPS 4JNQTPOɒT 3VMF JT BMNPTU OP BEEJUJPOBM XPSL PODF XF IBWF Ln  Rn  BOE Mn GPS B HJWFO
WBMVF PG n JU JT B TJNQMF FYFSDJTF UP HFOFSBUF Tn  BOE GSPN UIFSF UP DBMDVMBUF S2n  'JOBMMZ OPUF
UIBU UIF FSSPS JO UIF 4JNQTPOɒT 3VMF BQQSPYJNBUJPOT PG
∫ 1
0 (1 − x2) dx JT [FSPs
5IFTF SVMFT BSF OPU POMZ VTFGVM GPS BQQSPYJNBUJOH EFКOJUF JOUFHSBMT TVDI BT
∫ 1
0 e
−x2 dx GPS
XIJDI XF DBOOPU КOE BO FMFNFOUBSZ BOUJEFSJWBUJWF PG e−x2  CVU BMTP GPS BQQSPYJNBUJOH EFG
JOJUF JOUFHSBMT JO UIF TFUUJOH XIFSF XF BSF HJWFO B GVODUJPO UISPVHI B UBCMF PG EBUB
"DUJWJUZ  " DBS USBWFMJOH BMPOH B TUSBJHIU SPBE JT CSBLJOH BOE JUT WFMPDJUZ JT NFB
TVSFE BU TFWFSBM EJЙFSFOU QPJOUT JO UJNF BT HJWFO JO UIF GPMMPXJOH UBCMF "TTVNF UIBU
v JT DPOUJOVPVT BMXBZT EFDSFBTJOH BOE BMXBZT EFDSFBTJOH BU B EFDSFBTJOH SBUF BT JT
TVHHFTUFE CZ UIF EBUB
TFDPOET t 0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8
7FMPDJUZ JO GUTFD v(t) 100 99 96 90 80 50 0
5BCMF  %BUB GPS UIF CSBLJOH DBS
B 1MPU UIF HJWFO EBUB PO UIF TFU PG BYFT QSPWJEFE JO 'JHVSF  XJUI UJNF PO UIF
IPSJ[POUBM BYJT BOE UIF WFMPDJUZ PO UIF WFSUJDBM BYJT
C 8IBU EFКOJUF JOUFHSBM XJMM HJWF ZPV UIF FYBDU EJTUBODF UIF DBS USBWFMFE PO [0, 1.8] 
D &TUJNBUF UIF UPUBM EJTUBODF USBWFMFE PO [0, 1.8] CZ DPNQVUJOH L3 R3 BOE T3 8IJDI
PG UIFTF VOEFSFTUJNBUFT UIF USVF EJTUBODF USBWFMFE 
s4JNJMBS UP IPX UIF .JEQPJOU BOE 5SBQF[PJE BQQSPYJNBUJPOT BSF FYBDU GPS MJOFBS GVODUJPOT 4JNQTPOɒT 3VMF BQ
QSPYJNBUJPOT BSF FYBDU GPS RVBESBUJD BOE DVCJD GVODUJPOT 4FF BEEJUJPOBM EJTDVTTJPO PO UIJT JTTVF MBUFS JO UIF
TFDUJPO BOE JO UIF FYFSDJTFT

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
E &TUJNBUF UIF UPUBM EJTUBODF USBWFMFE
PO [0, 1.8] CZ DPNQVUJOH M3 *T UIJT
BO PWFS PS VOEFSFTUJNBUF 8IZ 
F 6TJOH ZPVS SFTVMUT GSPN 	D
 BOE 	E

JNQSPWF ZPVS FTUJNBUF GVSUIFS CZ
VTJOH 4JNQTPOɒT 3VMF
G 8IBU JT ZPVS CFTU FTUJNBUF PG UIF
BWFSBHF WFMPDJUZ PG UIF DBS PO
[0, 1.8] 8IZ 8IBU BSF UIF VOJUT
PO UIJT RVBOUJUZ 
0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8
v
t
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH UIF EBUB JO
"DUJWJUZ 
 0WFSBMM PCTFSWBUJPOT SFHBSEJOH Ln  Rn  Tn  Mn  BOE S2n 
"TXF DPODMVEF PVS EJTDVTTJPO PG OVNFSJDBM BQQSPYJNBUJPO PG EFКOJUF JOUFHSBMT JU JT JNQPS
UBOU UP TVNNBSJ[F HFOFSBM USFOET JO IPX UIF WBSJPVT SVMFT PWFS PS VOEFSFTUJNBUF UIF USVF
WBMVF PG B EFКOJUF JOUFHSBM BOE CZ IPX NVDI 5P SFWJTJU TPNF QBTU PCTFSWBUJPOT BOE TFF
TPNF OFX POFT XF DPOTJEFS UIF GPMMPXJOH BDUJWJUZ
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GVODUJPOT f (x) ! 2− x2 !(x) ! 2− x3 BOE h(x) ! 2− x4 BMM
PO UIF JOUFSWBM [0, 1] 'PS FBDI PG UIF RVFTUJPOT UIBU SFRVJSF B OVNFSJDBM BOTXFS JO XIBU
GPMMPXT XSJUF ZPVS BOTXFS FYBDUMZ JO GSBDUJPO GPSN
B 0O UIF UISFF TFUT PG BYFT QSPWJEFE JO 'JHVSF  TLFUDI B HSBQI PG FBDI GVODUJPO
PO UIF JOUFSWBM [0, 1] BOE DPNQVUF L1 BOE R1 GPS FBDI 8IBU EP ZPV PCTFSWF 
C $PNQVUFM1 GPS FBDI GVODUJPO UP BQQSPYJNBUF
∫ 1
0 f (x) dx
∫ 1
0 !(x) dx BOE
∫ 1
0 h(x) dx
SFTQFDUJWFMZ
D $PNQVUF T1 GPS FBDI PG UIF UISFF GVODUJPOT BOE IFODF DPNQVUF S2 GPS FBDI PG UIF
UISFF GVODUJPOT
E &WBMVBUF FBDI PG UIF JOUFHSBMT
∫ 1
0 f (x) dx
∫ 1
0 !(x) dx BOE
∫ 1
0 h(x) dx FYBDUMZ VTJOH
UIF 'JSTU '5$
F 'PS FBDI PG UIF UISFF GVODUJPOT f  ! BOE h DPNQBSF UIF SFTVMUT PG L1 R1 M1 T1
BOE S2 UP UIF USVF WBMVF PG UIF DPSSFTQPOEJOH EFКOJUF JOUFHSBM 8IBU QBUUFSOT EP
ZPV PCTFSWF 

 /VNFSJDBM *OUFHSBUJPO
1
2
1
2
1
2
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH UIF GVODUJPOT JO "DUJWJUZ 
5IF SFTVMUT TFFO JO UIF FYBNQMFT JO "DUJWJUZ  HFOFSBMJ[F OJDFMZ 'PS JOTUBODF GPS BOZ
GVODUJPO f UIBU JT EFDSFBTJOH PO [a , b] Ln XJMM PWFSFTUJNBUF UIF FYBDU WBMVF PG ∫ ba f (x) dx
BOE GPS BOZ GVODUJPO f UIBU JT DPODBWF EPXO PO [a , b] Mn XJMM PWFSFTUJNBUF UIF FYBDU WBMVF
PG UIF JOUFHSBM "O FYDFMMFOU FYFSDJTF JT UP XSJUF B DPMMFDUJPO PG TDFOBSJPT PG QPTTJCMF GVODUJPO
CFIBWJPS BOE UIFO DBUFHPSJ[F XIFUIFS FBDI PG Ln  Rn  Tn  BOE Mn JT BO PWFS PS VOEFS
FTUJNBUF
'JOBMMZ XF NBLF UXP JNQPSUBOU OPUFT BCPVU 4JNQTPOɒT 3VMF 8IFO 5 4JNQTPO КSTU EFWFM
PQFE UIJT SVMF IJT JEFB XBT UP SFQMBDF UIF GVODUJPO f PO B HJWFO JOUFSWBM XJUI B RVBESBUJD
GVODUJPO UIBU TIBSFE UISFF WBMVFT XJUI UIF GVODUJPO f  *O TP EPJOH IF HVBSBOUFFE UIBU UIJT
OFX BQQSPYJNBUJPO SVMF XPVME CF FYBDU GPS UIF EFКOJUF JOUFHSBM PG BOZ RVBESBUJD QPMZOP
NJBM *O POF PG UIF QMFBTBOU TVSQSJTFT PG OVNFSJDBM BOBMZTJT JU UVSOT PVU UIBU FWFO UIPVHI JU
XBT EFTJHOFE UP CF FYBDU GPS RVBESBUJD QPMZOPNJBMT 4JNQTPOɒT 3VMF JT FYBDU GPS BOZ DVCJD
QPMZOPNJBM UIBU JT JG XF BSF JOUFSFTUFE JO BO JOUFHSBM TVDI BT
∫ 5
2 (5x3 − 2x2 + 7x − 4) dx S2n
XJMM BMXBZT CF FYBDU SFHBSEMFTT PG UIF WBMVF PG n 5IJT JT KVTU POF NPSF QJFDF PG FWJEFODF
UIBU TIPXT IPX FЙFDUJWF 4JNQTPOɒT 3VMF JT BT BO BQQSPYJNBUJPO UPPM GPS FTUJNBUJOH EFКOJUF
JOUFHSBMTу
4VNNBSZ
ə 'PS B EFКOJUF JOUFHSBM TVDI BT
∫ 1
0 e
−x2 dx XIFO XF DBOOPU VTF UIF 'JSTU 'VOEBNFOUBM
5IFPSFN PG $BMDVMVT CFDBVTF UIF JOUFHSBOE MBDLT BO FMFNFOUBSZ BMHFCSBJD BOUJEFSJWB
UJWF XF DBO FTUJNBUF UIF JOUFHSBMɒT WBMVF CZ VTJOH B TFRVFODF PG 3JFNBOO TVN BQQSPY
JNBUJPOT 5ZQJDBMMZ XF TUBSU CZ DPNQVUJOH Ln  Rn  BOE Mn GPS POF PS NPSF DIPTFO
WBMVFT PG n
ə 5IF 5SBQF[PJE 3VMF XIJDI FTUJNBUFT
∫ b
a f (x) dx CZ VTJOH USBQF[PJET SBUIFS UIBO SFDU
BOHMFT DBO BMTP CF WJFXFE BT UIF BWFSBHF PG -FGU BOE 3JHIU 3JFNBOO TVNT 5IBU JT
Tn ! 12 (Ln + Rn)
у0OF SFBTPO UIBU 4JNQTPOɒT 3VMF JT TP FЙFDUJWF JT UIBU S2n CFOFКUT GSPN VTJOH 2n + 1 QPJOUT PG EBUB #FDBVTF JU
DPNCJOFT Mn  XIJDI VTFT n NJEQPJOUT BOE Tn  XIJDI VTFT UIF n + 1 FOEQPJOUT PG UIF DIPTFO TVCJOUFSWBMT
S2n UBLFT BEWBOUBHF PG UIF NBYJNVN BNPVOU PG JOGPSNBUJPO XF IBWF XIFO XF LOPX GVODUJPO WBMVFT BU UIF
FOEQPJOUT BOE NJEQPJOUT PG n TVCJOUFSWBMT

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
ə 5IF .JEQPJOU 3VMF JT UZQJDBMMZ UXJDF BT BDDVSBUF BT UIF 5SBQF[PJE 3VMF BOE UIF TJHOT
PG UIF SFTQFDUJWF FSSPST PG UIFTF SVMFT BSF PQQPTJUFT )FODF CZ UBLJOH UIF XFJHIUFE
BWFSBHF Sn ! 2Mn+Tn3  XF DBO CVJME B NVDI NPSF BDDVSBUF BQQSPYJNBUJPO UP
∫ b
a f (x) dx
CZ VTJOH BQQSPYJNBUJPOT XF IBWF BMSFBEZ DPNQVUFE 5IF SVMF GPS Sn JT LOPXO BT
4JNQTPOɒT 3VMF XIJDI DBO BMTP CF EFWFMPQFE CZ BQQSPYJNBUJOH B HJWFO DPOUJOVPVT
GVODUJPO XJUI QJFDFT PG RVBESBUJD QPMZOPNJBMT
&YFSDJTFT
 /PUF GPS UIJT QSPCMFN CFDBVTF MBUFS BOTXFST EFQFOE PO FBSMJFS POFT ZPV NVTU FOUFS
BOTXFST GPS BMM BOTXFS CMBOLT GPS UIF QSPCMFN UP CF DPSSFDUMZ HSBEFE *G ZPV XPVME MJLF UP
HFU GFFECBDL CFGPSF ZPV DPNQMFUFE BMM DPNQVUBUJPOT FOUFS B ɕɕ GPS FBDI BOTXFS ZPV EJE
OPU ZFU DPNQVUF BOE UIFO TVCNJU UIF QSPCMFN 	#VU OPUF UIBU UIJT XJMM PCWJPVTMZ SFTVMU JO
B QSPCMFN TVCNJTTJPO

	B
 8IBU JT UIF FYBDU WBMVF PG
∫ 3
0 e
x dx ∫ 3
0 e
x dx !
	C
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 BOE 4*.1	
 DPNQVUF UIF FSSPS GPS FBDI
-&'5	
 3*()5	
 53"1	
 .*%	
 4*.1	

WBMVF
FSSPS
	D

3FQFBU QBSU 	C
 XJUI n ! 4 	JOTUFBE PG n ! 2

-&'5	
 3*()5	
 53"1	
 .*%	
 4*.1	

WBMVF
FSSPS
	E

'PS FBDI SVMF JO QBSU 	C
 BT n HPFT GSPN n ! 2 UP n ! 4 EPFT UIF FSSPS HP EPXO BQQSPYJNBUFMZ
BT ZPV XPVME FYQFDU &YQMBJO CZ DBMDVMBUJOH UIF SBUJPT PG UIF FSSPST
&SSPS -&'5	
&SSPS -&'5	
 
&SSPS 3*()5	
&SSPS 3*()5	
 
&SSPS 53"1	
&SSPS 53"1	
 
&SSPS .*%	
&SSPS .*%	
 
&SSPS 4*.1	
&SSPS 4*.1	
 
	#F TVSF UIBU ZPV DBO FYQMBJO JO XPSET XIZ UIFTF EP 	PS EPOɒU
 NBLF TFOTF

 6TJOH UIF КHVSF TIPXJOH f (x) CFMPX PSEFS UIF GPMMPXJOH BQQSPYJNBUJPOT UP UIF JOUFHSBM∫ 3
0 f (x) dx BOE JUT FYBDU WBMVF GSPN TNBMMFTU UP MBSHFTU

 /VNFSJDBM *OUFHSBUJPO
&OUFS FBDI PG ɕ-&'5	O
ɕ ɕ3*()5	O
ɕ ɕ53"1	O
ɕ ɕ.*%	O
ɕ BOE ɕ&YBDUɕ JO POF PG UIF GPM
MPXJOH BOTXFS CMBOLT UP JOEJDBUF UIF DPSSFDU PSEFSJOH
< < < <
 6TJOH B КYFE OVNCFS PG TVCEJWJTJPOT XF BQQSPYJNBUF UIF JOUFHSBMT PG f BOE ! PO UIF
JOUFSWBM TIPXO JO UIF КHVSF CFMPX
	5IF GVODUJPO f (x) JT TIPXO JO CMVF BOE !(x) JO CMBDL

'PS XIJDI GVODUJPO f PS ! JT -&'5 NPSF BDDVSBUF 
'PS XIJDI GVODUJPO f PS ! JT 3*()5 NPSF BDDVSBUF 
'PS XIJDI GVODUJPO f PS ! JT .*% NPSF BDDVSBUF 
'PS XIJDI GVODUJPO f PS ! JT 53"1 NPSF BDDVSBUF 
 $POTJEFS UIF GPVS GVODUJPOT TIPXOCFMPX 0O UIF КSTU UXP BO BQQSPYJNBUJPO GPS
∫ b
a f (x) dx
JT TIPXO
 
 
 'PS HSBQI OVNCFS  8IJDI JOUFHSBUJPO NFUIPE JT TIPXO 
*T UIJT NFUIPE BO PWFS PS VOEFSFTUJNBUF 
 'PS HSBQI OVNCFS  8IJDI JOUFHSBUJPO NFUIPE JT TIPXO 
*T UIJT NFUIPE BO PWFS PS VOEFSFTUJNBUF 
 0O B DPQZ PG HSBQI OVNCFS  TLFUDI BO FTUJNBUF XJUI n ! 2 TVCEJWJTJPOT VTJOH UIF
NJEQPJOU SVMF
*T UIJT NFUIPE BO PWFS PS VOEFSFTUJNBUF 

$IBQUFS  &WBMVBUJOH *OUFHSBMT
 0O B DPQZ PG HSBQI OVNCFS  TLFUDI BO FTUJNBUF XJUI n ! 2 TVCEJWJTJPOT VTJOH UIF
USBQF[PJE SVMF
*T UIJT NFUIPE BO PWFS PS VOEFSFTUJNBUF 
 $POTJEFS UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ 1
0 x tan(x) dx
B &YQMBJO XIZ UIJT JOUFHSBM DBOOPU CF FWBMVBUFE FYBDUMZ CZ VTJOH FJUIFS uTVCTUJUVUJPO PS
CZ JOUFHSBUJOH CZ QBSUT
C 6TJOH  TVCJOUFSWBMT DPNQVUF L4 R4 M4 T4 BOE S4
D 8IJDI PG UIF BQQSPYJNBUJPOT JO 	C
 JT BO PWFSFTUJNBUF UP UIF USVF WBMVF PG
∫ 1
0 x tan(x) dx 
8IJDI JT BO VOEFSFTUJNBUF )PX EP ZPV LOPX 
 'PS BO VOLOPXO GVODUJPO f (x) UIF GPMMPXJOH JOGPSNBUJPO JT LOPXO
ə f JT DPOUJOVPVT PO [3, 6]
ə f JT FJUIFS BMXBZT JODSFBTJOH PS BMXBZT EFDSFBTJOH PO [3, 6]
ə f IBT UIF TBNF DPODBWJUZ UISPVHIPVU UIF JOUFSWBM [3, 6]
ə "T BQQSPYJNBUJPOT UP
∫ 6
3 f (x) dx L4 ! 7.23 R4 ! 6.75 BOE M4 ! 7.05
B *T f JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH PO [3, 6] 8IBU EBUB UFMMT ZPV 
C *T f DPODBWF VQ PS DPODBWF EPXO PO [3, 6] 8IZ 
D %FUFSNJOF UIF CFTU QPTTJCMF FTUJNBUF ZPV DBO GPS
∫ 6
3 f (x) dx CBTFE PO UIF HJWFO JOGPS
NBUJPO
 5IF SBUF BU XIJDI XBUFS ЛPXT UISPVHI 5BCMF 3PDL %BN PO UIF 8IJUF 3JWFS JO #SBOTPO
.0 JT NFBTVSFE JO UIPVTBOET PG DVCJD GFFU QFS TFDPOE 	5$'4
 "T FOHJOFFST PQFO UIF ЛPPE
HBUFT ЛPX SBUFT BSF SFDPSEFE BDDPSEJOH UP UIF GPMMPXJOH DIBSU
TFDPOET t 0 10 20 30 40 50 60
ЛPX JO 5$'4 r(t) 2000 2100 2400 3000 3900 5100 6500
5BCMF  8BUFS ЛPX EBUB
B 8IBU EFКOJUF JOUFHSBM NFBTVSFT UIF UPUBM WPMVNF PG XBUFS UP ЛPX UISPVHI UIF EBN JO
UIF  TFDPOE UJNF QFSJPE QSPWJEFE CZ UIF UBCMF BCPWF 
C 6TF UIF HJWFO EBUB UP DBMDVMBUF Mn GPS UIF MBSHFTU QPTTJCMF WBMVF PG n UP BQQSPYJNBUF
UIF JOUFHSBM ZPV TUBUFE JO 	B
 %P ZPV UIJOLMn PWFS PS VOEFSFTUJNBUFT UIF FYBDU WBMVF
PG UIF JOUFHSBM 8IZ 
D "QQSPYJNBUF UIF JOUFHSBM TUBUFE JO 	B
 CZ DBMDVMBUJOH Sn GPS UIF MBSHFTU QPTTJCMF WBMVF
PG n CBTFE PO UIF HJWFO EBUB
E $PNQVUF 160Sn BOE 2000+2100+2400+3000+3900+5100+65007  8IBU RVBOUJUZ EP CPUI PG UIFTF WBM
VFT FTUJNBUF 8IJDI JT B NPSF BDDVSBUF BQQSPYJNBUJPO 

$)"15&3 
6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
 6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT UP 'JOE "SFB BOE -FOHUI
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX DBO XF VTF EFКOJUF JOUFHSBMT UP NFBTVSF UIF BSFB CFUXFFO UXP DVSWFT 
ə )PX EP XF EFDJEF XIFUIFS UP JOUFHSBUF XJUI SFTQFDU UP x PS XJUI SFTQFDU UP y XIFO
XF USZ UP КOE UIF BSFB PG B SFHJPO 
ə )PX DBO B EFКOJUF JOUFHSBM CF VTFE UP NFBTVSF UIF MFOHUI PG B DVSWF 
&BSMZ PO JO PVS XPSL XJUI UIF EFКOJUF JOUFHSBM XF MFBSOFE UIBU JG XF IBWF B OPOOFHBUJWF
WFMPDJUZ GVODUJPO v GPS BO PCKFDU NPWJOH BMPOH BO BYJT UIF BSFB VOEFS UIF WFMPDJUZ GVODUJPO
CFUXFFO a BOE b UFMMT VT UIF EJTUBODF UIF PCKFDU USBWFMFE PO UIBU UJNF JOUFSWBM .PSFPWFS
CBTFE PO UIF EFКOJUJPO PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM UIBU BSFB JT HJWFO QSFDJTFMZ CZ
∫ b
a v(t) dt *O
EFFE GPS BOZ OPOOFHBUJWF GVODUJPO f PO BO JOUFSWBM [a , b] XF LOPX UIBU ∫ ba f (x) dxNFBTVSFT
UIF BSFB CPVOEFE CZ UIF DVSWF BOE UIF xBYJT CFUXFFO x ! a BOE x ! b
5ISPVHI PVS VQDPNJOHXPSL JO UIF QSFTFOU TFDUJPO BOE DIBQUFS XFXJMM FYQMPSF IPXEFКOJUF
JOUFHSBMT DBO CF VTFE UP SFQSFTFOU B WBSJFUZ PG EJЙFSFOU QIZTJDBMMZ JNQPSUBOU QSPQFSUJFT *O
1SFWJFX "DUJWJUZ  XF CFHJO UIJT JOWFTUJHBUJPO CZ TFFJOH IPX B TJOHMF EFКOJUF JOUFHSBM
NBZ CF VTFE UP SFQSFTFOU UIF BSFB CFUXFFO UXP DVSWFT
1SFWJFX "DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GVODUJPOT HJWFO CZ f (x) ! 5 − (x − 1)2 BOE !(x) !
4 − x
B 6TF BMHFCSB UP КOE UIF QPJOUT XIFSF UIF HSBQIT PG f BOE ! JOUFSTFDU
C 4LFUDI BO BDDVSBUF HSBQI PG f BOE ! PO UIF BYFT QSPWJEFE MBCFMJOH UIF DVSWFT CZ
OBNF BOE UIF JOUFSTFDUJPO QPJOUT XJUI PSEFSFE QBJST
D 'JOE BOE FWBMVBUF FYBDUMZ BO JOUFHSBM FYQSFTTJPO UIBU SFQSFTFOUT UIF BSFB CFUXFFO
y ! f (x) BOE UIF xBYJT PO UIF JOUFSWBM CFUXFFO UIF JOUFSTFDUJPO QPJOUT PG f BOE !
$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
E 'JOE BOE FWBMVBUF FYBDUMZ BO JOUFHSBM FYQSFTTJPO UIBU SFQSFTFOUT UIF BSFB CFUXFFO
y ! !(x) BOE UIF xBYJT PO UIF JOUFSWBM CFUXFFO UIF JOUFSTFDUJPO QPJOUT PG f BOE !
F 8IBU JT UIF FYBDU BSFB CFUXFFO f BOE ! CFUXFFO UIFJS JOUFSTFDUJPO QPJOUT 8IZ 
1 2 3
2
4
6
'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH f BOE ! JO 1SFWJFX "DUJWJUZ 
 5IF "SFB #FUXFFO 5XP $VSWFT
5ISPVHI 1SFWJFX"DUJWJUZ  XF FODPVOUFS B OBUVSBM XBZ UP UIJOL BCPVU UIF BSFB CFUXFFO
UXP DVSWFT UIF BSFB CFUXFFO UIF DVSWFT JT UIF BSFB CFOFBUI UIF VQQFS DVSWF NJOVT UIF BSFB
CFMPX UIF MPXFS DVSWF 'PS UIF GVODUJPOT f (x) ! (x − 1)2 + 1 BOE !(x) ! x + 2 TIPXO JO
'JHVSF 
1 2 3
2
4
6
g
1 2 3
2
4
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g
'JHVSF  5IF BSFBT CPVOEFE CZ UIF GVODUJPOT f (x) ! (x − 1)2 + 1 BOE !(x) ! x + 2 PO UIF
JOUFSWBM [0, 3]
XF TFF UIBU UIF VQQFS DVSWF JT !(x) ! x + 2 BOE UIBU UIF HSBQIT JOUFSTFDU BU (0, 2) BOE (3, 5)

 6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT UP 'JOE "SFB BOE -FOHUI
/PUF UIBU XF DBO КOE UIFTF JOUFSTFDUJPO QPJOUT CZ TPMWJOH UIF TZTUFN PG FRVBUJPOT HJWFO CZ
y ! (x − 1)2 + 1 BOE y ! x + 2 UISPVHI TVCTUJUVUJPO TVCTUJUVUJOH x + 2 GPS y JO UIF КSTU
FRVBUJPO ZJFMET x + 2 ! (x − 1)2 + 1 TP x + 2 ! x2 − 2x + 1 + 1 BOE UIVT
x2 − 3x ! x(x − 3) ! 0,
GSPN XIJDI JU GPMMPXT UIBU x ! 0 PS x ! 3 6TJOH y ! x + 2 XF КOE UIF DPSSFTQPOEJOH
yWBMVFT PG UIF JOUFSTFDUJPO QPJOUT
0O UIF JOUFSWBM [0, 3] UIF BSFB CFOFBUI ! JT∫ 3
0
(x + 2) dx ! 212 ,
XIJMF UIF BSFB VOEFS f PO UIF TBNF JOUFSWBM JT∫ 3
0
[(x − 1)2 + 1] dx ! 6.
5IVT UIF BSFB CFUXFFO UIF DVSWFT JT
A !
∫ 3
0
(x + 2) dx −
∫ 3
0
[(x − 1)2 + 1] dx ! 212 − 6 !
9
2 . 	

" TMJHIUMZ EJЙFSFOU QFSTQFDUJWF JT BMTP IFMQGVM IFSF JG XF UBLF UIF SFHJPO CFUXFFO UXP DVSWFT
BOE TMJDF JU VQ JOUP UIJO WFSUJDBM SFDUBOHMFT 	JO UIF TBNF TQJSJU BT XF PSJHJOBMMZ TMJDFE UIF
SFHJPO CFUXFFO B TJOHMF DVSWF BOE UIF xBYJT JO 4FDUJPO 
 UIFO XF TFF UIBU UIF IFJHIU PG B
UZQJDBM SFDUBOHMF JT HJWFO CZ UIF EJЙFSFODF CFUXFFO UIF UXP GVODUJPOT 'PS FYBNQMF GPS UIF
SFDUBOHMF TIPXO BU MFGU JO 'JHVSF 
g
f
x
△x
g(x)− f (x)
1 2 3
2
4
6
f
g
'JHVSF  5IF BSFB CPVOEFE CZ UIF GVODUJPOT f (x) ! (x − 1)2 + 1 BOE !(x) ! x + 2 PO UIF
JOUFSWBM [0, 3]

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
XF TFF UIBU UIF SFDUBOHMFɒT IFJHIU JT !(x) − f (x) XIJMF JUT XJEUI DBO CF WJFXFE BT ∆x BOE
UIVT UIF BSFB PG UIF SFDUBOHMF JT
ASFDU ! (!(x) − f (x))∆x.
5IF BSFB CFUXFFO UIF UXP DVSWFT PO [0, 3] JT UIVT BQQSPYJNBUFE CZ UIF 3JFNBOO TVN
A ≈
n∑
i!1
(!(xi) − f (xi))∆x ,
BOE UIFO BT XF MFU n →∞ JU GPMMPXT UIBU UIF BSFB JT HJWFO CZ UIF TJOHMF EFКOJUF JOUFHSBM
A !
∫ 3
0
(!(x) − f (x)) dx. 	

*O NBOZ BQQMJDBUJPOT PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM XF XJMM КOE JU IFMQGVM UP UIJOL PG B ɔSFQSFTFO
UBUJWF TMJDFɕ BOE IPX UIF EFКOJUF JOUFHSBM NBZ CF VTFE UP BEE UIFTF TMJDFT UP КOE UIF FYBDU
WBMVF PG B EFTJSFE RVBOUJUZ )FSF UIF JOUFHSBM FTTFOUJBMMZ TVNT UIF BSFBT PG UIJO SFDUBOHMFT
'JOBMMZ XIFUIFS XF UIJOL PG UIF BSFB CFUXFFO UXP DVSWFT BT UIF EJЙFSFODF CFUXFFO UIF BSFB
CPVOEFE CZ UIF JOEJWJEVBM DVSWFT 	BT JO 	

 PS BT UIF MJNJU PG B 3JFNBOO TVN UIBU BEET
UIF BSFBT PG UIJO SFDUBOHMFT CFUXFFO UIF DVSWFT 	BT JO 	

 UIFTF UXP SFTVMUT BSF UIF TBNF
TJODF UIF EJЙFSFODF PG UXP JOUFHSBMT JT UIF JOUFHSBM PG UIF EJЙFSFODF∫ 3
0
!(x) dx −
∫ 3
0
f (x) dx !
∫ 3
0
(!(x) − f (x)) dx.
.PSFPWFS PVS XPSL TP GBS JO UIJT TFDUJPO FYFNQMJКFT UIF GPMMPXJOH HFOFSBM QSJODJQMF
*G UXP DVSWFT y ! !(x) BOE y ! f (x) JOUFSTFDU BU (a , !(a)) BOE (b , !(b)) BOE GPS BMM x TVDI
UIBU a ≤ x ≤ b !(x) ≥ f (x) UIFO UIF BSFB CFUXFFO UIF DVSWFT JT A ! ∫ ba (!(x)− f (x)) dx.
"DUJWJUZ  *O FBDI PG UIF GPMMPXJOH QSPCMFNT PVS HPBM JT UP EFUFSNJOF UIF BSFB PG UIF
SFHJPO EFTDSJCFE 'PS FBDI SFHJPO 	J
 EFUFSNJOF UIF JOUFSTFDUJPO QPJOUT PG UIF DVSWFT 	JJ

TLFUDI UIF SFHJPO XIPTF BSFB JT CFJOH GPVOE 	JJJ
 ESBX BOE MBCFM B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF
BOE 	JW
 TUBUF UIF BSFB PG UIF SFQSFTFOUBUJWF TMJDF 5IFO TUBUF B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF
WBMVF JT UIF FYBDU BSFB PG UIF SFHJPO BOE FWBMVBUF UIF JOUFHSBM UP КOE UIF OVNFSJD WBMVF
PG UIF SFHJPOɒT BSFB
B 5IF КOJUF SFHJPO CPVOEFE CZ y ! √x BOE y ! 14 x
C 5IF КOJUF SFHJPO CPVOEFE CZ y ! 12 − 2x2 BOE y ! x2 − 8
D 5IF BSFB CPVOEFE CZ UIF yBYJT f (x) ! cos(x) BOE !(x) ! sin(x) XIFSF XF DPO
TJEFS UIF SFHJPO GPSNFE CZ UIF КSTU QPTJUJWF WBMVF PG x GPS XIJDI f BOE ! JOUFSTFDU

 6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT UP 'JOE "SFB BOE -FOHUI
E 5IF КOJUF SFHJPOT CFUXFFO UIF DVSWFT y ! x3 − x BOE y ! x2
 'JOEJOH "SFB XJUI )PSJ[POUBM 4MJDFT
"U UJNFT UIF TIBQF PG B HFPNFUSJD SFHJPO NBZ EJDUBUF UIBU XF OFFE UP VTF IPSJ[POUBM SFDU
BOHVMBS TMJDFT SBUIFS UIBO WFSUJDBM POFT 'PS JOTUBODF DPOTJEFS UIF SFHJPO CPVOEFE CZ UIF
QBSBCPMB x ! y2 − 1 BOE UIF MJOF y ! x − 1 QJDUVSFE JO 'JHVSF  'JSTU XF PCTFSWF UIBU CZ
TPMWJOH UIF TFDPOE FRVBUJPO GPS x BOEXSJUJOH x ! y+1 XF DBO FMJNJOBUF B WBSJBCMF UISPVHI
TVCTUJUVUJPO BOE КOE UIBU y+1 ! y2−1 BOE IFODF UIF DVSWFT JOUFSTFDU XIFSF y2− y−2 ! 0
5IVT XF КOE y ! −1 PS y ! 2 TP UIF JOUFSTFDUJPO QPJOUT PG UIF UXP DVSWFT BSF (0,−1) BOE
(3, 2)
8F TFF UIBU JG XF BUUFNQU UP VTF WFSUJDBM SFDUBOHMFT UP TMJDF VQ UIF BSFB BU DFSUBJO WBMVFT PG x
	TQFDJКDBMMZ GSPN x ! −1 UP x ! 0 BT TFFO JO UIF DFOUFS HSBQI PG 'JHVSF 
 UIF DVSWFT UIBU
HPWFSO UIF UPQ BOE CPUUPN PG UIF SFDUBOHMF BSF POF BOE UIF TBNF 5IJT TVHHFTUT BT TIPXO JO
UIF SJHIUNPTU HSBQI JO UIF КHVSF UIBU XF USZ VTJOH IPSJ[POUBM SFDUBOHMFT BT B XBZ UP UIJOL
BCPVU UIF BSFB PG UIF SFHJPO
1 2 3
-1
1
2
x= y2−1
y= x−1
1 2 3
-1
1
2
x= y2−1
y= x−1
1 2 3
-1
1
2
x= y2−1
x= y+1
△y
'JHVSF  5IF BSFB CPVOEFE CZ UIF GVODUJPOT x ! y2 − 1 BOE y ! x − 1 	BU MFGU
 XJUI UIF
SFHJPO TMJDFE WFSUJDBMMZ 	DFOUFS
 BOE IPSJ[POUBMMZ 	BU SJHIU

'PS TVDI B IPSJ[POUBM SFDUBOHMF OPUF UIBU JUT XJEUI EFQFOET PO y UIF IFJHIU BU XIJDI UIF
SFDUBOHMF JT DPOTUSVDUFE *O QBSUJDVMBS BU B IFJHIU y CFUXFFO y ! −1 BOE y ! 2 UIF SJHIU FOE
PG B SFQSFTFOUBUJWF SFDUBOHMF JT EFUFSNJOFE CZ UIF MJOF x ! y + 1 XIJMF UIF MFGU FOE PG UIF
SFDUBOHMF JT EFUFSNJOFE CZ UIF QBSBCPMB x ! y2−1 BOE UIF UIJDLOFTT PG UIF SFDUBOHMF JT ∆y
5IFSFGPSF UIF BSFB PG UIF SFDUBOHMF JT
ASFDU ! [(y + 1) − (y2 − 1)]∆y ,
GSPN XIJDI JU GPMMPXT UIBU UIF BSFB CFUXFFO UIF UXP DVSWFT PO UIF yJOUFSWBM [−1, 2] JT BQ
QSPYJNBUFE CZ UIF 3JFNBOO TVN
A ≈
n∑
i!1
[(yi + 1) − (y2i − 1)]∆y.

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
5BLJOH UIF MJNJU PG UIF 3JFNBOO TVN JU GPMMPXT UIBU UIF BSFB PG UIF SFHJPO JT
A !
∫ y!2
y!−1
[(y + 1) − (y2 − 1)] dy. 	

8F FNQIBTJ[F UIBU XF BSF JOUFHSBUJOH XJUI SFTQFDU UP y UIJT JT EJDUBUFE CZ UIF GBDU UIBU
XF DIPTF UP VTF IPSJ[POUBM SFDUBOHMFT XIPTF XJEUIT EFQFOE PO y BOE XIPTF UIJDLOFTT JT
EFOPUFE ∆y *U JT B TUSBJHIUGPSXBSE FYFSDJTF UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBM JO &RVBUJPO 	
 BOE
КOE UIBU A ! 92 
+VTU BT XJUI UIF VTF PG WFSUJDBM SFDUBOHMFT PG UIJDLOFTT ∆x XF IBWF B HFOFSBM QSJODJQMF GPS
КOEJOH UIF BSFB CFUXFFO UXP DVSWFT XIJDI XF TUBUF BT GPMMPXT
*G UXP DVSWFT x ! !(y) BOE x ! f (y) JOUFSTFDU BU (!(c), c) BOE (!(d), d) BOE GPS BMM y TVDI
UIBU c ≤ y ≤ d !(y) ≥ f (y) UIFO UIF BSFB CFUXFFO UIF DVSWFT JT
A !
∫ y!d
y!c
(!(y) − f (y)) dy.
"DUJWJUZ  *O FBDI PG UIF GPMMPXJOH QSPCMFNT PVS HPBM JT UP EFUFSNJOF UIF BSFB PG UIF
SFHJPO EFTDSJCFE 'PS FBDI SFHJPO 	J
 EFUFSNJOF UIF JOUFSTFDUJPO QPJOUT PG UIF DVSWFT 	JJ

TLFUDI UIF SFHJPO XIPTF BSFB JT CFJOH GPVOE 	JJJ
 ESBX BOE MBCFM B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF
BOE 	JW
 TUBUF UIF BSFB PG UIF SFQSFTFOUBUJWF TMJDF 5IFO TUBUF B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF
WBMVF JT UIF FYBDU BSFB PG UIF SFHJPO BOE FWBMVBUF UIF JOUFHSBM UP КOE UIF OVNFSJD WBMVF
PG UIF SFHJPOɒT BSFB /PUF XFMM "U UIF TUFQ XIFSF ZPV ESBX B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF ZPV
OFFE UP NBLF B DIPJDF BCPVU XIFUIFS UP TMJDF WFSUJDBMMZ PS IPSJ[POUBMMZ
B 5IF КOJUF SFHJPO CPVOEFE CZ x ! y2 BOE x ! 6 − 2y2
C 5IF КOJUF SFHJPO CPVOEFE CZ x ! 1 − y2 BOE x ! 2 − 2y2
D 5IF BSFB CPVOEFE CZ UIF xBYJT y ! x2 BOE y ! 2 − x
E 5IF КOJUF SFHJPOT CFUXFFO UIF DVSWFT x ! y2 − 2y BOE y ! x
 'JOEJOH UIF MFOHUI PG B DVSWF
*O BEEJUJPO UP CFJOH BCMF UP VTF EFКOJUF JOUFHSBMT UP КOE UIF BSFBT PG DFSUBJO HFPNFUSJD SF
HJPOT XF DBO BMTP VTF UIF EFКOJUF JOUFHSBM UP КOE UIF MFOHUI PG B QPSUJPO PG B DVSWF 8F VTF
UIF TBNF GVOEBNFOUBM QSJODJQMF XF UBLF B DVSWF XIPTF MFOHUI XF DBOOPU FBTJMZ КOE BOE
TMJDF JU VQ JOUP TNBMM QJFDFT XIPTF MFOHUIT XF DBO FBTJMZ BQQSPYJNBUF *O QBSUJDVMBS XF UBLF
B HJWFO DVSWF BOE TVCEJWJEF JU JOUP TNBMM BQQSPYJNBUJOH MJOF TFHNFOUT BT TIPXO BU MFGU JO
'JHVSF 

 6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT UP 'JOE "SFB BOE -FOHUI
x
y
f
x0 x1 x2 x3 △x
△y
h
Lslice
'JHVSF  "U MFGU B DPOUJOVPVT GVODUJPO y ! f (x) XIPTF MFOHUI XF TFFL PO UIF JOUFSWBM
a ! x0 UP b ! x3 "U SJHIU B DMPTF VQ WJFX PG B QPSUJPO PG UIF DVSWF
5P TFF IPX XF КOE TVDI B EFКOJUF JOUFHSBM UIBU NFBTVSFT BSD MFOHUI PO UIF DVSWF y ! f (x)
GSPN x ! a UP x ! b XF UIJOL BCPVU UIF QPSUJPO PG MFOHUI LTMJDF UIBU MJFT BMPOH UIF DVSWF PO
B TNBMM JOUFSWBM PG MFOHUI ∆x BOE FTUJNBUF UIF WBMVF PG LTMJDF VTJOH B XFMMDIPTFO USJBOHMF
*O QBSUJDVMBS JG XF DPOTJEFS UIF SJHIU USJBOHMF XJUI MFHT QBSBMMFM UP UIF DPPSEJOBUF BYFT BOE
IZQPUFOVTF DPOOFDUJOH UXP QPJOUT PO UIF DVSWF BT TFFO BU SJHIU JO 'JHVSF  XF TFF UIBU
UIF MFOHUI h PG UIF IZQPUFOVTF BQQSPYJNBUFT UIF MFOHUI LTMJDF PG UIF DVSWF CFUXFFO UIF
UXP TFMFDUFE QPJOUT 5IVT
LTMJDF ≈ h !
√
(∆x)2 + (∆y)2.
#Z BMHFCSBJDBMMZ SFBSSBOHJOH UIF FYQSFTTJPO GPS UIF MFOHUI PG UIF IZQPUFOVTF XF TFF IPX B
EFКOJUF JOUFHSBM DBO CF VTFE UP DPNQVUF UIF MFOHUI PG B DVSWF *O QBSUJDVMBS PCTFSWF UIBU CZ
SFNPWJOH B GBDUPS PG (∆x)2 XF КOE UIBU
LTMJDF ≈
√
(∆x)2 + (∆y)2
!
√
(∆x)2
(
1 +
(∆y)2
(∆x)2
)
!
√
1 +
(∆y)2
(∆x)2 · ∆x.
'VSUIFSNPSF BT n →∞ BOE ∆x → 0 JU GPMMPXT UIBU ∆y∆x → dydx ! f ′(x) 5IVT XF DBO TBZ UIBU
LTMJDF ≈
√
1 + f ′(x)2∆x.

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
5BLJOH B 3JFNBOO TVN PG BMM PG UIFTF TMJDFT BOE MFUUJOH n → ∞ XF BSSJWF BU UIF GPMMPXJOH
GBDU
(JWFO B EJЙFSFOUJBCMF GVODUJPO f PO BO JOUFSWBM [a , b] UIF UPUBM BSD MFOHUI L BMPOH UIF
DVSWF y ! f (x) GSPN x ! a UP x ! b JT HJWFO CZ
L !
∫ b
a
√
1 + f ′(x)2 dx.
"DUJWJUZ  &BDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT TPNFIPX JOWPMWFT UIF BSD MFOHUI BMPOH
B DVSWF
B 6TF UIF EFКOJUJPO BOE BQQSPQSJBUF DPNQVUBUJPOBM UFDIOPMPHZ UP EFUFSNJOF UIF BSD
MFOHUI BMPOH y ! x2 GSPN x ! −1 UP x ! 1
C 'JOE UIF BSD MFOHUI PG y !
√
4 − x2 PO UIF JOUFSWBM −2 ≤ x ≤ 2 'JOE UIJT WBMVF
JO UXP EJЙFSFOU XBZT 	B
 CZ VTJOH B EFКOJUF JOUFHSBM BOE 	C
 CZ VTJOH B GBNJMJBS
QSPQFSUZ PG UIF DVSWF
D %FUFSNJOF UIF BSD MFOHUI PG y ! xe3x PO UIF JOUFSWBM [0, 1]
E 8JMM UIF JOUFHSBMT UIBU BSJTF DBMDVMBUJOH BSD MFOHUI UZQJDBMMZ CF POFT UIBU XF DBO
FWBMVBUF FYBDUMZ VTJOH UIF 'JSTU '5$ PS POFT UIBU XF OFFE UP BQQSPYJNBUF 8IZ 
F " NPWJOH QBSUJDMF JT USBWFMJOH BMPOH UIF DVSWF HJWFO CZ y ! f (x) ! 0.1x2 + 1 BOE
EPFT TP BU B DPOTUBOU SBUF PG  DNTFD XIFSF CPUI x BOE y BSF NFBTVSFE JO DN
	UIBU JT UIF DVSWF y ! f (x) JT UIF QBUI BMPOH XIJDI UIF PCKFDU BDUVBMMZ USBWFMT UIF
DVSWF JT OPU B ɔQPTJUJPO GVODUJPOɕ
 'JOE UIF QPTJUJPO PG UIF QBSUJDMF XIFO t ! 4
TFD BTTVNJOH UIBU XIFO t ! 0 UIF QBSUJDMFɒT MPDBUJPO JT (0, f (0))
4VNNBSZ
ə 5P КOE UIF BSFB CFUXFFO UXP DVSWFT XF UIJOL BCPVU TMJDJOH UIF SFHJPO JOUP UIJO SFDU
BOHMFT *G GPS JOTUBODF UIF BSFB PG B UZQJDBM SFDUBOHMF PO UIF JOUFSWBM x ! a UP x ! b
JT HJWFO CZ ASFDU ! (!(x) − f (x))∆x , UIFO UIF FYBDU BSFB PG UIF SFHJPO JT HJWFO CZ UIF
EFКOJUF JOUFHSBM
A !
∫ b
a
(!(x) − f (x)) dx.
ə 5IF TIBQF PG UIF SFHJPO VTVBMMZ EJDUBUFT XIFUIFS XF TIPVME VTF WFSUJDBM SFDUBOHMFT PG
UIJDLOFTT ∆x PS IPSJ[POUBM SFDUBOHMFT PG UIJDLOFTT ∆y 8F EFTJSF UP IBWF UIF IFJHIU PG
UIF SFDUBOHMF HPWFSOFE CZ UIF EJЙFSFODF CFUXFFO UXP DVSWFT JG UIPTF DVSWFT BSF CFTU
UIPVHIU PG BT GVODUJPOT PG y XF VTF IPSJ[POUBM SFDUBOHMFT XIFSFBT JG UIPTF DVSWFT BSF
CFTU WJFXFE BT GVODUJPOT PG x XF VTF WFSUJDBM SFDUBOHMFT

 6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT UP 'JOE "SFB BOE -FOHUI
ə 5IF BSD MFOHUI L BMPOH UIF DVSWF y ! f (x) GSPN x ! a UP x ! b JT HJWFO CZ
L !
∫ b
a
√
1 + f ′(x)2 dx.
&YFSDJTFT
 'JOE UIF BSFB PG UIF SFHJPO CFUXFFO y ! x1/2 BOE y ! x1/4 GPS 0 ≤ x ≤ 1
BSFB 
 'JOE UIF BSFB CFUXFFO y ! 7 sin x BOE y ! 10 cos x PWFS UIF JOUFSWBM [0, π] 4LFUDI UIF
DVSWFT JG OFDFTTBSZ
A !
 4LFUDI UIF SFHJPO FODMPTFE CZ x + y2 ! 42 BOE x + y ! 0
%FDJEF XIFUIFS UP JOUFHSBUF XJUI SFTQFDU UP x PS y BOE UIFO КOE UIF BSFB PG UIF SFHJPO
5IF BSFB JT 
 'JOE UIF BSD MFOHUI PG UIF HSBQI PG UIF GVODUJPO f (x) ! 9√x3 GSPN x ! 5 UP x ! 8
BSD MFOHUI 
 'JOE UIF FYBDU BSFB PG FBDI EFTDSJCFE SFHJPO
B 5IF КOJUF SFHJPO CFUXFFO UIF DVSWFT x ! y(y − 2) BOE x ! −(y − 1)(y − 3)
C 5IF SFHJPO CFUXFFO UIF TJOF BOE DPTJOF GVODUJPOT PO UIF JOUFSWBM [π4 , 3π4 ]
D 5IF КOJUF SFHJPO CFUXFFO x ! y2 − y − 2 BOE y ! 2x − 1
E 5IF КOJUF SFHJPO CFUXFFO y ! mx BOE y ! x2 − 1 XIFSF m JT B QPTJUJWF DPOTUBOU
 -FU f (x) ! 1 − x2 BOE !(x) ! ax2 − a XIFSF a JT BO VOLOPXO QPTJUJWF SFBM OVNCFS 'PS
XIBU WBMVF	T
 PG a JT UIF BSFB CFUXFFO UIF DVSWFT f BOE ! FRVBM UP  
 -FU f (x) ! 2−x2 3FDBMM UIBU UIF BWFSBHF WBMVF PG BOZ DPOUJOVPVT GVODUJPO f PO BO JOUFSWBM
[a , b] JT HJWFO CZ 1b−a
∫ b
a f (x) dx
B 'JOE UIF BWFSBHF WBMVF PG f (x) ! 2 − x2 PO UIF JOUFSWBM [0,√2] $BMM UIJT WBMVF r
C 4LFUDI B HSBQI PG y ! f (x) BOE y ! r 'JOE UIFJS JOUFSTFDUJPO QPJOU	T

D 4IPX UIBU PO UIF JOUFSWBM [0,√2] UIF BNPVOU PG BSFB UIBU MJFT CFMPX y ! f (x) BOE BCPWF
y ! r JT FRVBM UP UIF BNPVOU PG BSFB UIBU MJFT CFMPX y ! r BOE BCPWF y ! f (x)
E 8JMM UIF SFTVMU PG 	D
 CF USVF GPS BOZ DPOUJOVPVT GVODUJPO BOE JUT BWFSBHF WBMVF PO BOZ
JOUFSWBM 8IZ 

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
 6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT UP 'JOE 7PMVNF
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX DBO XF VTF B EFКOJUF JOUFHSBM UP КOE UIF WPMVNF PG B UISFFEJNFOTJPOBM TPMJE
PG SFWPMVUJPO UIBU SFTVMUT GSPN SFWPMWJOH B UXPEJNFOTJPOBM SFHJPO BCPVU B QBSUJDVMBS
BYJT 
ə *O XIBU DJSDVNTUBODFT EP XF JOUFHSBUF XJUI SFTQFDU UP y JOTUFBE PG JOUFHSBUJOH XJUI
SFTQFDU UP x 
ə 8IBU BEKVTUNFOUT EP XF OFFE UP NBLF JG XF SFWPMWF BCPVU B MJOF PUIFS UIBO UIF x PS
yBYJT 
+VTU BT XF DBO VTF EFКOJUF JOUFHSBMT UP BEE UIF BSFBT PG SFDUBOHVMBS TMJDFT UP КOE UIF FYBDU
BSFB UIBU MJFT CFUXFFO UXP DVSWFT XF DBO BMTP FNQMPZ JOUFHSBMT UP EFUFSNJOF UIF WPMVNF PG
DFSUBJO SFHJPOT UIBU IBWF DSPTTTFDUJPOT PG B QBSUJDVMBS DPOTJTUFOU TIBQF
"T B WFSZ FMFNFOUBSZ FYBNQMF DPOTJEFS B
DZMJOEFS PG SBEJVT  BOE IFJHIU  BT QJD
UVSFE JO 'JHVSF  8IJMF XF LOPX UIBU
XF DBO DPNQVUF UIF BSFB PG BOZ DJSDVMBS
DZMJOEFS CZ UIF GPSNVMB V ! πr2h JG XF
UIJOL BCPVU TMJDJOH UIF DZMJOEFS JOUP UIJO
QJFDFT XF TFF UIBU FBDI JT B DZMJOEFS PG
SBEJVT r ! 2 BOE IFJHIU 	UIJDLOFTT
 ∆x
)FODF UIF WPMVNF PG B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF
JT
V TMJDF ! π · 22 · ∆x.
3x
2
x
y
∆x
'JHVSF  " SJHIU DJSDVMBS DZMJOEFS
-FUUJOH ∆x → 0 BOE VTJOH B EFКOJUF JOUFHSBM UP BEE UIF WPMVNFT PG UIF TMJDFT XF КOE UIBU
V !
∫ 3
0
π · 22 dx.
.PSFPWFS TJODF
∫ 3
0 4π dx ! 12π XF IBWF GPVOE UIBU UIF WPMVNF PG UIF DZMJOEFS JT 12π 5IF
QSJODJQBM QSPCMFN PG JOUFSFTU JO PVS VQDPNJOH XPSL XJMM CF UP КOE UIF WPMVNF PG DFSUBJO
TPMJETXIPTF DSPTTTFDUJPOT BSF BMM UIJO DZMJOEFST 	PSXBTIFST
 BOE UP EP TP CZ VTJOH B EFКOJUF

 6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT UP 'JOE 7PMVNF
JOUFHSBM 5P UIBU FOE XF КSTU DPOTJEFS BOPUIFS GBNJMJBS TIBQF JO 1SFWJFX "DUJWJUZ  B
DJSDVMBS DPOF
1SFWJFX "DUJWJUZ  $POTJEFS B DJSDVMBS DPOF PG SBEJVT  BOE IFJHIU  XIJDI XF
WJFX IPSJ[POUBMMZ BT QJDUVSFE JO 'JHVSF  0VS HPBM JO UIJT BDUJWJUZ JT UP VTF B EFКOJUF
JOUFHSBM UP EFUFSNJOF UIF WPMVNF PG UIF DPOF
B 'JOE B GPSNVMB GPS UIF MJOFBS GVODUJPO y ! f (x) UIBU JT QJDUVSFE JO 'JHVSF 
C 'PS UIF SFQSFTFOUBUJWF TMJDF PG UIJDL
OFTT ∆x UIBU JT MPDBUFE IPSJ[POUBMMZ
BU B MPDBUJPO x 	TPNFXIFSF CFUXFFO
x ! 0 BOE x ! 5
 XIBU JT UIF
SBEJVT PG UIF SFQSFTFOUBUJWF TMJDF 
/PUF UIBU UIF SBEJVT EFQFOET PO UIF
WBMVF PG x
D 8IBU JT UIF WPMVNF PG UIF SFQSFTFO
UBUJWF TMJDF ZPV GPVOE JO 	C
 
E 8IBU EFКOJUF JOUFHSBM XJMM TVN UIF
WPMVNFT PG UIF UIJO TMJDFT BDSPTT UIF
GVMM IPSJ[POUBM TQBO PG UIF DPOF 
8IBU JT UIF FYBDU WBMVF PG UIJT EFК
OJUF JOUFHSBM 
F $PNQBSF UIF SFTVMU PG ZPVS XPSL
JO 	E
 UP UIF WPMVNF PG UIF DPOF
UIBU DPNFT GSPN VTJOH UIF GPSNVMB
VDPOF ! 13πr
2h.
5x
3
x
y
∆x
'JHVSF  5IF DJSDVMBS DPOF EFTDSJCFE
JO 1SFWJFX "DUJWJUZ 
 5IF 7PMVNF PG B 4PMJE PG 3FWPMVUJPO
" TPMJE PG SFWPMVUJPO JT B UISFF EJNFOTJPOBM TPMJE UIBU DBO CF HFOFSBUFE CZ SFWPMWJOH POF PS
NPSF DVSWFT BSPVOE B КYFE BYJT 'PS FYBNQMF XF DBO UIJOL PG B DJSDVMBS DZMJOEFS BT B TPMJE PG
SFWPMVUJPO JO 'JHVSF  UIJT DPVME CF BDDPNQMJTIFE CZ SFWPMWJOH UIF MJOF TFHNFOU GSPN
(0, 2) UP (3, 2) BCPVU UIF xBYJT -JLFXJTF UIF DJSDVMBS DPOF JO 'JHVSF  JT UIF TPMJE PG
SFWPMVUJPO HFOFSBUFE CZ SFWPMWJOH UIF QPSUJPO PG UIF MJOF y ! 3 − 35x GSPN x ! 0 UP x ! 5
BCPVU UIF xBYJT *U JT QBSUJDVMBSMZ JNQPSUBOU UP OPUJDF JO BOZ TPMJE PG SFWPMVUJPO UIBU JG XF

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
TMJDF UIF TPMJE QFSQFOEJDVMBS UP UIF BYJT PG SFWPMVUJPO UIF SFTVMUJOH DSPTTTFDUJPO JT DJSDVMBS
8F DPOTJEFS UXP FYBNQMFT UP IJHIMJHIU TPNF PG UIF OBUVSBM JTTVFT UIBU BSJTF JO EFUFSNJOJOH
UIF WPMVNF PG B TPMJE PG SFWPMVUJPO
&YBNQMF  'JOE UIF WPMVNF PG UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO HFOFSBUFE XIFO UIF SFHJPO R
CPVOEFE CZ y ! 4 − x2 BOE UIF xBYJT JT SFWPMWFE BCPVU UIF xBYJT
4PMVUJPO 'JSTU XF PCTFSWF UIBU y ! 4 − x2 JOUFSTFDUT UIF xBYJT BU UIF QPJOUT (−2, 0) BOE
(2, 0) 8IFO XF UBLF UIF SFHJPO R UIBU MJFT CFUXFFO UIF DVSWF BOE UIF xBYJT PO UIJT JO
UFSWBM BOE SFWPMWF JU BCPVU UIF xBYJT XF HFU UIF UISFFEJNFOTJPOBM TPMJE QJDUVSFE JO 'JH
VSF 
5BLJOH B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF PG UIF TPMJE MP
DBUFE BU B WBMVF x UIBU MJFT CFUXFFO x ! −2
BOE x ! 2 XF TFF UIBU UIF UIJDLOFTT PG TVDI
B TMJDF JT ∆x 	XIJDI JT BMTP UIF IFJHIU PG
UIF DZMJOEFSTIBQFE TMJDF
 BOE UIBU UIF SB
EJVT PG UIF TMJDF JT EFUFSNJOFE CZ UIF DVSWF
y ! 4 − x2 )FODF XF КOE UIBU
VTMJDF ! π(4 − x2)2∆x ,
TJODF UIF WPMVNF PG B DZMJOEFS PG SBEJVT r
BOE IFJHIU h JT V ! πr2h
x
y
∆x
y= 4− x2
'JHVSF  5IF TPMJE PG SFWPMVUJPO JO &Y
BNQMF 
6TJOH B EFКOJUF JOUFHSBM UP TVN UIF WPMVNFT PG UIF SFQSFTFOUBUJWF TMJDFT JU GPMMPXT UIBU
V !
∫ 2
−2
π(4 − x2)2 dx.
*U JT TUSBJHIUGPSXBSE UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBM BOE КOE UIBU UIF WPMVNF JT V ! 51215 π
'PS B TPMJE TVDI BT UIF POF JO &YBNQMF  XIFSF FBDI DSPTTTFDUJPO JT B DZMJOESJDBM EJTL XF
КSTU КOE UIF WPMVNF PG B UZQJDBM DSPTTTFDUJPO 	OPUJOH QBSUJDVMBSMZ IPX UIJT WPMVNF EFQFOET
PO x
 BOE UIFO XF JOUFHSBUF PWFS UIF SBOHF PG xWBMVFT UISPVHI XIJDI XF TMJDF UIF TPMJE
JO PSEFS UP КOE UIF FYBDU UPUBM WPMVNF 0GUFO XF XJMM CF DPOUFOU XJUI TJNQMZ КOEJOH UIF
JOUFHSBM UIBU SFQSFTFOUT UIF TPVHIU WPMVNF JG XF EFTJSF B OVNFSJD WBMVF GPS UIF JOUFHSBM XF
UZQJDBMMZ VTF B DBMDVMBUPS PS DPNQVUFS BMHFCSB TZTUFN UP КOE UIBU WBMVF
5IF HFOFSBM QSJODJQMF XF BSF VTJOH UP КOE UIF WPMVNF PG B TPMJE PG SFWPMVUJPO HFOFSBUFE CZ
B TJOHMF DVSWF JT PGUFO DBMMFE UIF EJTL NFUIPE

 6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT UP 'JOE 7PMVNF
5IF %JTL .FUIPE
*G y ! r(x) JT B OPOOFHBUJWF DPOUJOVPVT GVODUJPO PO [a , b] UIFO UIF WPMVNF PG UIF TPMJE PG
SFWPMVUJPO HFOFSBUFE CZ SFWPMWJOH UIF DVSWF BCPVU UIF xBYJT PWFS UIJT JOUFSWBM JT HJWFO
CZ
V !
∫ b
a
πr(x)2 dx.
"EJЙFSFOU UZQF PG TPMJE DBO FNFSHFXIFO UXP DVSWFT BSF JOWPMWFE BTXF TFF JO UIF GPMMPXJOH
FYBNQMF
&YBNQMF  'JOE UIF WPMVNF PG UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO HFOFSBUFE XIFO UIF КOJUF SFHJPO
R UIBU MJFT CFUXFFO y ! 4 − x2 BOE y ! x + 2 JT SFWPMWFE BCPVU UIF xBYJT
4PMVUJPO 'JSTU XF NVTU EFUFSNJOF XIFSF UIF DVSWFT y ! 4 − x2 BOE y ! x + 2 JOUFSTFDU
4VCTUJUVUJOH UIF FYQSFTTJPO GPS y GSPN UIF TFDPOE FRVBUJPO JOUP UIF КSTU FRVBUJPO XF КOE
UIBU x + 2 ! 4 − x2 3FBSSBOHJOH JU GPMMPXT UIBU
x2 + x − 2 ! 0,
BOE UIF TPMVUJPOT UP UIJT FRVBUJPO BSF x ! −2 BOE x ! 1 5IF DVSWFT UIFSFGPSF DSPTT BU (−2, 0)
BOE (1, 1)
8IFO XF UBLF UIF SFHJPO R UIBU MJFT CFUXFFO UIF DVSWFT BOE SFWPMWF JU BCPVU UIF xBYJT XF
HFU UIF UISFFEJNFOTJPOBM TPMJE QJDUVSFE BU MFGU JO 'JHVSF 
x
y
r(x)
R(x)
'JHVSF  "U MFGU UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO JO &YBNQMF  "U SJHIU B UZQJDBM TMJDF XJUI
JOOFS SBEJVT r(x) BOE PVUFS SBEJVT R(x)
*NNFEJBUFMZ XF TFF B NBKPS EJЙFSFODF CFUXFFO UIF TPMJE JO UIJT FYBNQMF BOE UIF POF JO

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
&YBNQMF  IFSF UIF UISFFEJNFOTJPOBM TPMJE PG SFWPMVUJPO JTOɒU ɔTPMJEɕ JO UIF TFOTF UIBU
JU IBT PQFO TQBDF JO JUT DFOUFS *G XF TMJDF UIF TPMJE QFSQFOEJDVMBS UP UIF BYJT PG SFWPMVUJPO
XF PCTFSWF UIBU JO UIJT TFUUJOH UIF SFTVMUJOH SFQSFTFOUBUJWF TMJDF JT OPU B TPMJE EJTL CVU SBUIFS
B XBTIFS BT QJDUVSFE BU SJHIU JO 'JHVSF  .PSFPWFS BU B HJWFO MPDBUJPO x CFUXFFO x ! −2
BOE x ! 1 UIF TNBMM SBEJVT r(x) PG UIF JOOFS DJSDMF JT EFUFSNJOFE CZ UIF DVSWF y ! x + 2 TP
r(x) ! x + 2 4JNJMBSMZ UIF CJH SBEJVT R(x) DPNFT GSPN UIF GVODUJPO y ! 4 − x2 BOE UIVT
R(x) ! 4 − x2
5IVT UP КOE UIF WPMVNF PG B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF XF DPNQVUF UIF WPMVNF PG UIF PVUFS EJTL
BOE TVCUSBDU UIF WPMVNF PG UIF JOOFS EJTL 4JODF
πR(x)2∆x − πr(x)2∆x ! π[R(x)2 − r(x)2]∆x ,
JU GPMMPXT UIBU UIF WPMVNF PG B UZQJDBM TMJDF JT
VTMJDF ! π[(4 − x2)2 − (x + 2)2]∆x.
)FODF VTJOH B EFКOJUF JOUFHSBM UP TVN UIF WPMVNFT PG UIF SFTQFDUJWF TMJDFT BDSPTT UIF JOUF
HSBM XF КOE UIBU
V !
∫ 1
−2
π[(4 − x2)2 − (x + 2)2] dx.
&WBMVBUJOH UIF JOUFHSBM UIF WPMVNF PG UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO JT V ! 1085 π
5IF HFOFSBM QSJODJQMF XF BSF VTJOH UP КOE UIF WPMVNF PG B TPMJE PG SFWPMVUJPO HFOFSBUFE CZ
B TJOHMF DVSWF JT PGUFO DBMMFE UIF XBTIFS NFUIPE
5IF 8BTIFS .FUIPE
*G y ! R(x) BOE y ! r(x) BSF OPOOFHBUJWF DPOUJOVPVT GVODUJPOT PO [a , b] UIBU TBUJTGZ
R(x) ≥ r(x) GPS BMM x JO [a , b] UIFO UIF WPMVNF PG UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO HFOFSBUFE CZ
SFWPMWJOH UIF SFHJPO CFUXFFO UIFN BCPVU UIF xBYJT PWFS UIJT JOUFSWBM JT HJWFO CZ
V !
∫ b
a
π[R(x)2 − r(x)2] dx.
"DUJWJUZ  *O FBDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT ESBX B DBSFGVM MBCFMFE TLFUDI PG UIF
SFHJPO EFTDSJCFE BT XFMM BT UIF SFTVMUJOH TPMJE UIBU SFTVMUT GSPN SFWPMWJOH UIF SFHJPO
BCPVU UIF TUBUFE BYJT *O BEEJUJPO ESBX B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF BOE TUBUF UIF WPMVNF PG
UIBU TMJDF BMPOH XJUI B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF JT UIF WPMVNF PG UIF FOUJSF TPMJE *U
JT OPU OFDFTTBSZ UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBMT ZPV КOE
B 5IF SFHJPO S CPVOEFE CZ UIF xBYJT UIF DVSWF y ! √x BOE UIF MJOF x ! 4 SFWPMWF
S BCPVU UIF xBYJT
C 5IF SFHJPO S CPVOEFE CZ UIF yBYJT UIF DVSWF y ! √x BOE UIF MJOF y ! 2 SFWPMWF
S BCPVU UIF xBYJT

 6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT UP 'JOE 7PMVNF
D 5IF КOJUF SFHJPO S CPVOEFE CZ UIF DVSWFT y ! √x BOE y ! x3 SFWPMWF S BCPVU UIF
xBYJT
E 5IF КOJUF SFHJPO S CPVOEFE CZ UIF DVSWFT y ! 2x2 + 1 BOE y ! x2 + 4 SFWPMWF S
BCPVU UIF xBYJT
F 5IF SFHJPO S CPVOEFE CZ UIF yBYJT UIF DVSWF y ! √x BOE UIF MJOF y ! 2 SFWPMWF
S BCPVU UIF yBYJT )PX JT UIJT QSPCMFN EJЙFSFOU GSPN UIF POF QPTFE JO QBSU 	C
 
 3FWPMWJOH BCPVU UIF yBYJT
"T TFFO JO "DUJWJUZ  QSPCMFN 	F
 UIF QSPCMFN DIBOHFT DPOTJEFSBCMZ XIFO XF SFWPMWF
B HJWFO SFHJPO BCPVU UIF yBYJT 'PSFNPTU UIJT JT EVF UP UIF GBDU UIBU SFQSFTFOUBUJWF TMJDFT
OPX IBWF UIJDLOFTT ∆y XIJDI NFBOT UIBU JU CFDPNFT OFDFTTBSZ UP JOUFHSBUF XJUI SFTQFDU UP
y -FUɒT DPOTJEFS B QBSUJDVMBS FYBNQMF UP EFNPOTUSBUF TPNF PG UIF LFZ JTTVFT
&YBNQMF  'JOE UIF WPMVNF PG UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO HFOFSBUFE XIFO UIF КOJUF SFHJPO
R UIBU MJFT CFUXFFO y ! √x BOE y ! x4 JT SFWPMWFE BCPVU UIF yBYJT
4PMVUJPO 8F PCTFSWF UIBU UIFTF UXP DVSWFT JOUFSTFDU XIFO x ! 1 IFODF BU UIF QPJOU (1, 1)
8IFO XF UBLF UIF SFHJPO R UIBU MJFT CFUXFFO UIF DVSWFT BOE SFWPMWF JU BCPVU UIF yBYJT XF
HFU UIF UISFFEJNFOTJPOBM TPMJE QJDUVSFE BU MFGU JO 'JHVSF 
x
y
r(y)
R(y)
'JHVSF  "U MFGU UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO JO &YBNQMF  "U SJHIU B UZQJDBM TMJDF XJUI
JOOFS SBEJVT r(y) BOE PVUFS SBEJVT R(y)
/PX JU JT QBSUJDVMBSMZ JNQPSUBOU UP OPUF UIBU UIF UIJDLOFTT PG B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF JT ∆y
BOE UIBU UIF TMJDFT BSF POMZ DZMJOESJDBM XBTIFST JO OBUVSF XIFO UBLFO QFSQFOEJDVMBS UP UIF

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
yBYJT )FODF XF FOWJTJPO TMJDJOH UIF TPMJE IPSJ[POUBMMZ TUBSUJOH BU y ! 0 BOE QSPDFFEJOH VQ
UP y ! 1 #FDBVTF UIF JOOFS SBEJVT JT HPWFSOFE CZ UIF DVSWF y ! √x CVU GSPN UIF QFSTQFDUJWF
UIBU x JT B GVODUJPO PG y XF TPMWF GPS x BOE HFU x ! y2 ! r(y) *O UIF TBNF XBZ XF OFFE UP
WJFX UIF DVSWF y ! x4 	XIJDI HPWFSOT UIF PVUFS SBEJVT
 JO UIF GPSN XIFSF x JT B GVODUJPO PG
y BOE IFODF x ! 4√y 5IFSFGPSF XF TFF UIBU UIF WPMVNF PG B UZQJDBM TMJDF JT
VTMJDF ! π[R(y)2 − r(y)2] ! π[ 4√y2 − (y2)2]∆y.
6TJOH B EFКOJUF JOUFHSBM UP TVN UIF WPMVNF PG BMM UIF SFQSFTFOUBUJWF TMJDFT GSPN y ! 0 UP
y ! 1 UIF UPUBM WPMVNF JT
V !
∫ y!1
y!0
π
[
4√y2 − (y2)2] dy.
*U JT TUSBJHIUGPSXBSE UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBM BOE КOE UIBU V ! 715π
"DUJWJUZ  *O FBDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT ESBX B DBSFGVM MBCFMFE TLFUDI PG UIF
SFHJPO EFTDSJCFE BT XFMM BT UIF SFTVMUJOH TPMJE UIBU SFTVMUT GSPN SFWPMWJOH UIF SFHJPO
BCPVU UIF TUBUFE BYJT *O BEEJUJPO ESBX B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF BOE TUBUF UIF WPMVNF PG
UIBU TMJDF BMPOH XJUI B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF JT UIF WPMVNF PG UIF FOUJSF TPMJE *U
JT OPU OFDFTTBSZ UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBMT ZPV КOE
B 5IF SFHJPO S CPVOEFE CZ UIF yBYJT UIF DVSWF y ! √x BOE UIF MJOF y ! 2 SFWPMWF
S BCPVU UIF yBYJT
C 5IF SFHJPO S CPVOEFE CZ UIF xBYJT UIF DVSWF y ! √x BOE UIF MJOF x ! 4 SFWPMWF
S BCPVU UIF yBYJT
D 5IF КOJUF SFHJPO S JO UIF КSTU RVBESBOU CPVOEFE CZ UIF DVSWFT y ! 2x BOE y ! x3
SFWPMWF S BCPVU UIF xBYJT
E 5IF КOJUF SFHJPO S JO UIF КSTU RVBESBOU CPVOEFE CZ UIF DVSWFT y ! 2x BOE y ! x3
SFWPMWF S BCPVU UIF yBYJT
F 5IF КOJUF SFHJPO S CPVOEFE CZ UIF DVSWFT x ! (y − 1)2 BOE y ! x − 1 SFWPMWF S
BCPVU UIF yBYJT
 3FWPMWJOH BCPVU IPSJ[POUBM BOE WFSUJDBM MJOFT PUIFS UIBO UIF
DPPSEJOBUF BYFT
+VTU BT XF DBO SFWPMWF BCPVU POF PG UIF DPPSEJOBUF BYFT 	y ! 0 PS x ! 0
 JU JT BMTP QPTTJCMF
UP SFWPMWF BSPVOE BOZ IPSJ[POUBM PS WFSUJDBM MJOF %PJOH TP FTTFOUJBMMZ BEKVTUT UIF SBEJJ PG
DZMJOEFST PS XBTIFST JOWPMWFE CZ B DPOTUBOU WBMVF " DBSFGVM XFMMMBCFMFE QMPU PG UIF TPMJE PG
SFWPMVUJPOXJMM VTVBMMZ SFWFBM IPX UIF EJЙFSFOU BYJT PG SFWPMVUJPO BЙFDUT UIF EFКOJUF JOUFHSBM
XF TFU VQ "HBJO BO FYBNQMF JT JOTUSVDUJWF

 6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT UP 'JOE 7PMVNF
&YBNQMF  'JOE UIF WPMVNF PG UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO HFOFSBUFE XIFO UIF КOJUF SFHJPO
S UIBU MJFT CFUXFFO y ! x2 BOE y ! x JT SFWPMWFE BCPVU UIF MJOF y ! −1
4PMVUJPO
(SBQIJOH UIF SFHJPO CFUXFFO UIF UXP
DVSWFT JO UIF КSTU RVBESBOU CFUXFFO UIFJS
QPJOUT PG JOUFSTFDUJPO 	(0, 0) BOE (1, 1)
 BOE
UIFO SFWPMWJOH UIF SFHJPO BCPVU UIF MJOF y !
−1 XF TFF UIF TPMJE TIPXO JO 'JHVSF 
&BDI TMJDF PG UIF TPMJE QFSQFOEJDVMBS UP UIF
BYJT PG SFWPMVUJPO JT B XBTIFS BOE UIF SBEJJ
PG FBDI XBTIFS BSF HPWFSOFE CZ UIF DVSWFT
y ! x2 BOE y ! x #VU XF BMTP TFF UIBU
UIFSF JT POF BEEFE DIBOHF UIF BYJT PG SFW
PMVUJPO BEET B КYFE MFOHUI UP FBDI SBEJVT
*O QBSUJDVMBS UIF JOOFS SBEJVT PG B UZQJDBM
TMJDF r(x) JT HJWFO CZ r(x) ! x2 + 1 XIJMF
UIF PVUFS SBEJVT JT R(x) ! x + 1
x
y
'JHVSF  5IF TPMJE PG SFWPMVUJPO EF
TDSJCFE JO &YBNQMF 
5IFSFGPSF UIF WPMVNF PG B UZQJDBM TMJDF JT
VTMJDF ! π[R(x)2 − r(x)2]∆x ! π )(x + 1)2 − (x2 + 1)2*∆x.
'JOBMMZ XF JOUFHSBUF UP КOE UIF UPUBM WPMVNF BOE
V !
∫ 1
0
π
)(x + 1)2 − (x2 + 1)2* dx ! 715π.
"DUJWJUZ  *O FBDI PG UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT ESBX B DBSFGVM MBCFMFE TLFUDI PG UIF
SFHJPO EFTDSJCFE BT XFMM BT UIF SFTVMUJOH TPMJE UIBU SFTVMUT GSPN SFWPMWJOH UIF SFHJPO
BCPVU UIF TUBUFE BYJT *O BEEJUJPO ESBX B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF BOE TUBUF UIF WPMVNF PG
UIBU TMJDF BMPOH XJUI B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF JT UIF WPMVNF PG UIF FOUJSF TPMJE *U
JT OPU OFDFTTBSZ UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBMT ZPV КOE 'PS FBDI QSPNQU VTF UIF КOJUF SFHJPO
S JO UIF КSTU RVBESBOU CPVOEFE CZ UIF DVSWFT y ! 2x BOE y ! x3
B 3FWPMWF S BCPVU UIF MJOF y ! −2
C 3FWPMWF S BCPVU UIF MJOF y ! 4
D 3FWPMWF S BCPVU UIF MJOF x ! −1
E 3FWPMWF S BCPVU UIF MJOF x ! 5

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
4VNNBSZ
ə 8F DBO VTF B EFКOJUF JOUFHSBM UP КOE UIF WPMVNF PG B UISFFEJNFOTJPOBM TPMJE PG SFWP
MVUJPO UIBU SFTVMUT GSPN SFWPMWJOH B UXPEJNFOTJPOBM SFHJPO BCPVU B QBSUJDVMBS BYJT CZ
UBLJOH TMJDFT QFSQFOEJDVMBS UP UIF BYJT PG SFWPMVUJPO XIJDI XJMM UIFO CF DJSDVMBS EJTLT
PS XBTIFST
ə *G XF SFWPMWF BCPVU B WFSUJDBM MJOF BOE TMJDF QFSQFOEJDVMBS UP UIBU MJOF UIFO PVS TMJDFT
BSF IPSJ[POUBM BOE PG UIJDLOFTT ∆y 5IJT MFBET VT UP JOUFHSBUF XJUI SFTQFDU UP y BT
PQQPTFE UP XJUI SFTQFDU UP x XIFO XF TMJDF B TPMJE WFSUJDBMMZ
ə *G XF SFWPMWF BCPVU B MJOF PUIFS UIBO UIF x PS yBYJT XF OFFE UP DBSFGVMMZ BDDPVOU GPS
UIF TIJGU UIBU PDDVST JO UIF SBEJVT PG B UZQJDBM TMJDF /PSNBMMZ UIJT TIJGU JOWPMWFT UBLJOH
B TVN PS EJЙFSFODF PG UIF GVODUJPO BMPOH XJUI UIF DPOTUBOU DPOOFDUFE UP UIF FRVBUJPO
GPS UIF IPSJ[POUBM PS WFSUJDBM MJOF B XFMMMBCFMFE EJBHSBN JT VTVBMMZ UIF CFTU XBZ UP
EFDJEF UIF OFX FYQSFTTJPO GPS UIF SBEJVT
&YFSDJTFT
 5IF SFHJPO CPVOEFE CZ y ! e2x , y ! 0, x ! −2, x ! 0 JT SPUBUFE BSPVOE UIF xBYJT 'JOE
UIF WPMVNF
WPMVNF 
 'JOE UIF WPMVNF PG UIF TPMJE PCUBJOFE CZ SPUBUJOH UIF SFHJPO JO UIF КSTU RVBESBOU CPVOEFE
CZ y ! x6 y ! 1 BOE UIF yBYJT BSPVOE UIF yBYJT
7PMVNF 
 'JOE UIF WPMVNF PG UIF TPMJE PCUBJOFE CZ SPUBUJOH UIF SFHJPO JO UIF КSTU RVBESBOU CPVOEFE
CZ y ! x6 y ! 1 BOE UIF yBYJT BSPVOE UIF xBYJT
7PMVNF 
 'JOE UIF WPMVNF PG UIF TPMJE PCUBJOFE CZ SPUBUJOH UIF SFHJPO JO UIF КSTU RVBESBOU CPVOEFE
CZ y ! x6 y ! 1 BOE UIF yBYJT BCPVU UIF MJOF y ! −5
7PMVNF 
 'JOE UIF WPMVNF PG UIF TPMJE PCUBJOFE CZ SPUBUJOH UIF SFHJPO CPVOEFE CZ UIF DVSWFT
y ! x2 , y ! 1
BCPVU UIF MJOF y ! 4 
"OTXFS
 'JOE UIF WPMVNF PG UIF TPMJE PCUBJOFE CZ SPUBUJOH UIF SFHJPO CPVOEFE CZ UIF HJWFO DVSWFT
BCPVU UIF MJOF x ! −5
y ! x2 , x ! y2

 6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT UP 'JOE 7PMVNF
"OTXFS
 $POTJEFS UIF DVSWF f (x) ! 3 cos( x34 ) BOE UIF QPSUJPO PG JUT HSBQI UIBU MJFT JO UIF КSTU
RVBESBOU CFUXFFO UIF yBYJT BOE UIF КSTU QPTJUJWF WBMVF PG x GPS XIJDI f (x) ! 0 -FU R
EFOPUF UIF SFHJPO CPVOEFE CZ UIJT QPSUJPO PG f  UIF xBYJT BOE UIF yBYJT
B 4FU VQ B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF JT UIF FYBDU BSD MFOHUI PG f UIBU MJFT BMPOH UIF
VQQFS CPVOEBSZ PG R 6TF UFDIOPMPHZ BQQSPQSJBUFMZ UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBM ZPV КOE
C 4FU VQ B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF JT UIF FYBDU BSFB PG R 6TF UFDIOPMPHZ BQQSPQSJ
BUFMZ UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBM ZPV КOE
D 4VQQPTF UIBU UIF SFHJPO R JT SFWPMWFE BSPVOE UIF xBYJT 4FU VQ B EFКOJUF JOUFHSBM
XIPTF WBMVF JT UIF FYBDU WPMVNF PG UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO UIBU JT HFOFSBUFE 6TF UFDI
OPMPHZ BQQSPQSJBUFMZ UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBM ZPV КOE
E 4VQQPTF JOTUFBE UIBU R JT SFWPMWFE BSPVOE UIF yBYJT *G QPTTJCMF TFU VQ BO JOUFHSBM
FYQSFTTJPO XIPTF WBMVF JT UIF FYBDU WPMVNF PG UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO BOE FWBMVBUF UIF
JOUFHSBM VTJOH BQQSPQSJBUF UFDIOPMPHZ *G OPU QPTTJCMF FYQMBJO XIZ
 $POTJEFS UIF DVSWFT HJWFO CZ y ! sin(x) BOE y ! cos(x) 'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH QSPC
MFNT ZPV TIPVME JODMVEF B TLFUDI PG UIF SFHJPOTPMJE CFJOH DPOTJEFSFE BT XFMM BT B MBCFMFE
SFQSFTFOUBUJWF TMJDF
B 4LFUDI UIF SFHJPO R CPVOEFE CZ UIF yBYJT BOE UIF DVSWFT y ! sin(x) BOE y ! cos(x)
VQ UP UIF КSTU QPTJUJWF WBMVF PG x BU XIJDI UIFZ JOUFSTFDU 8IBU JT UIF FYBDU JOUFSTFDUJPO
QPJOU PG UIF DVSWFT 
C 4FU VQ B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF JT UIF FYBDU BSFB PG R
D 4FU VQ B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF JT UIF FYBDU WPMVNF PG UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO
HFOFSBUFE CZ SFWPMWJOH R BCPVU UIF xBYJT
E 4FU VQ B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF JT UIF FYBDU WPMVNF PG UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO
HFOFSBUFE CZ SFWPMWJOH R BCPVU UIF yBYJT
F 4FU VQ B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF JT UIF FYBDU WPMVNF PG UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO
HFOFSBUFE CZ SFWPMWJOH R BCPVU UIF MJOF y ! 2
G 4FU VQ B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF JT UIF FYBDU WPMVNF PG UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO
HFOFSBUFE CZ SFWPMWJOH R BCPVU UIF x ! −1
 $POTJEFS UIF КOJUF SFHJPO R UIBU JT CPVOEFE CZ UIF DVSWFT y ! 1+ 12 (x − 2)2 y ! 12x2 BOE
x ! 0
B %FUFSNJOF B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF JT UIF BSFB PG UIF SFHJPO FODMPTFE CZ UIF UXP
DVSWFT
C 'JOE BO FYQSFTTJPO JOWPMWJOH POF PS NPSF EFКOJUF JOUFHSBMT XIPTF WBMVF JT UIF WPMVNF
PG UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO HFOFSBUFE CZ SFWPMWJOH UIF SFHJPO R BCPVU UIF MJOF y ! −1
D %FUFSNJOF BO FYQSFTTJPO JOWPMWJOH POF PS NPSF EFКOJUF JOUFHSBMT XIPTF WBMVF JT UIF
WPMVNF PG UIF TPMJE PG SFWPMVUJPO HFOFSBUFE CZ SFWPMWJOH UIF SFHJPO R BCPVU UIF yBYJT
E 'JOE BO FYQSFTTJPO JOWPMWJOH POF PS NPSF EFКOJUF JOUFHSBMT XIPTF WBMVF JT UIF QFSJNF
UFS PG UIF SFHJPO R

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
 %FOTJUZ .BTT BOE $FOUFS PG .BTT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX BSF NBTT EFOTJUZ BOE WPMVNF SFMBUFE 
ə )PX JT UIF NBTT PG BO PCKFDU XJUI WBSZJOH EFOTJUZ DPNQVUFE 
ə 8IBU JT JT UIF DFOUFS PG NBTT PG BO PCKFDU BOE IPX BSF EFКOJUF JOUFHSBMT VTFE UP DPN
QVUF JU 
8F IBWF TFFO JO TFWFSBM EJЙFSFOU DJSDVNTUBODFT IPX TUVEZJOH UIF VOJUT PO UIF JOUFHSBOE BOE
WBSJBCMF PG JOUFHSBUJPO FOBCMFT VT UP CFUUFS VOEFSTUBOE UIF NFBOJOH PG B EFКOJUF JOUFHSBM
'PS JOTUBODF JG v(t) JT UIF WFMPDJUZ PG BO PCKFDU NPWJOH BMPOH BO BYJT NFBTVSFE JO GFFU QFS
TFDPOE XIJMF t NFBTVSFT UJNF JO TFDPOET UIFO CPUI UIF EFКOJUF JOUFHSBM BOE JUT 3JFNBOO
TVN BQQSPYJNBUJPO ∫ b
a
v(t) dt ≈
n∑
i!1
v(ti)∆t ,
IBWF UIFJS PWFSBMM VOJUT HJWFO CZ UIF QSPEVDU PG UIF VOJUT PG v(t) BOE t
	GFFUTFD
 · 	TFD
 ! GFFU.
5IVT
∫ b
a v(t) dt NFBTVSFT UIF UPUBM DIBOHF JO QPTJUJPO 	JO GFFU
 PG UIF NPWJOH PCKFDU
5IJT UZQF PG VOJU BOBMZTJT XJMM CF QBSUJDVMBSMZ IFMQGVM UP VT JO XIBU GPMMPXT 5P CFHJO JO UIF
GPMMPXJOH QSFWJFX BDUJWJUZ XF DPOTJEFS UXP EJЙFSFOU EFКOJUF JOUFHSBMT XIFSF UIF JOUFHSBOE
JT B GVODUJPO UIBU NFBTVSFT IPX B QBSUJDVMBS RVBOUJUZ JT EJTUSJCVUFE PWFS B SFHJPO BOE UIJOL
BCPVU IPX UIF VOJUT PO UIF JOUFHSBOE BOE UIF WBSJBCMF PG JOUFHSBUJPO JOEJDBUF UIF NFBOJOH
PG UIF JOUFHSBM
1SFWJFX "DUJWJUZ  *O FBDI PG UIF GPMMPXJOH TDFOBSJPT XF DPOTJEFS UIF EJTUSJCVUJPO
PG B RVBOUJUZ BMPOH BO BYJT
B 4VQQPTF UIBU UIF GVODUJPO c(x) ! 200 + 100e−0.1x NPEFMT UIF EFOTJUZ PG USBМD PO
B TUSBJHIU SPBE NFBTVSFE JO DBST QFS NJMF XIFSF x JT OVNCFS PG NJMFT FBTU PG B
NBKPS JOUFSDIBOHF BOE DPOTJEFS UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ 2
0 (200 + 100e−0.1x) dx
J 8IBU BSF UIF VOJUT PO UIF QSPEVDU c(x) · ∆x 
JJ 8IBU BSF UIF VOJUT PO UIF EFКOJUF JOUFHSBM BOE JUT 3JFNBOO TVN BQQSPYJNB
UJPO HJWFO CZ ∫ 2
0
c(x) dx ≈
n∑
i!1
c(xi)∆x?

 %FOTJUZ .BTT BOE $FOUFS PG .BTT
JJJ &WBMVBUF UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ 2
0 c(x) dx !
∫ 2
0
!
200 + 100e−0.1x
"
dx BOE XSJUF
POF TFOUFODF UP FYQMBJO UIF NFBOJOH PG UIF WBMVF ZPV КOE
C 0O B  GPPU MPOH TIFMG КMMFE XJUI CPPLT UIF GVODUJPO B NPEFMT UIF EJTUSJCVUJPO PG
UIF XFJHIU PG UIF CPPLT JO QPVOET QFS JODI XIFSF x JT UIF OVNCFS PG JODIFT GSPN
UIF MFGU FOE PG UIF CPPLTIFMG -FU B(x) CF HJWFO CZ UIF SVMF B(x) ! 0.5 + 1(x+1)2 
J 8IBU BSF UIF VOJUT PO UIF QSPEVDU B(x) · ∆x 
JJ 8IBU BSF UIF VOJUT PO UIF EFКOJUF JOUFHSBM BOE JUT 3JFNBOO TVN BQQSPYJNB
UJPO HJWFO CZ ∫ 36
12
B(x) dx ≈
n∑
i!1
B(xi)∆x?
JJJ &WBMVBUF UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ 72
0 B(x) dx !
∫ 72
0
(
0.5 + 1(x+1)2
)
dx BOE XSJUF
POF TFOUFODF UP FYQMBJO UIF NFBOJOH PG UIF WBMVF ZPV КOE
 %FOTJUZ
5IF NBTT PG B RVBOUJUZ UZQJDBMMZ NFBTVSFE JO NFUSJD VOJUT TVDI BT HSBNT PS LJMPHSBNT JT
B NFBTVSF PG UIF BNPVOU PG B RVBOUJUZ *O B DPSSFTQPOEJOH XBZ UIF EFOTJUZ PG BO PCKFDU
NFBTVSFT UIF EJTUSJCVUJPO PG NBTT QFS VOJU WPMVNF 'PS JOTUBODF JG B CSJDL IBT NBTT  LH
BOE WPMVNF  N3 UIFO UIF EFOTJUZ PG UIF CSJDL JT
3LH
0.002N3 ! 1500
LH
N3 .
"T BOPUIFS FYBNQMF UIF NBTT EFOTJUZ PG XBUFS JT  LHN3 &BDI PG UIFTF SFMBUJPOTIJQT
EFNPOTUSBUF UIF GPMMPXJOH HFOFSBM QSJODJQMF
'PS BO PCKFDU PG DPOTUBOU EFOTJUZ d XJUI NBTT m BOE WPMVNF V 
d !
m
V
, PS m ! d · V.
#VU XIBU IBQQFOT XIFO UIF EFOTJUZ JT OPU DPOTUBOU 
*G XF DPOTJEFS UIF GPSNVMB m ! d · V  JU JT SFNJOJTDFOU PG UXP PUIFS FRVBUJPOT UIBU XF IBWF
VTFE GSFRVFOUMZ JO SFDFOU XPSL GPS B CPEZNPWJOH JO B КYFE EJSFDUJPO EJTUBODF  SBUF · UJNF
BOE GPS B SFDUBOHMF JUT BSFB JT HJWFO CZ A ! l · w 5IFTF GPSNVMBT IPME XIFO UIF QSJODJQBM
RVBOUJUJFT JOWPMWFE TVDI BT UIF SBUF UIF CPEZ NPWFT BOE UIF IFJHIU PG UIF SFDUBOHMF BSF
DPOTUBOU 8IFO UIFTF RVBOUJUJFT BSF OPU DPOTUBOU XF IBWF UVSOFE UP UIF EFКOJUF JOUFHSBM
GPS BTTJTUBODF 5IF NBJO JEFB JO FBDI TJUVBUJPO JT UIBU CZ XPSLJOH XJUI TNBMM TMJDFT PG UIF
RVBOUJUZ UIBU JT WBSZJOH XF DBO VTF B EFКOJUF JOUFHSBM UP BEE VQ UIF WBMVFT PG TNBMM QJFDFT
PO XIJDI UIF RVBOUJUZ PG JOUFSFTU 	TVDI BT UIF WFMPDJUZ PG B NPWJOH PCKFDU
 BSF BQQSPYJNBUFMZ
DPOTUBOU

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
'PS FYBNQMF JO UIF TFUUJOH XIFSF XF IBWF B OPOOFHBUJWF WFMPDJUZ GVODUJPO UIBU JT OPU DPO
TUBOU PWFS B TIPSU UJNF JOUFSWBM ∆t XF LOPX UIBU UIF EJTUBODF USBWFMFE JT BQQSPYJNBUFMZ
v(t)∆t TJODF v(t) JT BMNPTU DPOTUBOU PO B TNBMM JOUFSWBM BOE GPS B DPOTUBOU SBUF EJTUBODF
 SBUF · UJNF 4JNJMBSMZ JG XF BSF UIJOLJOH BCPVU UIF BSFB VOEFS B OPOOFHBUJWF GVODUJPO f
XIPTF WBMVF JT DIBOHJOH PO B TIPSU JOUFSWBM ∆x UIF BSFB VOEFS UIF DVSWF JT BQQSPYJNBUFMZ
UIF BSFB PG UIF SFDUBOHMF XIPTF IFJHIU JT f (x) BOE XIPTF XJEUI JT ∆x f (x)∆x #PUI PG UIFTF
QSJODJQMFT BSF SFQSFTFOUFE WJTVBMMZ JO 'JHVSF 
ft/sec
sec
y= v(t)
v(t)
△t
y
x
y= f (x)
f (x)
△x
'JHVSF  "U MFGU FTUJNBUJOH B TNBMM BNPVOU PG EJTUBODF USBWFMFE v(t)∆t BOE BU SJHIU B
TNBMM BNPVOU PG BSFB VOEFS UIF DVSWF f (x)∆x
*O B TJNJMBSXBZ JGXF DPOTJEFS UIF TFUUJOHXIFSF UIF EFOTJUZ PG TPNF RVBOUJUZ JT OPU DPOTUBOU
UIF EFКOJUF JOUFHSBM FOBCMFT VT UP TUJMM DPNQVUF UIF PWFSBMM NBTT PG UIF RVBOUJUZ 5ISPVHIPVU
XFXJMM GPDVT PO QSPCMFNTXIFSF UIF EFOTJUZ WBSJFT JO POMZ POF EJNFOTJPO TBZ BMPOH B TJOHMF
BYJT BOE UIJOL BCPVU IPX NBTT JT EJTUSJCVUFE SFMBUJWF UP MPDBUJPO BMPOH UIF BYJT
-FUɒT DPOTJEFS B UIJO CBS PG MFOHUI b UIBU JT TJUVBUFE TP JUT MFGU FOE JT BU UIF PSJHJO XIFSF x ! 0
BOE BTTVNF UIBU UIF CBS IBT DPOTUBOU DSPTTTFDUJPOBM BSFB PG  DN2 8F MFU UIF GVODUJPO ρ(x)
SFQSFTFOU UIF NBTT EFOTJUZ GVODUJPO PG UIF CBS NFBTVSFE JO HSBNT QFS DVCJD DFOUJNFUFS
5IBU JT HJWFO B MPDBUJPO x ρ(x) UFMMT VT BQQSPYJNBUFMZ IPX NVDI NBTT XJMM CF GPVOE JO B
POFDFOUJNFUFS XJEF TMJDF PG UIF CBS BU x
x
∆x
'JHVSF  " UIJO CBS PG DPOTUBOU DSPTTTFDUJPOBM BSFB  DN2 XJUI EFOTJUZ GVODUJPO ρ(x)
HDN3

 %FOTJUZ .BTT BOE $FOUFS PG .BTT
*G XF OPX DPOTJEFS B UIJO TMJDF PG UIF CBS PG XJEUI ∆x BT QJDUVSFE JO 'JHVSF  UIF WPMVNF
PG TVDI B TMJDF JT UIF DSPTTTFDUJPOBM BSFB UJNFT∆x 4JODF UIF DSPTTTFDUJPOT FBDI IBWF DPOTUBOU
BSFB  DN2 JU GPMMPXT UIBU UIF WPMVNF PG UIF TMJDF JT 1∆x DN3 .PSFPWFS TJODF NBTT JT UIF
QSPEVDU PG EFOTJUZ BOE WPMVNF 	XIFO EFOTJUZ JT DPOTUBOU
 XF TFF UIBU UIFNBTT PG UIJT HJWFO
TMJDF JT BQQSPYJNBUFMZ
NBTTTMJDF ≈ ρ(x) HDN3 · 1∆x DN
3
! ρ(x) · ∆x H.
)FODF GPS UIF DPSSFTQPOEJOH 3JFNBOO TVN 	BOE UIVT GPS UIF JOUFHSBM UIBU JU BQQSPYJNBUFT

n∑
i!1
ρ(xi)∆x ≈
∫ b
0
ρ(x) dx ,
XF TFF UIBU UIFTF RVBOUJUJFT NFBTVSF UIF NBTT PG UIF CBS CFUXFFO 0 BOE b 	5IF 3JFNBOO
TVN JT BO BQQSPYJNBUJPO XIJMF UIF JOUFHSBM XJMM CF UIF FYBDU NBTT

"U UIJT QPJOU XF OPUF UIBU XF XJMM CF GPDVTFE QSJNBSJMZ PO TJUVBUJPOT XIFSF NBTT JT EJT
USJCVUFE SFMBUJWF UP IPSJ[POUBM MPDBUJPO x GPS PCKFDUT XIPTF DSPTTTFDUJPOBM BSFB JT DPOTUBOU
*O UIBU TFUUJOH JU NBLFT TFOTF UP UIJOL PG UIF EFOTJUZ GVODUJPO ρ(x) XJUI VOJUT ɔNBTT QFS VOJU
MFOHUIɕ TVDI BT HDN 5IVT XIFO XF DPNQVUF ρ(x) · ∆x PO B TNBMM TMJDF ∆x UIF SFTVMUJOH
VOJUT BSF HDN · DN  H XIJDI UIVT NFBTVSFT UIF NBTT PG UIF TMJDF 5IF HFOFSBM QSJODJQMF
GPMMPXT
'PS BO PCKFDU PG DPOTUBOU DSPTTTFDUJPOBM BSFB XIPTF NBTT JT EJTUSJCVUFE BMPOH B TJOHMF
BYJT BDDPSEJOH UP UIF GVODUJPO ρ(x) 	XIPTF VOJUT BSF VOJUT PG NBTT QFS VOJU PG MFOHUI

UIF UPUBM NBTT M PG UIF PCKFDU CFUXFFO x ! a BOE x ! b JT HJWFO CZ
M !
∫ b
a
ρ(x) dx.
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GPMMPXJOH TJUVBUJPOT JO XIJDI NBTT JT EJTUSJCVUFE JO B OPO
DPOTUBOU NBOOFS
B 4VQQPTF UIBU B UIJO SPE XJUI DPOTUBOU DSPTTTFDUJPOBM BSFB PG  DN2 IBT JUT NBTT
EJTUSJCVUFE BDDPSEJOH UP UIF EFOTJUZ GVODUJPO ρ(x) ! 2e−0.2x  XIFSF x JT UIF EJTUBODF
JO DN GSPN UIF MFGU FOE PG UIF SPE BOE UIF VOJUT PO ρ(x) BSF HDN *G UIF SPE JT 
DN MPOH EFUFSNJOF UIF FYBDU NBTT PG UIF SPE
C $POTJEFS UIF DPOF UIBU IBT B CBTF PG SBEJVT  N BOE B IFJHIU PG  N 1JDUVSF UIF
DPOF MZJOH IPSJ[POUBMMZ XJUI UIF DFOUFS PG JUT CBTF BU UIF PSJHJO BOE UIJOL PG UIF
DPOF BT B TPMJE PG SFWPMVUJPO
J 8SJUF BOE FWBMVBUF B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF JT UIF WPMVNF PG UIF DPOF
JJ /FYU TVQQPTF UIBU UIF DPOF IBT VOJGPSN EFOTJUZ PG  LHN3 8IBU JT UIF
NBTT PG UIF TPMJE DPOF 
JJJ /PX TVQQPTF UIBU UIF DPOFɒT EFOTJUZ JT OPU VOJGPSN CVU SBUIFS UIBU UIF DPOF

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
JT NPTU EFOTF BU JUT CBTF *O QBSUJDVMBS BTTVNF UIBU UIF EFOTJUZ PG UIF DPOF JT
VOJGPSN BDSPTT DSPTT TFDUJPOT QBSBMMFM UP JUT CBTF CVU UIBU JO FBDI TVDI DSPTT
TFDUJPO UIBU JT B EJTUBODF x VOJUT GSPN UIF PSJHJO UIF EFOTJUZ PG UIF DSPTT TFD
UJPO JT HJWFO CZ UIF GVODUJPO ρ(x) ! 400+ 2001+x2  NFBTVSFE JO LHN3 %FUFSNJOFBOE FWBMVBUF B EFКOJUF JOUFHSBM XIPTF WBMVF JT UIF NBTT PG UIJT DPOF PG OPO
VOJGPSN EFOTJUZ %P TP CZ КSTU UIJOLJOH BCPVU UIF NBTT PG B HJWFO TMJDF PG UIF
DPOF x VOJUT BXBZ GSPN UIF CBTF SFNFNCFS UIBU JO TVDI B TMJDF UIF EFOTJUZ
XJMM CF FTTFOUJBMMZ DPOTUBOU
D -FU B UIJO SPE PG DPOTUBOU DSPTTTFDUJPOBM BSFB  DN2 BOE MFOHUI  DN IBWF JUT NBTT
CF EJTUSJCVUFE BDDPSEJOH UP UIF EFOTJUZ GVODUJPO ρ(x) ! 125 (x − 15)2 NFBTVSFE JO
HDN 'JOE UIF FYBDU MPDBUJPO z BU XIJDI UP DVU UIF CBS TP UIBU UIF UXP QJFDFT XJMM
FBDI IBWF JEFOUJDBM NBTT
 8FJHIUFE "WFSBHFT
5IF DPODFQU PG BO BWFSBHF JT B OBUVSBM POF BOE POF UIBU XF IBWF VTFE SFQFBUFEMZ BT QBSU PG
PVS VOEFSTUBOEJOH PG UIF NFBOJOH PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM *G XF IBWF n WBMVFT a1 a2 . . . an 
XF LOPX UIBU UIFJS BWFSBHF JT HJWFO CZ
a1 + a2 + · · · + an
n
,
BOE GPS B RVBOUJUZ CFJOH NFBTVSFE CZ B GVODUJPO f PO BO JOUFSWBM [a , b] UIF BWFSBHF WBMVF PG
UIF RVBOUJUZ PO [a , b] JT
1
b − a
∫ b
a
f (x) dx.
"T XF DPOUJOVF UP UIJOL BCPVU QSPCMFNT JOWPMWJOH UIF EJTUSJCVUJPO PG NBTT JU JT OBUVSBM UP
DPOTJEFS UIF JEFB PG B XFJHIUFE BWFSBHF XIFSF DFSUBJO RVBOUJUJFT JOWPMWFE BSF DPVOUFE NPSF
JO UIF BWFSBHF
" DPNNPO VTF PG XFJHIUFE BWFSBHFT
JT JO UIF DPNQVUBUJPO PG B TUVEFOUɒT
(1" XIFSF HSBEFT BSF XFJHIUFE BD
DPSEJOH UP DSFEJU IPVST -FUɒT DPO
TJEFS UIF TDFOBSJP JO 5BCMF 
DMBTT HSBEF HSBEF QPJOUT DSFEJUT
DIFNJTUSZ #  
DBMDVMVT "  
IJTUPSZ #  
QTZDIPMPHZ #  
5BCMF  " DPMMFHF TUVEFOUɒT TFNFTUFS HSBEFT
*G BMM PG UIF DMBTTFT XFSF PG UIF TBNF XFJHIU 	JF UIF TBNF OVNCFS PG DSFEJUT
 UIF TUVEFOUɒT
(1" XPVME TJNQMZ CF DBMDVMBUFE CZ UBLJOH UIF BWFSBHF
3.3 + 3.7 + 2.7 + 2.7
4 ! 3.1.

 %FOTJUZ .BTT BOE $FOUFS PG .BTT
#VU TJODF UIF DIFNJTUSZ BOE DBMDVMVT DPVSTFT IBWF IJHIFS XFJHIUT 	PG  BOE  DSFEJUT SFTQFD
UJWFMZ
 XF BDUVBMMZ DPNQVUF UIF (1" BDDPSEJOH UP UIF XFJHIUFE BWFSBHF
3.3 · 5 + 3.7 · 4 + 2.7 · 3 + 2.7 · 3
5 + 4 + 3 + 3 ! 3.16.
5IF XFJHIUFE BWFSBHF SFЛFDUT UIF GBDU UIBU DIFNJTUSZ BOE DBMDVMVT BT DPVSTFT XJUI IJHIFS
DSFEJUT IBWF B HSFBUFS JNQBDU PO UIF TUVEFOUTɒ HSBEF QPJOU BWFSBHF /PUF QBSUJDVMBSMZ UIBU JO
UIF XFJHIUFE BWFSBHF FBDI HSBEF HFUT NVMUJQMJFE CZ JUT XFJHIU BOE XF EJWJEF CZ UIF TVN
PG UIF XFJHIUT
*O UIF GPMMPXJOH BDUJWJUZ XF FYQMPSF GVSUIFS IPX XFJHIUFE BWFSBHFT DBO CF VTFE UP КOE UIF
CBMBODJOH QPJOU PG B QIZTJDBM TZTUFN
"DUJWJUZ  'PS RVBOUJUJFT PG FRVBM XFJHIU TVDI BT UXP DIJMESFO PO B UFFUFSUPUUFS UIF
CBMBODJOH QPJOU JT GPVOE CZ UBLJOH UIF BWFSBHF PG UIFJS MPDBUJPOT 8IFO UIF XFJHIUT PG
UIF RVBOUJUJFT EJЙFS XF VTF B XFJHIUFE BWFSBHF PG UIFJS SFTQFDUJWF MPDBUJPOT UP КOE UIF
CBMBODJOH QPJOU
B 4VQQPTF UIBU B TIFMG JT  GFFU MPOH XJUI JUT MFGU FOE TJUVBUFE BU x ! 0 *G POF CPPL PG
XFJHIU  MC JT QMBDFE BU x1 ! 0 BOE BOPUIFS CPPL PG XFJHIU  MC JT QMBDFE BU x2 ! 6
XIBU JT UIF MPDBUJPO PG x UIF QPJOU BU XIJDI UIF TIFMG XPVME 	UIFPSFUJDBMMZ
 CBMBODF
PO B GVMDSVN 
C /PX TBZ UIBU XF QMBDF GPVS CPPLT PO UIF TIFMG FBDI XFJHIJOH  MC BU x1 ! 0 BU
x2 ! 2 BU x3 ! 4 BOE BU x4 ! 6 'JOE x UIF CBMBODJOH QPJOU PG UIF TIFMG
D )PX EPFT x DIBOHF JG XF DIBOHF UIF MPDBUJPO PG UIF UIJSE CPPL 4BZ UIF MPDBUJPOT
PG UIF MC CPPLT BSF x1 ! 0 x2 ! 2 x3 ! 3 BOE x4 ! 6
E /FYU TVQQPTF UIBU XF QMBDF GPVS CPPLT PO UIF TIFMG CVU PG WBSZJOH XFJHIUT BU
x1 ! 0 B MC CPPL BU x2 ! 2 B MC CPPL BU x3 ! 4 B MC CPPL BOE BU x4 ! 6 B MC
CPPL 6TF B XFJHIUFE BWFSBHF PG UIF MPDBUJPOT UP КOE x UIF CBMBODJOH QPJOU PG UIF
TIFMG )PX EPFT UIF CBMBODJOH QPJOU JO UIJT TDFOBSJP DPNQBSF UP UIBU GPVOE JO 	C
 
F 8IBU IBQQFOT JG XF DIBOHF UIF MPDBUJPO PG POF PG UIF CPPLT 4BZ UIBU XF LFFQ
FWFSZUIJOH UIF TBNF JO 	E
 FYDFQU UIBU x3 ! 5 )PX EPFT x DIBOHF 
G 8IBU IBQQFOT JG XF DIBOHF UIF XFJHIU PG POF PG UIF CPPLT 4BZ UIBU XF LFFQ
FWFSZUIJOH UIF TBNF JO 	E
 FYDFQU UIBU UIF CPPL BU x3 ! 4 OPX XFJHIT  MCT )PX
EPFT x DIBOHF 
H &YQFSJNFOU XJUI B DPVQMF PG EJЙFSFOU TDFOBSJPT PG ZPVS DIPPTJOH XIFSF ZPVNPWF
POF PG UIF CPPLT UP UIF MFGU PS ZPV EFDSFBTF UIF XFJHIU PG POF PG UIF CPPLT
I 8SJUF B DPVQMF PG TFOUFODFT UP FYQMBJO IPX BEKVTUJOH UIF MPDBUJPO PG POF PG UIF
CPPLT PS UIF XFJHIU PG POF PG UIF CPPLT BЙFDUT UIF MPDBUJPO PG UIF CBMBODJOH QPJOU
PG UIF TIFMG 5IJOL DBSFGVMMZ IFSF BCPVU IPX ZPVS DIBOHFT TIPVME CF DPOTJEFSFE
SFMBUJWF UP UIF MPDBUJPO PG UIF CBMBODJOH QPJOU x PG UIF DVSSFOU TDFOBSJP

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
 $FOUFS PG .BTT
*O "DUJWJUZ  XF TBX UIBU UIF CBMBODJOH QPJOU PG B TZTUFN PG QPJOUNBTTFTy 	TVDI BT CPPLT
PO B TIFMG
 JT GPVOE CZ UBLJOH B XFJHIUFE BWFSBHF PG UIFJS SFTQFDUJWF MPDBUJPOT *O UIF BDUJWJUZ
XF XFSF DPNQVUJOH UIF DFOUFS PG NBTT PG B TZTUFN PG NBTTFT EJTUSJCVUFE BMPOH BO BYJT XIJDI
JT UIF CBMBODJOH QPJOU PG UIF BYJT PO XIJDI UIF NBTTFT SFTU
$FOUFS PG .BTT 	QPJOUNBTTFT

'PS B DPMMFDUJPO PG n NBTTFT m1 . . . mn UIBU BSF EJTUSJCVUFE BMPOH B TJOHMF BYJT BU UIF
MPDBUJPOT x1 . . . xn  UIF DFOUFS PG NBTT JT HJWFO CZ
x !
x1m1 + x2m2 + · · · + xnmn
m1 + m2 + · · · + mn .
8IBU JG XF JOTUFBE DPOTJEFS B UIJO CBS PWFS XIJDI EFOTJUZ JT EJTUSJCVUFE DPOUJOVPVTMZ *G
UIF EFOTJUZ JT DPOTUBOU JU JT PCWJPVT UIBU UIF CBMBODJOH QPJOU PG UIF CBS JT JUT NJEQPJOU #VU
JG EFOTJUZ JT OPU DPOTUBOU XF NVTU DPNQVUF B XFJHIUFE BWFSBHF -FUɒT TBZ UIBU UIF GVODUJPO
ρ(x) UFMMT VT UIF EFOTJUZ EJTUSJCVUJPO BMPOH UIF CBS NFBTVSFE JO HDN *G XF TMJDF UIF CBS
JOUP TNBMM TFDUJPOT UIJT FOBCMFT VT UP UIJOL PG UIF CBS BT IPMEJOH B DPMMFDUJPO PG BEKBDFOU
QPJOUNBTTFT 'PS B TMJDF PG UIJDLOFTT ∆x BU MPDBUJPO xi  OPUF UIBU UIF NBTT PG UIF TMJDF mi 
TBUJTКFT mi ≈ ρ(xi)∆x
5BLJOH n TMJDFT PG UIF CBS XF DBO BQQSPYJNBUF JUT DFOUFS PG NBTT CZ
x ≈ x1 · ρ(x1)∆x + x2 · ρ(x2)∆x + · · · + xn · ρ(xn)∆x
ρ(x1)∆x + ρ(x2)∆x + · · · + ρ(xn)∆x .
3FXSJUJOH UIF TVNT JO TJHNB OPUBUJPO JU GPMMPXT UIBU
x ≈
∑n
i!1 xi · ρ(xi)∆x∑n
i!1 ρ(xi)∆x
. 	

.PSFPWFS JU JT BQQBSFOU UIBU UIF HSFBUFS UIF OVNCFS PG TMJDFT UIF NPSF BDDVSBUF PVS FTUJ
NBUF PG UIF CBMBODJOH QPJOU XJMM CF BOE UIBU UIF TVNT JO &RVBUJPO 	
 DBO CF WJFXFE BT
3JFNBOO TVNT )FODF JO UIF MJNJU BT n →∞ XF КOE UIBU UIF DFOUFS PG NBTT JT HJWFO CZ UIF
RVPUJFOU PG UXP JOUFHSBMT
$FOUFS PG .BTT 	DPOUJOVPVT NBTT EJTUSJCVUJPO

'PS B UIJO SPE PG EFOTJUZ ρ(x) EJTUSJCVUFE BMPOH BO BYJT GSPN x ! a UP x ! b UIF DFOUFS
PG NBTT PG UIF SPE JT HJWFO CZ
x !
∫ b
a xρ(x) dx∫ b
a ρ(x) dx
.
y*O UIF BDUJWJUZ XF BDUVBMMZ VTFE XFJHIU SBUIFS UIBO NBTT 4JODF XFJHIU JT QSPQPSUJPOBM UP NBTT UIF DPNQVUB
UJPOT GPS UIF CBMBODJOH QPJOU SFTVMU JO UIF TBNF MPDBUJPO SFHBSEMFTT PG XIFUIFS XF VTF XFJHIU PS NBTT 5IF
HSBWJUBUJPOBM DPOTUBOU JT QSFTFOU JO CPUI UIF OVNFSBUPS BOE EFOPNJOBUPS PG UIF XFJHIUFE BWFSBHF

 %FOTJUZ .BTT BOE $FOUFS PG .BTT
/PUF QBSUJDVMBSMZ UIBU UIF EFOPNJOBUPS PG x JT UIF NBTT PG UIF CBS BOE UIBU UIJT RVPUJFOU PG
JOUFHSBMT JT TJNQMZ UIF DPOUJOVPVT WFSTJPO PG UIF XFJHIUFE BWFSBHF PG MPDBUJPOT x BMPOH UIF
CBS
"DUJWJUZ  $POTJEFS B UIJO CBS PG MFOHUI  DN XIPTF EFOTJUZ JT EJTUSJCVUFE BDDPSE
JOH UP UIF GVODUJPO ρ(x) ! 4 + 0.1x XIFSF x ! 0 SFQSFTFOUT UIF MFGU FOE PG UIF CBS
"TTVNF UIBU ρ JT NFBTVSFE JO HDN BOE x JT NFBTVSFE JO DN
B 'JOE UIF UPUBM NBTT M PG UIF CBS
C 8JUIPVU EPJOH BOZ DBMDVMBUJPOT EP ZPV FYQFDU UIF DFOUFS PG NBTT PG UIF CBS UP CF
FRVBM UP  MFTT UIBO  PS HSFBUFS UIBO  8IZ 
D $PNQVUF x UIF FYBDU DFOUFS PG NBTT PG UIF CBS
E 8IBU JT UIF BWFSBHF EFOTJUZ PG UIF CBS 
F /PX DPOTJEFS B EJЙFSFOU EFOTJUZ GVODUJPO HJWFO CZ p(x) ! 4e0.020732x  BMTP GPS B
CBS PG MFOHUI  DN XIPTF MFGU FOE JT BU x ! 0 1MPU CPUI ρ(x) BOE p(x) PO UIF TBNF
BYFT 8JUIPVU EPJOH BOZ DBMDVMBUJPOT XIJDI CBS EP ZPV FYQFDU UP IBWF UIF HSFBUFS
DFOUFS PG NBTT 8IZ 
G $PNQVUF UIF FYBDU DFOUFS PG NBTT PG UIF CBS EFTDSJCFE JO 	F
 XIPTF EFOTJUZ GVOD
UJPO JT p(x) ! 4e0.020732x  $IFDL UIF SFTVMU BHBJOTU UIF QSFEJDUJPO ZPV NBEF JO 	F

4VNNBSZ
ə 'PS BO PCKFDU PG DPOTUBOU EFOTJUZ D XJUI WPMVNF V BOE NBTT m XF LOPX UIBU m !
D · V.
ə *G BO PCKFDU XJUI DPOTUBOU DSPTTTFDUJPOBM BSFB 	TVDI BT B UIJO CBS
 IBT JUT EFOTJUZ EJT
USJCVUFE BMPOH BO BYJT BDDPSEJOH UP UIF GVODUJPO ρ(x) UIFO XF DBO КOE UIF NBTT PG UIF
PCKFDU CFUXFFO x ! a BOE x ! b CZ
m !
∫ b
a
ρ(x) dx.
ə 'PS B TZTUFN PG QPJOUNBTTFT EJTUSJCVUFE BMPOH BO BYJT TBZ m1 , . . . ,mn BU MPDBUJPOT
x1 , . . . , xn  UIF DFOUFS PG NBTT x JT HJWFO CZ UIF XFJHIUFE BWFSBHF
x !
∑n
i!1 ximi∑n
i!1 mi
.
*G JOTUFBE XF IBWF NBTT DPOUJOVPVTMZ EJTUSJCVUFE BMPOH BO BYJT TVDI BT CZ B EFOTJUZ
GVODUJPO ρ(x) GPS B UIJO CBS PG DPOTUBOU DSPTTTFDUJPOBM BSFB UIF DFOUFS PG NBTT PG UIF
QPSUJPO PG UIF CBS CFUXFFO x ! a BOE x ! b JT HJWFO CZ
x !
∫ b
a xρ(x) dx∫ b
a ρ(x) dx
.

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
*O FBDI TJUVBUJPO x SFQSFTFOUT UIF CBMBODJOH QPJOU PG UIF TZTUFN PG NBTTFT PS PG UIF
QPSUJPO PG UIF CBS
&YFSDJTFT
 " SPE IBT MFOHUI  NFUFST "U B EJTUBODF x NFUFST GSPN JUT MFGU FOE UIF EFOTJUZ PG UIF SPE
JT HJWFO CZ δ(x) ! 4 + 5x HN
	B
 $PNQMFUF UIF 3JFNBOO TVN GPS UIF UPUBM NBTT PG UIF SPE 	VTF Dx JO QMBDF PG ∆x

NBTT  Σ
	C
 $POWFSU UIF 3JFNBOO TVN UP BO JOUFHSBM BOE КOE UIF FYBDU NBTT
NBTT 
	JODMVEF VOJUT

 " SPE XJUI EFOTJUZ δ(x) ! 7+ sin(x) MJFT PO UIF xBYJT CFUXFFO x ! 0 BOE x ! π. 'JOE UIF
NBTT BOE DFOUFS PG NBTT PG UIF SPE
NBTT 
DFOUFS PG NBTT 
 4VQQPTF UIBU UIF EFOTJUZ PG DBST 	JO DBST QFS NJMF
 EPXO B NJMF TUSFUDI PG UIF 1FOOTZM
WBOJB 5VSOQJLF JT BQQSPYJNBUFE CZ δ(x) ! 350 (2 + sin (4√x + 0.175)) , BU B EJTUBODF x NJMFT
GSPN UIF #SFF[FXPPE UPMM QMB[B 4LFUDI B HSBQI PG UIJT GVODUJPO GPS 0 ≤ x ≤ 20
	B
 $PNQMFUF UIF 3JFNBOO TVN UIBU BQQSPYJNBUFT UIF UPUBM OVNCFS PG DBST PO UIJT NJMF
TUSFUDI 	VTF Dx JOTUFBE PG ∆x

/VNCFS  Σ
	C
 'JOE UIF UPUBM OVNCFS PG DBST PO UIF NJMF TUSFUDI
/VNCFS 
 " QPJOU NBTT PG  HSBNT MPDBUFE  DFOUJNFUFST UP UIF MFGU PG UIF PSJHJO BOE B QPJOU NBTT
PG  HSBNT MPDBUFE  DFOUJNFUFST UP UIF SJHIU PG UIF PSJHJO BSF DPOOFDUFE CZ B UIJO MJHIU SPE
'JOE UIF DFOUFS PG NBTT PG UIF TZTUFN
$FOUFS PG .BTT 
<$IPPTF UP UIF MFGU PG UIF PSJHJO ] UP UIF SJHIU PG UIF PSJHJO ] 	BU UIF PSJHJO
>
	JODMVEF VOJUT JO ZPVS DFOUFS PG NBTT

 -FU B UIJO SPE PG MFOHUI a IBWF EFOTJUZ EJTUSJCVUJPO GVODUJPO ρ(x) ! 10e−0.1x  XIFSF x JT
NFBTVSFE JO DN BOE ρ JO HSBNT QFS DFOUJNFUFS
B *G UIF NBTT PG UIF SPE JT  H XIBU JT UIF WBMVF PG a 
C 'PS UIF H SPE XJMM UIF DFOUFS PG NBTT MJF BU JUT NJEQPJOU UP UIF MFGU PG UIF NJEQPJOU
PS UP UIF SJHIU PG UIF NJEQPJOU 8IZ 
D 'PS UIF H SPE КOE UIF DFOUFS PG NBTT BOE DPNQBSF ZPVS QSFEJDUJPO JO 	C

E "U XIBU WBMVF PG x TIPVME UIF H SPE CF DVU JO PSEFS UP GPSN UXP QJFDFT PG FRVBM NBTT 

 %FOTJUZ .BTT BOE $FOUFS PG .BTT
 $POTJEFS UXP UIJO CBST PG DPOTUBOU DSPTTTFDUJPOBM BSFB FBDI PG MFOHUI  DN XJUI SFTQFD
UJWF NBTT EFOTJUZ GVODUJPOT ρ(x) ! 11+x2 BOE p(x) ! e−0.1x 
B 'JOE UIF NBTT PG FBDI CBS
C 'JOE UIF DFOUFS PG NBTT PG FBDI CBS
D /PX DPOTJEFS B OFX  DN CBS XIPTF NBTT EFOTJUZ GVODUJPO JT f (x) ! ρ(x) + p(x)
B &YQMBJO IPX ZPV DBO FBTJMZ КOE UIFNBTT PG UIJT OFX CBSXJUI MJUUMF UP OP BEEJUJPOBM
XPSL
C 4JNJMBSMZ DPNQVUF
∫ 10
0 x f (x) dx BT TJNQMZ BT QPTTJCMF JO MJHIU PG FBSMJFS DPNQVUB
UJPOT
D 5SVF PS GBMTF UIF DFOUFS PG NBTT PG UIJT OFX CBS JT UIF BWFSBHF PG UIF DFOUFST PG
NBTT PG UIF UXP FBSMJFS CBST 8SJUF BU MFBTU POF TFOUFODF UP TBZXIZ ZPVS DPODMVTJPO
NBLFT TFOTF
 $POTJEFS UIF DVSWF HJWFO CZ y ! f (x) ! 2xe−1.25x + (30 − x)e−0.25(30−x)
B 1MPU UIJT DVSWF JO UIF XJOEPX x ! 0 . . . 30 y ! 0 . . . 3 	XJUI DPOTUSBJOFE TDBMJOH TP UIF
VOJUT PO UIF x BOE y BYJT BSF FRVBM
 BOE VTF JU UP HFOFSBUF B TPMJE PG SFWPMVUJPO BCPVU
UIF xBYJT &YQMBJO XIZ UIJT DVSWF DPVME HFOFSBUF B SFBTPOBCMF NPEFM PG B CBTFCBMM CBU
C -FU x BOE y CF NFBTVSFE JO JODIFT 'JOE UIF UPUBM WPMVNF PG UIF CBTFCBMM CBU HFOFSBUFE
CZ SFWPMWJOH UIF HJWFO DVSWF BCPVU UIF xBYJT *ODMVEF VOJUT PO ZPVS BOTXFS
D 4VQQPTF UIBU UIF CBTFCBMM CBU IBT DPOTUBOU XFJHIU EFOTJUZ BOE UIBU UIF XFJHIU EFOTJUZ
JT  PVODFT QFS DVCJD JODI 'JOE UIF UPUBM XFJHIU PG UIF CBU XIPTF WPMVNF ZPV GPVOE
JO 	C

E #FDBVTF UIF CBTFCBMM CBU EPFT OPU IBWF DPOTUBOU DSPTTTFDUJPOBM BSFB XF TFF UIBU UIF
BNPVOU PG XFJHIU DPODFOUSBUFE BU B MPDBUJPO x BMPOH UIF CBU JT EFUFSNJOFE CZ UIF WPM
VNF PG B TMJDF BU MPDBUJPO x &YQMBJO XIZ XF DBO UIJOL BCPVU UIF GVODUJPO ρ(x) !
0.6π f (x)2 	XIFSF f JT UIF GVODUJPO HJWFO BU UIF TUBSU PG UIF QSPCMFN
 BT CFJOH UIFXFJHIU
EFOTJUZ GVODUJPO GPS IPX UIF XFJHIU PG UIF CBTFCBMM CBU JT EJTUSJCVUFE GSPN x ! 0 UP
x ! 30
F $PNQVUF UIF DFOUFS PG NBTT PG UIF CBTFCBMM CBU

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
 1IZTJDT "QQMJDBUJPOT 8PSL 'PSDF BOE 1SFTTVSF
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə )PX EP XF NFBTVSF UIF XPSL BDDPNQMJTIFE CZ B WBSZJOH GPSDF UIBU NPWFT BO PCKFDU B
DFSUBJO EJTUBODF 
ə 8IBU JT UIF UPUBM GPSDF FYFSUFE CZ XBUFS BHBJOTU B EBN 
ə )PX BSF CPUI PG UIF BCPWF DPODFQUT BOE UIFJS DPSSFTQPOEJOH VTF PG EFКOJUF JOUFHSBMT
TJNJMBS UP QSPCMFNT XF IBWF FODPVOUFSFE JO UIF QBTU JOWPMWJOH GPSNVMBT TVDI BT ɔEJT
UBODF FRVBMT SBUF UJNFT UJNFɕ BOE ɔNBTT FRVBMT EFOTJUZ UJNFT WPMVNFɕ 
y= f (x)
a b
f (x)
△x
y
t
y= v(t)
v(t)
△ta b
△x
ρ(x)
'JHVSF  5ISFF TFUUJOHT XIFSF XF DPNQVUF UIF BDDVNVMBUJPO PG B WBSZJOH RVBOUJUZ UIF
BSFB VOEFS y ! f (x) UIF EJTUBODF USBWFMFE CZ BO PCKFDU XJUI WFMPDJUZ y ! v(t) BOE UIF NBTT
PG B CBS XJUI EFOTJUZ GVODUJPO y ! ρ(x)
*O PVS XPSL UP EBUF XJUI UIF EFКOJUF JOUFHSBM XF IBWF TFFO TFWFSBM EJЙFSFOU DJSDVNTUBODFT
XIFSF UIF JOUFHSBM FOBCMFT VT UP NFBTVSF UIF BDDVNVMBUJPO PG B RVBOUJUZ UIBU WBSJFT QSP
WJEFE UIF RVBOUJUZ JT BQQSPYJNBUFMZ DPOTUBOU PWFS TNBMM JOUFSWBMT 'PS JOTUBODF CBTFE PO
UIF GBDU UIBU UIF BSFB PG B SFDUBOHMF JT A ! l · w JG XF XJTI UP КOE UIF BSFB CPVOEFE CZ
B OPOOFHBUJWF DVSWF y ! f (x) BOE UIF xBYJT PO BO JOUFSWBM [a , b] B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF PG
XJEUI ∆x IBT BSFB ATMJDF ! f (x)∆x BOE UIVT BT XF MFU UIF XJEUI PG UIF SFQSFTFOUBUJWF TMJDF
UFOE UP [FSP XF КOE UIBU UIF FYBDU BSFB PG UIF SFHJPO JT
A !
∫ b
a
f (x) dx.
*O B TJNJMBS XBZ JG XF LOPX UIBU UIF WFMPDJUZ PG B NPWJOH PCKFDU JT HJWFO CZ UIF GVODUJPO
y ! v(t) BOE XF XJTI UP LOPX UIF EJTUBODF UIF PCKFDU USBWFMT PO BO JOUFSWBM [a , b] XIFSF v(t)

 1IZTJDT "QQMJDBUJPOT 8PSL 'PSDF BOE 1SFTTVSF
JT OPOOFHBUJWF XF DBO VTF B EFКOJUF JOUFHSBM UP HFOFSBMJ[F UIF GBDU UIBU d ! r · t XIFO UIF
SBUF r JT DPOTUBOU .PSF TQFDJКDBMMZ PO B TIPSU UJNF JOUFSWBM ∆t v(t) JT SPVHIMZ DPOTUBOU
BOE IFODF GPS B TNBMM TMJDF PG UJNF dTMJDF ! v(t)∆t BOE TP BT UIF XJEUI PG UIF UJNF JOUFSWBM
∆t UFOET UP [FSP UIF FYBDU EJTUBODF USBWFMFE JT HJWFO CZ UIF EFКOJUF JOUFHSBM
d !
∫ b
a
v(t) dt .
'JOBMMZ XIFO XF SFDFOUMZ MFBSOFE BCPVU UIF NBTT PG BO PCKFDU PG OPODPOTUBOU EFOTJUZ XF
TBX UIBU TJODF M ! D · V 	NBTT FRVBMT EFOTJUZ UJNFT WPMVNF QSPWJEFE UIBU EFOTJUZ JT
DPOTUBOU
 JG XF DBO DPOTJEFS B TNBMM TMJDF PG BO PCKFDU PO XIJDI UIF EFOTJUZ JT BQQSPYJNBUFMZ
DPOTUBOU B EFКOJUF JOUFHSBM NBZ CF VTFE UP EFUFSNJOF UIF FYBDU NBTT PG UIF PCKFDU 'PS
JOTUBODF JG XF IBWF B UIJO SPEXIPTF DSPTT TFDUJPOT IBWF DPOTUBOU EFOTJUZ CVU XIPTF EFOTJUZ
JT EJTUSJCVUFE BMPOH UIF x BYJT BDDPSEJOH UP UIF GVODUJPO y ! ρ(x) JU GPMMPXT UIBU GPS B TNBMM
TMJDF PG UIF SPE UIBU JT ∆x UIJDL MTMJDF ! ρ(x)∆x *O UIF MJNJU BT ∆x → 0 XF UIFO КOE UIBU
UIF UPUBM NBTT JT HJWFO CZ
M !
∫ b
a
ρ(x) dx.
/PUF UIBU BMM UISFF PG UIFTF TJUVBUJPOT BSF TJNJMBS JO UIBUXF IBWF B CBTJD SVMF 	A ! l ·w d ! r ·t
M ! D · V
 XIFSF POF PG UIF UXP RVBOUJUJFT CFJOH NVMUJQMJFE JT OP MPOHFS DPOTUBOU JO FBDI
XF DPOTJEFS B TNBMM JOUFSWBM GPS UIF PUIFS WBSJBCMF JO UIF GPSNVMB DBMDVMBUF UIF BQQSPYJNBUF
WBMVF PG UIF EFTJSFE RVBOUJUZ 	BSFB EJTUBODF PS NBTT
 PWFS UIF TNBMM JOUFSWBM BOE UIFO VTF B
EFКOJUF JOUFHSBM UP TVN UIF SFTVMUT BT UIF MFOHUI PG UIF TNBMM JOUFSWBMT JT BMMPXFE UP BQQSPBDI
[FSP *U TIPVME CF BQQBSFOU UIBU UIJT BQQSPBDIXJMMXPSL FЙFDUJWFMZ GPS PUIFS TJUVBUJPOTXIFSF
XF IBWF B RVBOUJUZ PG JOUFSFTU UIBU WBSJFT
8F OFYU UVSO UP UIF OPUJPO PGXPSL GSPN QIZTJDT B CBTJD QSJODJQBM JT UIBU XPSL JT UIF QSPEVDU
PG GPSDF BOE EJTUBODF 'PS FYBNQMF JG B QFSTPO FYFSUT B GPSDF PG  QPVOET UP MJGU B QPVOE
XFJHIU  GFFU PЙ UIF HSPVOE UIF UPUBM XPSL BDDPNQMJTIFE JT
W ! F · d ! 20 · 4 ! 80 GPPUQPVOET.
*G GPSDF BOE EJTUBODF BSFNFBTVSFE JO &OHMJTI VOJUT 	QPVOET BOE GFFU
 UIFO UIF VOJUT POXPSL
BSF GPPUQPVOET *G JOTUFBE XF XPSL JO NFUSJD VOJUT XIFSF GPSDFT BSF NFBTVSFE JO /FXUPOT
BOE EJTUBODFT JO NFUFST UIF VOJUT PO XPSL BSF /FXUPONFUFST
0G DPVSTF UIF GPSNVMB W ! F · d POMZ BQQMJFT XIFO UIF GPSDF JT DPOTUBOU XIJMF JU JT FYFSUFE
PWFS UIF EJTUBODF d *O 1SFWJFX "DUJWJUZ  XF FYQMPSF POF XBZ UIBU XF DBO VTF B EFКOJUF
JOUFHSBM UP DPNQVUF UIF UPUBM XPSL BDDPNQMJTIFE XIFO UIF GPSDF FYFSUFE WBSJFT
1SFWJFX "DUJWJUZ  " CVDLFU JT CFJOH MJGUFE GSPN UIF CPUUPN PG B GPPU EFFQ XFMM
JUT XFJHIU 	JODMVEJOH UIF XBUFS
 B JO QPVOET BU B IFJHIU h GFFU BCPWF UIF XBUFS JT HJWFO
CZ UIF GVODUJPO B(h) 8IFO UIF CVDLFU MFBWFT UIF XBUFS UIF CVDLFU BOE XBUFS UPHFUIFS
XFJHI B(0) ! 20 QPVOET BOE XIFO UIF CVDLFU SFBDIFT UIF UPQ PG UIF XFMM B(50) ! 12
QPVOET "TTVNF UIBU UIF CVDLFU MPTFT XBUFS BU B DPOTUBOU SBUF 	BT B GVODUJPO PG IFJHIU

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
h
 UISPVHIPVU JUT KPVSOFZ GSPN UIF CPUUPN UP UIF UPQ PG UIF XFMM
B 'JOE B GPSNVMB GPS B(h)
C $PNQVUF UIF WBMVF PG UIF QSPEVDU B(5)∆h XIFSF ∆h ! 2 GFFU *ODMVEF VOJUT PO
ZPVS BOTXFS &YQMBJO XIZ UIJT QSPEVDU SFQSFTFOUT UIF BQQSPYJNBUF XPSL JU UPPL
UP NPWF UIF CVDLFU PG XBUFS GSPN h ! 5 UP h ! 7
D *T UIF WBMVF JO 	C
 BO PWFS PS VOEFSFTUJNBUF PG UIF BDUVBM BNPVOU PG XPSL JU UPPL
UP NPWF UIF CVDLFU GSPN h ! 5 UP h ! 7 8IZ 
E $PNQVUF UIF WBMVF PG UIF QSPEVDU B(22)∆h XIFSF ∆h ! 0.25 GFFU *ODMVEF VOJUT
PO ZPVS BOTXFS 8IBU JT UIF NFBOJOH PG UIF WBMVF ZPV GPVOE 
F .PSF HFOFSBMMZ XIBU EPFT UIF RVBOUJUZWTMJDF ! B(h)∆h NFBTVSF GPS B HJWFO WBMVF
PG h BOE B TNBMM QPTJUJWF WBMVF PG ∆h 
G &WBMVBUF UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ 50
0 B(h) dh 8IBU JT UIF NFBOJOH PG UIF WBMVF ZPV
КOE 8IZ 
 8PSL
#FDBVTF XPSL JT DBMDVMBUFE CZ UIF SVMFW ! F · d XIFOFWFS UIF GPSDF F JT DPOTUBOU JU GPMMPXT
UIBU XF DBO VTF B EFКOJUF JOUFHSBM UP DPNQVUF UIF XPSL BDDPNQMJTIFE CZ B WBSZJOH GPSDF 'PS
FYBNQMF TVQQPTF UIBU JO B TFUUJOH TJNJMBS UP UIF QSPCMFN QPTFE JO 1SFWJFX "DUJWJUZ 
XF IBWF B CVDLFU CFJOH MJGUFE JO B GPPU XFMM XIPTF XFJHIU BU IFJHIU h JT HJWFO CZ B(h) !
12 + 8e−0.1h 
*O DPOUSBTU UP UIF QSPCMFN JO UIF QSFWJFX BDUJWJUZ UIJT CVDLFU JT OPU MFBLJOH BU B DPOTUBOU
SBUF CVU CFDBVTF UIF XFJHIU PG UIF CVDLFU BOEXBUFS JT OPU DPOTUBOU XF IBWF UP VTF B EFКOJUF
JOUFHSBM UP EFUFSNJOF UIF UPUBM XPSL UIBU SFTVMUT GSPN MJGUJOH UIF CVDLFU 0CTFSWF UIBU BU B
IFJHIU h BCPWF UIF XBUFS UIF BQQSPYJNBUF XPSL UP NPWF UIF CVDLFU B TNBMM EJTUBODF ∆h JT
WTMJDF ! B(h)∆h ! (12 + 8e−0.1h)∆h.
)FODF JG XF MFU ∆h UFOE UP  BOE UBLF UIF TVN PG BMM PG UIF TMJDFT PG XPSL BDDPNQMJTIFE PO
UIFTF TNBMM JOUFSWBMT JU GPMMPXT UIBU UIF UPUBM XPSL JT HJWFO CZ
W !
∫ 50
0
B(h) dh !
∫ 50
0
(12 + 8e−0.1h) dh.
8IJMF JT B TUSBJHIUGPSXBSE FYFSDJTF UP FWBMVBUF UIJT JOUFHSBM FYBDUMZ VTJOH UIF 'JSTU 'VOEB
NFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT JO BQQMJFE TFUUJOHT TVDI BT UIJT POF XF XJMM UZQJDBMMZ VTF DPN
QVUJOH UFDIOPMPHZ UP КOE BDDVSBUF BQQSPYJNBUJPOT PG JOUFHSBMT UIBU BSF PG JOUFSFTU UP VT
)FSF JU UVSOT PVU UIBUW !
∫ 50
0 (12 + 8e−0.1h) dh ≈ 679.461 GPPUQPVOET
0VS XPSL JO 1SFWJFX "DUJWJUZ  BOE JO UIF NPTU SFDFOU FYBNQMF BCPWF FNQMPZT UIF GPM
MPXJOH JNQPSUBOU HFOFSBM QSJODJQMF

 1IZTJDT "QQMJDBUJPOT 8PSL 'PSDF BOE 1SFTTVSF
'PS BO PCKFDU CFJOH NPWFE JO UIF QPTJUJWF EJSFDUJPO BMPOH BO BYJT x CZ B GPSDF F(x) UIF
UPUBM XPSL UP NPWF UIF PCKFDU GSPN a UP b JT HJWFO CZ
W !
∫ b
a
F(x) dx.
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF GPMMPXJOH TJUVBUJPOT JO XIJDI B WBSZJOH GPSDF BDDPNQMJTIFT
XPSL
B 4VQQPTF UIBU B IFBWZ SPQF IBOHT PWFS UIF TJEF PG B DMJЙ 5IF SPQF JT  GFFU MPOH
BOE XFJHIT  QPVOET QFS GPPU JOJUJBMMZ UIF SPQF JT GVMMZ FYUFOEFE )PX NVDI
XPSL JT SFRVJSFE UP IBVM JO UIF FOUJSF MFOHUI PG UIF SPQF 	)JOU TFU VQ B GVODUJPO
F(h) XIPTF WBMVF JT UIF XFJHIU PG UIF SPQF SFNBJOJOH PWFS UIF DMJЙ BGUFS h GFFU IBWF
CFFO IBVMFE JO

C " MFBLZ CVDLFU JT CFJOH IBVMFE VQ GSPN B  GPPU EFFQ XFMM 8IFO MJGUFE GSPN
UIF XBUFS UIF CVDLFU BOE XBUFS UPHFUIFS XFJHI  QPVOET "T UIF CVDLFU JT CFJOH
IBVMFE VQXBSE BU B DPOTUBOU SBUF UIF CVDLFU MFBLTXBUFS BU B DPOTUBOU SBUF TP UIBU JU
JT MPTJOHXFJHIU BU B SBUF PG  QPVOET QFS GPPU 8IBU GVODUJPO B(h) UFMMT UIFXFJHIU
PG UIF CVDLFU BGUFS UIF CVDLFU IBT CFFO MJGUFE h GFFU 8IBU JT UIF UPUBM BNPVOU PG
XPSL BDDPNQMJTIFE JO MJGUJOH UIF CVDLFU UP UIF UPQ PG UIF XFMM 
D /PX TVQQPTF UIBU UIF CVDLFU JO 	C
 EPFT OPU MFBL BU B DPOTUBOU SBUF CVU SBUIFS UIBU
JUT XFJHIU BU B IFJHIU h GFFU BCPWF UIF XBUFS JT HJWFO CZ B(h) ! 25+15e−0.05h  8IBU
JT UIF UPUBM XPSL SFRVJSFE UP MJGU UIF CVDLFU  GFFU 8IBU JT UIF BWFSBHF GPSDF
FYFSUFE PO UIF CVDLFU PO UIF JOUFSWBM h ! 0 UP h ! 100 
E 'SPN QIZTJDT )PPLFɒT -BX GPS TQSJOHT TUBUFT UIBU UIF BNPVOU PG GPSDF SFRVJSFE UP
IPME B TQSJOH UIBU JT DPNQSFTTFE 	PS FYUFOEFE
 UP B QBSUJDVMBS MFOHUI JT QSPQPSUJPO
BUF UP UIF EJTUBODF UIF TQSJOH JT DPNQSFTTFE 	PS FYUFOEFE
 GSPN JUT OBUVSBM MFOHUI
5IBU JT UIF GPSDF UP DPNQSFTT 	PS FYUFOE
 B TQSJOH x VOJUT GSPN JUT OBUVSBM MFOHUI JT
F(x) ! kx GPS TPNF DPOTUBOU k 	XIJDI JT DBMMFE UIF TQSJOH DPOTUBOU
 'PS TQSJOHT XF
DIPPTF UP NFBTVSF UIF GPSDF JO QPVOET BOE UIF EJTUBODF UIF TQSJOH JT DPNQSFTTFE
JO GFFU 4VQQPTF UIBU B GPSDF PG  QPVOET FYUFOET B QBSUJDVMBS TQSJOH  JODIFT 	
GPPU
 CFZPOE JUT OBUVSBM MFOHUI
J 6TF UIF HJWFO GBDU UIBU F(1/3) ! 5 UP КOE UIF TQSJOH DPOTUBOU k
JJ 'JOE UIF XPSL EPOF UP FYUFOE UIF TQSJOH GSPN JUT OBUVSBM MFOHUI UP  GPPU
CFZPOE JUT OBUVSBM MFOHUI
JJJ 'JOE UIF XPSL SFRVJSFE UP FYUFOE UIF TQSJOH GSPN  GPPU CFZPOE JUT OBUVSBM
MFOHUI UP  GFFU CFZPOE JUT OBUVSBM MFOHUI

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
 8PSL 1VNQJOH -JRVJE GSPN B 5BOL
*O DFSUBJO HFPHSBQIJD MPDBUJPOT XIFSF UIF XBUFS UBCMF JT IJHI SFTJEFOUJBM IPNFT XJUI CBTF
NFOUT IBWF B QFDVMJBS GFBUVSF JO UIF CBTFNFOU POF КOET B MBSHF IPMF JO UIF ЛPPS BOE JO UIF
IPMF UIFSF JT XBUFS 'PS FYBNQMF JO 'JHVSF  XF TFF B TVNQ DSPDLy &TTFOUJBMMZ B TVNQ
DSPDL QSPWJEFT BO PVUMFU GPS XBUFS UIBU NBZ CVJME VQ CFOFBUI UIF CBTFNFOU ЛPPS PG DPVSTF
BT UIBU XBUFS SJTFT JU JT JNQFSBUJWF UIBU UIF XBUFS OPU ЛPPE UIF CBTFNFOU
)FODF JO UIF DSPDLXF TFF UIF QSFTFODF PG B
ЛPBUJOH QVNQ UIBU TJUT PO UIF TVSGBDF PG UIF
XBUFS UIJT QVNQ JT BDUJWBUFE CZ FMFWBUJPO
TP XIFO UIF XBUFS MFWFM SFBDIFT B QBSUJDV
MBS IFJHIU UIF QVNQ UVSOT PO BOE QVNQT B
DFSUBJO QPSUJPO PG UIFXBUFS PVU PG UIF DSPDL
IFODF SFMJFWJOH UIF XBUFS CVJMEVQ CFOFBUI
UIF GPVOEBUJPO 0OF PG UIF RVFTUJPOT XFɒE
MJLF UP BOTXFS JT IPX NVDI XPSL EPFT B
TVNQ QVNQ BDDPNQMJTI 
'JHVSF  " TVNQ DSPDL
5P UIBU FOE MFUɒT TVQQPTF UIBU XF IBWF B
TVNQ DSPDL UIBU IBT UIF TIBQF PG B GSVT
UVN PG B DPOF BT QJDUVSFE JO 'JHVSF 
"TTVNF UIBU UIF DSPDL IBT B EJBNFUFS PG
 GFFU BU JUT TVSGBDF B EJBNFUFS PG  GFFU
BU JUT CBTF BOE B EFQUI PG  GFFU *O BE
EJUJPO TVQQPTF UIBU UIF TVNQ QVNQ JT TFU
VQ TP UIBU JU QVNQT UIF XBUFS WFSUJDBMMZ VQ
B QJQF UP B ESBJO UIBU JT MPDBUFE BU HSPVOE
MFWFM KVTU PVUTJEF B CBTFNFOU XJOEPX 5P
BDDPNQMJTI UIJT UIF QVNQ NVTU TFOE UIF
XBUFS UP B MPDBUJPO  GFFU BCPWF UIF TVSGBDF
PG UIF TVNQ DSPDL
∆x
x
+
y
+
(0,1.5)
(4,0.75)
'JHVSF  " TVNQ DSPDL XJUI BQQSPY
JNBUFMZ DZMJOESJDBM DSPTTTFDUJPOT UIBU JT 
GFFU EFFQ  GFFU JO EJBNFUFS BU JUT CBTF
BOE  GFFU JO EJBNFUFS BU JUT UPQ
*U UVSOT PVU UP CF BEWBOUBHFPVT UP UIJOL PG UIF EFQUI CFMPX UIF TVSGBDF PG UIF DSPDL BT CFJOH
UIF JOEFQFOEFOU WBSJBCMF TP JO QSPCMFNT TVDI BT UIJT POFXF UZQJDBMMZ MFU UIF QPTJUJWF xBYJT
y*NBHF DSFEJU UP XXXXBSSFOJOTQFDUDPNCBTFNFOUNPJTUVSF

 1IZTJDT "QQMJDBUJPOT 8PSL 'PSDF BOE 1SFTTVSF
QPJOU EPXO BOE UIF QPTJUJWF yBYJT UP UIF SJHIU BT QJDUVSFE JO UIF КHVSF "T XF UIJOL BCPVU
UIF XPSL UIBU UIF QVNQ EPFT XF КSTU SFBMJ[F UIBU UIF QVNQ TJUT PO UIF TVSGBDF PG UIF XBUFS
TP JU NBLFT TFOTF UP UIJOL BCPVU UIF QVNQ NPWJOH UIF XBUFS POF ɔTMJDFɕ BU B UJNF XIFSF JU
UBLFT B UIJO TMJDF GSPN UIF TVSGBDF QVNQT JU PVU PG UIF UBOL BOE UIFO QSPDFFET UP QVNQ UIF
OFYU TMJDF CFMPX
'PS UIF TVNQ DSPDL EFTDSJCFE JO UIJT FYBNQMF FBDI TMJDF PG XBUFS JT DZMJOESJDBM JO TIBQF
8F TFF UIBU UIF SBEJVT PG FBDI BQQSPYJNBUFMZ DZMJOESJDBM TMJDF WBSJFT BDDPSEJOH UP UIF MJOFBS
GVODUJPO y ! f (x) UIBU QBTTFT UISPVHI UIF QPJOUT (0, 1.5) BOE (4, 0.75) XIFSF x JT UIF EFQUI PG
UIF QBSUJDVMBS TMJDF JO UIF UBOL JU JT B TUSBJHIUGPSXBSE FYFSDJTF UP КOE UIBU f (x) ! 1.5−0.1875x
/PX XF BSF QSFQBSFE UP UIJOL BCPVU UIF PWFSBMM QSPCMFN JO TFWFSBM TUFQT 	B
 EFUFSNJOJOH
UIF WPMVNF PG B UZQJDBM TMJDF 	C
 КOEJOH UIF XFJHIUr PG B UZQJDBM TMJDF 	BOE UIVT UIF GPSDF UIBU
NVTU CF FYFSUFE PO JU
 	D
 EFDJEJOH UIF EJTUBODF UIBU B UZQJDBM TMJDFNPWFT BOE 	E
 DPNQVUJOH
UIF XPSL UP NPWF B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF 0ODF XF LOPX UIF XPSL JU UBLFT UP NPWF POF TMJDF
XF VTF B EFКOJUF JOUFHSBM PWFS BO BQQSPQSJBUF JOUFSWBM UP КOE UIF UPUBM XPSL
$POTJEFS B SFQSFTFOUBUJWF DZMJOESJDBM TMJDF UIBU TJUT PO UIF TVSGBDF PG UIF XBUFS BU B EFQUI PG x
GFFU CFMPX UIF UPQ PG UIF DSPDL *U GPMMPXT UIBU UIF BQQSPYJNBUF WPMVNF PG UIBU TMJDF JT HJWFO
CZ
VTMJDF ! π f (x)2∆x ! π(1.5 − 0.1875x)2∆x.
4JODF XBUFS XFJHIT  MCGU3 JU GPMMPXT UIBU UIF BQQSPYJNBUF XFJHIU PG B SFQSFTFOUBUJWF
TMJDF XIJDI JT BMTP UIF BQQSPYJNBUF GPSDF UIF QVNQ NVTU FYFSU UP NPWF UIF TMJDF JT
FTMJDF ! 62.4 · VTMJDF ! 62.4π(1.5 − 0.1875x)2∆x.
#FDBVTF UIF TMJDF JT MPDBUFE BU B EFQUI PG x GFFU CFMPX UIF UPQ PG UIF DSPDL UIF TMJDF CFJOH
NPWFE CZ UIF QVNQ NVTU NPWF x GFFU UP HFU UP UIF MFWFM PG UIF CBTFNFOU ЛPPS BOE UIFO BT
TUBUFE JO UIF QSPCMFN EFTDSJQUJPO CF NPWFE BOPUIFS  GFFU UP SFBDI UIF ESBJO BU HSPVOE MFWFM
PVUTJEF B CBTFNFOU XJOEPX )FODF UIF UPUBM EJTUBODF B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF USBWFMT JT
dTMJDF ! x + 9.
'JOBMMZ XF OPUF UIBU UIF XPSL UP NPWF B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF JT HJWFO CZ
WTMJDF ! FTMJDF · dTMJDF ! 62.4π(1.5 − 0.1875x)2∆x · (x + 9),
TJODF UIF GPSDF UP NPWF B QBSUJDVMBS TMJDF JT DPOTUBOU
8F TVN UIF XPSL SFRVJSFE UP NPWF TMJDFT UISPVHIPVU UIF UBOL 	GSPN x ! 0 UP x ! 4
 MFU
∆x → 0 BOE IFODF
W !
∫ 4
0
62.4π(1.5 − 0.1875x)2(x + 9) dx ,
XIJDI XIFO FWBMVBUFE VTJOH BQQSPQSJBUF UFDIOPMPHZ TIPXT UIBU UIF UPUBM XPSL JT W !
10970.5π GPPUQPVOET
5IF QSFDFEJOH FYBNQMF EFNPOTUSBUFT UIF TUBOEBSE BQQSPBDI UP КOEJOH UIF XPSL SFRVJSFE
UP FNQUZ B UBOL КMMFE XJUI MJRVJE 5IF NBJO UBTL JO FBDI TVDI QSPCMFN JT UP EFUFSNJOF
r8F BTTVNF UIBU UIF XFJHIU EFOTJUZ PG XBUFS JT  QPVOET QFS DVCJD GPPU

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
UIF WPMVNF PG B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF GPMMPXFE CZ UIF GPSDF FYFSUFE PO UIF TMJDF BT XFMM BT
UIF EJTUBODF TVDI B TMJDF NPWFT *O UIF DBTF XIFSF UIF VOJUT BSF NFUSJD UIFSF JT POF LFZ
EJЙFSFODF JO UIFNFUSJD TFUUJOH SBUIFS UIBOXFJHIU XF OPSNBMMZ КSTU КOE UIFNBTT PG B TMJDF
'PS JOTUBODF JG EJTUBODF JT NFBTVSFE JO NFUFST UIF NBTT EFOTJUZ PG XBUFS JT  LHN3 *O
UIBU TFUUJOH XF DBO КOE UIF NBTT PG B UZQJDBM TMJDF 	JO LH
 5P EFUFSNJOF UIF GPSDF SFRVJSFE
UP NPWF JU XF VTF F ! ma XIFSF m JT UIF PCKFDUɒT NBTT BOE a JT UIF HSBWJUBUJPOBM DPOTUBOU
9.81 /LH3 5IBU JT JO NFUSJD VOJUT UIF XFJHIU EFOTJUZ PG XBUFS JT  /N3
"DUJWJUZ  *O FBDI PG UIF GPMMPXJOH QSPCMFNT EFUFSNJOF UIF UPUBM XPSL SFRVJSFE UP
BDDPNQMJTI UIF EFTDSJCFE UBTL *O QBSUT 	C
 BOE 	D
 B LFZ TUFQ JT UP КOE B GPSNVMB GPS B
GVODUJPO UIBU EFTDSJCFT UIF DVSWF UIBU GPSNT UIF TJEF CPVOEBSZ PG UIF UBOL
x
+
y
+
'JHVSF  " USPVHI XJUI USJBOHVMBS FOET BT EFTDSJCFE JO "DUJWJUZ  QBSU 	D

B $POTJEFS B WFSUJDBM DZMJOESJDBM UBOL PG SBEJVT NFUFST BOEEFQUI NFUFST 4VQQPTF
UIF UBOL JT КMMFE XJUI  NFUFST PG XBUFS PG NBTT EFOTJUZ  LHN3 BOE UIF UPQ
 NFUFS PG XBUFS JT QVNQFE PWFS UIF UPQ PG UIF UBOL
C $POTJEFS B IFNJTQIFSJDBM UBOL XJUI B SBEJVT PG  GFFU 4VQQPTF UIBU UIF UBOL JT
GVMM UP B EFQUI PG  GFFU XJUI XBUFS PG XFJHIU EFOTJUZ  QPVOETGU3 BOE UIF UPQ
 GFFU PG XBUFS BSF QVNQFE PVU PG UIF UBOL UP B UBOLFS USVDL XIPTF IFJHIU JT  GFFU
BCPWF UIF UPQ PG UIF UBOL
D $POTJEFS B USPVHIXJUI USJBOHVMBS FOET BT QJDUVSFE JO 'JHVSF  XIFSF UIF UBOL
JT  GFFU MPOH UIF UPQ JT  GFFU XJEF BOE UIF UBOL JT  GFFU EFFQ 4BZ UIBU UIF USPVHI
JT GVMM UP XJUIJO  GPPU PG UIF UPQXJUI XBUFS PG XFJHIU EFOTJUZ  QPVOETGU3 BOE
B QVNQ JT VTFE UP FNQUZ UIF UBOL VOUJM UIF XBUFS SFNBJOJOH JO UIF UBOL JT  GPPU
EFFQ

 1IZTJDT "QQMJDBUJPOT 8PSL 'PSDF BOE 1SFTTVSF
 'PSDF EVF UP )ZESPTUBUJD 1SFTTVSF
8IFO B EBN JT CVJMU JU JT JNQFSBUJWF UP GPS FOHJOFFST UP VOEFSTUBOE IPX NVDI GPSDF XBUFS
XJMM FYFSU BHBJOTU UIF GBDF PG UIF EBN 5IF КSTU UIJOH XF SFBMJ[F JT UIF GPSDF FYFSUFE CZ UIF
ЛVJE JT SFMBUFE UP UIF OBUVSBM DPODFQU PG QSFTTVSF 5IF QSFTTVSF B GPSDF FYFSUT PO B SFHJPO
JT NFBTVSFE JO VOJUT PG GPSDF QFS VOJU PG BSFB GPS FYBNQMF UIF BJS QSFTTVSF JO B UJSF JT PGUFO
NFBTVSFE JO QPVOET QFS TRVBSF JODI 	14*
 )FODF XF TFF UIBU UIF HFOFSBM SFMBUJPOTIJQ JT
HJWFO CZ
P !
F
A
, PS F ! P · A,
XIFSF P SFQSFTFOUT QSFTTVSF F SFQSFTFOUT GPSDF BOE A UIF BSFB PG UIF SFHJPO CFJOH DPOTJE
FSFE 0G DPVSTF JO UIF FRVBUJPO F ! PA XF BTTVNF UIBU UIF QSFTTVSF JT DPOTUBOU PWFS UIF
FOUJSF SFHJPO A
.PTU QFPQMF LOPX GSPN FYQFSJFODF UIBU UIF EFFQFS POF EJWFT VOEFSXBUFS XIJMF TXJNNJOH
UIF HSFBUFS UIF QSFTTVSF UIBU JT FYFSUFE CZ UIF XBUFS 5IJT JT EVF UP UIF GBDU UIBU UIF EFFQFS
POF EJWFT UIF NPSF XBUFS UIFSF JT SJHIU PO UPQ PG UIF TXJNNFS JU JT UIF GPSDF UIBU ɔDPMVNOɕ
PGXBUFS FYFSUT UIBU EFUFSNJOFT UIF QSFTTVSF UIF TXJNNFS FYQFSJFODFT 5P HFUXBUFS QSFTTVSF
NFBTVSFE JO JUT TUBOEBSE VOJUT 	QPVOET QFS TRVBSF GPPU
 XF TBZ UIBU UIF UPUBM XBUFS QSFTTVSF
JT GPVOE CZ DPNQVUJOH UIF UPUBM XFJHIU PG UIF DPMVNO PGXBUFS UIBU MJFT BCPWF B SFHJPO PG BSFB
 TRVBSF GPPU BU B КYFE EFQUI 4VDI B SFDUBOHVMBS DPMVNO XJUI B 1× 1 CBTF BOE B EFQUI PG d
GFFU IBT WPMVNF V ! 1 · 1 · d GU3 BOE UIVT UIF DPSSFTQPOEJOH XFJHIU PG UIF XBUFS PWFSIFBE
JT 62.4d 4JODF UIJT JT BMTP UIF BNPVOU PG GPSDF CFJOH FYFSUFE PO B  TRVBSF GPPU SFHJPO BU B
EFQUI d GFFU VOEFSXBUFS XF TFF UIBU P ! 62.4d 	MCTGU2
 JT UIF QSFTTVSF FYFSUFE CZ XBUFS BU
EFQUI d
5IF VOEFSTUBOEJOH UIBU P ! 62.4d XJMM UFMM VT UIF QSFTTVSF FYFSUFE CZ XBUFS BU B EFQUI PG d
BMPOH XJUI UIF GBDU UIBU F ! PA XJMM OPX FOBCMF VT UP DPNQVUF UIF UPUBM GPSDF UIBU XBUFS
FYFSUT PO B EBN BT XF TFF JO UIF GPMMPXJOH FYBNQMF
&YBNQMF  $POTJEFS B USBQF[PJETIBQFE EBN UIBU JT  GFFU XJEF BU JUT CBTF BOE  GFFU
XJEF BU JUT UPQ BOE BTTVNF UIF EBN JT  GFFU UBMM XJUI XBUFS UIBU SJTFT UP XJUIJO  GFFU PG UIF
UPQ PG JUT GBDF 8BUFS XFJHIT  QPVOET QFS DVCJD GPPU )PX NVDI GPSDF EPFT UIF XBUFS
FYFSU BHBJOTU UIF EBN 
4PMVUJPO 'JSTU XF TLFUDI B QJDUVSF PG UIF EBN BT TIPXO JO 'JHVSF  /PUF UIBU BT JO
QSPCMFNT JOWPMWJOH UIF XPSL UP QVNQ PVU B UBOL XF MFU UIF QPTJUJWF xBYJT QPJOU EPXO

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
x−5
△xx
(25,30)
45
y= f (x)
x+
y+
'JHVSF  " USBQF[PJEBM EBN UIBU JT  GFFU UBMM  GFFU XJEF BU JUT CBTF  GFFU XJEF BU JUT
UPQ XJUI UIF XBUFS MJOF  GFFU EPXO GSPN UIF UPQ PG JUT GBDF
*U JT FTTFOUJBM UP VTF UIF GBDU UIBU QSFTTVSF JT DPOTUBOU BU B КYFE EFQUI )FODF XF DPOTJEFS B
TMJDF PG XBUFS BU DPOTUBOU EFQUI PO UIF GBDF TVDI BT UIF POF TIPXO JO UIF КHVSF 'JSTU UIF
BQQSPYJNBUF BSFB PG UIJT TMJDF JT UIF BSFB PG UIF QJDUVSFE SFDUBOHMF 4JODF UIF XJEUI PG UIBU
SFDUBOHMF EFQFOET PO UIF WBSJBCMF x 	XIJDI SFQSFTFOUT UIF IPX GBS UIF TMJDF MJFT GSPN UIF UPQ
PG UIF EBN
 XF КOE B GPSNVMB GPS UIF GVODUJPO y ! f (x) UIBU EFUFSNJOFT POF TJEF PG UIF GBDF
PG UIF EBN 4JODF f JT MJOFBS JU JT TUSBJHIUGPSXBSE UP КOE UIBU y ! f (x) ! 45− 35 x )FODF UIF
BQQSPYJNBUF BSFB PG B SFQSFTFOUBUJWF TMJDF JT
ATMJDF ! 2 f (x)∆x ! 2(45 − 35 x)∆x.
"U BOZ QPJOU PO UIJT TMJDF UIF EFQUI JT BQQSPYJNBUFMZ DPOTUBOU BOE UIVT UIF QSFTTVSF DBO
CF DPOTJEFSFE DPOTUBOU *O QBSUJDVMBS XF OPUF UIBU TJODF x NFBTVSFT UIF EJTUBODF UP UIF UPQ
PG UIF EBN BOE CFDBVTF UIF XBUFS SJTFT UP XJUIJO  GFFU PG UIF UPQ PG UIF EBN UIF EFQUI PG
BOZ QPJOU PO UIF SFQSFTFOUBUJWF TMJDF JT BQQSPYJNBUFMZ (x − 5) /PX TJODF QSFTTVSF JT HJWFO
CZ P ! 62.4d XF IBWF UIBU BU BOZ QPJOU PO UIF SFQSFTFOUBUJWF TMJDF
PTMJDF ! 62.4(x − 5).
,OPXJOH CPUI UIF QSFTTVSF BOE BSFB XF DBO КOE UIF GPSDF UIF XBUFS FYFSUT PO UIF TMJDF
6TJOH F ! PA JU GPMMPXT UIBU
FTMJDF ! PTMJDF · ATMJDF ! 62.4(x − 5) · 2(45 − 35x)∆x.
'JOBMMZ XF VTF B EFКOJUF JOUFHSBM UP TVN UIF GPSDFT PWFS UIF BQQSPQSJBUF SBOHF PG xWBMVFT
4JODF UIF XBUFS SJTFT UP XJUIJO  GFFU PG UIF UPQ PG UIF EBN XF TUBSU BU x ! 5 BOE TMJDF BMM UIF

 1IZTJDT "QQMJDBUJPOT 8PSL 'PSDF BOE 1SFTTVSF
XBZ UP UIF CPUUPN PG UIF EBN XIFSF x ! 30 )FODF
F !
∫ x!30
x!5
62.4(x − 5) · 2(45 − 35 x) dx.
6TJOH UFDIOPMPHZ UP FWBMVBUF UIF JOUFHSBM XF КOE F ≈ 1.248 × 106 QPVOET
"DUJWJUZ  *O FBDI PG UIF GPMMPXJOH QSPCMFNT EFUFSNJOF UIF UPUBM GPSDF FYFSUFE CZ
XBUFS BHBJOTU UIF TVSGBDF UIBU JT EFTDSJCFE
x
+
y
+
'JHVSF  " USPVHI XJUI USJBOHVMBS FOET BT EFTDSJCFE JO "DUJWJUZ  QBSU 	D

B $POTJEFS B SFDUBOHVMBS EBN UIBU JT  GFFU XJEF BOE  GFFU UBMM BOE TVQQPTF UIBU
XBUFS QSFTTFT BHBJOTU UIF EBN BMM UIF XBZ UP UIF UPQ
C $POTJEFS B TFNJDJSDVMBS EBN XJUI B SBEJVT PG  GFFU 4VQQPTF UIBU UIF XBUFS SJTFT
UP XJUIJO  GFFU PG UIF UPQ PG UIF EBN
D $POTJEFS B USPVHIXJUI USJBOHVMBS FOET BT QJDUVSFE JO 'JHVSF  XIFSF UIF UBOL
JT  GFFU MPOH UIF UPQ JT  GFFU XJEF BOE UIF UBOL JT  GFFU EFFQ 4BZ UIBU UIF USPVHI
JT GVMM UP XJUIJO  GPPU PG UIF UPQ XJUI XBUFS PG XFJHIU EFOTJUZ  QPVOETGU3
)PX NVDI GPSDF EPFT UIF XBUFS FYFSU BHBJOTU POF PG UIF USJBOHVMBS FOET 
8IJMF UIFSF BSF NBOZ EJЙFSFOU GPSNVMBT UIBU XF VTF JO TPMWJOH QSPCMFNT JOWPMWJOH XPSL
GPSDF BOE QSFTTVSF JU JT JNQPSUBOU UP VOEFSTUBOE UIBU UIF GVOEBNFOUBM JEFBT CFIJOE UIFTF
QSPCMFNT BSF TJNJMBS UP TFWFSBM PUIFST UIBU XFɒWF FODPVOUFSFE JO BQQMJDBUJPOT PG UIF EFКOJUF
JOUFHSBM *O QBSUJDVMBS UIF CBTJD JEFB JT UP UBLF B EJМDVMU QSPCMFN BOE TPNFIPX TMJDF JU JOUP
NPSFNBOBHFBCMF QJFDFT UIBUXF VOEFSTUBOE BOE UIFO VTF B EFКOJUF JOUFHSBM UP BEE VQ UIFTF
TJNQMFS QJFDFT

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
4VNNBSZ
ə 5P NFBTVSF UIF XPSL BDDPNQMJTIFE CZ B WBSZJOH GPSDF UIBU NPWFT BO PCKFDU XF TVC
EJWJEF UIF QSPCMFN JOUP QJFDFT PO XIJDI XF DBO VTF UIF GPSNVMB W ! F · d BOE UIFO
VTF B EFКOJUF JOUFHSBM UP TVN UIF XPSL BDDPNQMJTIFE PO FBDI QJFDF
ə 5P КOE UIF UPUBM GPSDF FYFSUFE CZ XBUFS BHBJOTU B EBN XF VTF UIF GPSNVMB F ! P · A UP
NFBTVSF UIF GPSDF FYFSUFE PO B TMJDF UIBU MJFT BU B КYFE EFQUI BOE UIFO VTF B EFКOJUF
JOUFHSBM UP TVN UIF GPSDFT BDSPTT UIF BQQSPQSJBUF SBOHF PG EFQUIT
ə #FDBVTF XPSL JT DPNQVUFE BT UIF QSPEVDU PG GPSDF BOE EJTUBODF 	QSPWJEFE GPSDF JT DPO
TUBOU
 BOE UIF GPSDF XBUFS FYFSUT PO B EBN DBO CF DPNQVUFE BT UIF QSPEVDU PG QSFTTVSF
BOE BSFB 	QSPWJEFE QSFTTVSF JT DPOTUBOU
 QSPCMFNT JOWPMWJOH UIFTF DPODFQUT BSF TJN
JMBS UP FBSMJFS QSPCMFNT XF EJE VTJOH EFКOJUF JOUFHSBMT UP КOE EJTUBODF 	WJB ɔEJTUBODF
FRVBMT SBUF UJNFT UJNFɕ
 BOE NBTT 	ɔNBTT FRVBMT EFOTJUZ UJNFT WPMVNFɕ

&YFSDJTFT
 " UBOL JO UIF TIBQF PG BO JOWFSUFE SJHIU DJSDVMBS DPOF IBT IFJHIU  NFUFST BOE SBEJVT
 NFUFST *U JT КMMFE XJUI  NFUFST PG IPU DIPDPMBUF 'JOE UIF XPSL SFRVJSFE UP FNQUZ UIF
UBOL CZ QVNQJOH UIF IPU DIPDPMBUF PWFS UIF UPQ PG UIF UBOL 5IF EFOTJUZ PG IPU DIPDPMBUF JT
δ ! 1080 LH/N3. :PVS BOTXFS NVTU JODMVEF UIF DPSSFDU VOJUT
8PSL 
 " GVFM PJM UBOL JT BO VQSJHIU DZMJOEFS CVSJFE TP UIBU JUT DJSDVMBS UPQ JT  GFFU CFOFBUI
HSPVOE MFWFM 5IF UBOL IBT B SBEJVT PG  GFFU BOE JT  GFFU IJHI BMUIPVHI UIF DVSSFOU PJM
MFWFM JT POMZ  GFFU EFFQ $BMDVMBUF UIF XPSL SFRVJSFE UP QVNQ BMM PG UIF PJM UP UIF TVSGBDF
0JM XFJHIT 50 MCGU3
8PSL 
	JODMVEF VOJUT

 " SFDUBOHVMBS TXJNNJOH QPPM  GU MPOH  GU XJEF BOE  GU EFFQ JT КMMFE XJUI XBUFS UP
B EFQUI PG  GU 6TF BO JOUFHSBM UP КOE UIF XPSL SFRVJSFE UP QVNQ BMM UIF XBUFS PVU PWFS UIF
UPQ 	5BLF BT UIF EFOTJUZ PG XBUFS δ ! 62.4MCGU3

8PSL 
	JODMVEF VOJUT

 8BUFS JO B DZMJOEFS PG IFJHIU  GU BOE SBEJVT  GU JT UP CF QVNQFE PVU 5IF EFOTJUZ PG
XBUFS JT  MCGU3 'JOE UIF XPSL SFRVJSFE JG
	B
 5IF UBOL JT GVMM PG XBUFS BOE UIF XBUFS JT UP CF QVNQFE PWFS UIF UPQ PG UIF UBOL
8PSL 
	JODMVEF VOJUT

	C
 5IF UBOL JT GVMM PG XBUFS BOE UIF XBUFS NVTU CF QVNQFE UP B IFJHIU  GU BCPWF UIF UPQ PG
UIF UBOL
8PSL 

 1IZTJDT "QQMJDBUJPOT 8PSL 'PSDF BOE 1SFTTVSF
	JODMVEF VOJUT

	D
 5IF EFQUI PG XBUFS JO UIF UBOL JT  GU BOE UIF XBUFS NVTU CF QVNQFE PWFS UIF UPQ PG UIF
UBOL
8PSL 
	JODMVEF VOJUT

 " MPCTUFS UBOL JO B SFTUBVSBOU JT  N MPOH CZ  N XJEF CZ  DN EFFQ 5BLJOH UIF
EFOTJUZ PG XBUFS UP CF 1000LHN3 КOE UIF XBUFS GPSDFT
PO UIF CPUUPN PG UIF UBOL 'PSDF 
PO FBDI PG UIF MBSHFS TJEFT PG UIF UBOL 'PSDF 
PO FBDI PG UIF TNBMMFS TJEFT PG UIF UBOL 'PSDF 
	JODMVEF VOJUT GPS FBDI BOE VTF ! ! 9.8 NT2

 $POTJEFS UIF DVSWF f (x) ! 3 cos( x34 ) BOE UIF QPSUJPO PG JUT HSBQI UIBU MJFT JO UIF КSTU
RVBESBOU CFUXFFO UIF yBYJT BOE UIF КSTU QPTJUJWF WBMVF PG x GPS XIJDI f (x) ! 0 -FU R
EFOPUF UIF SFHJPO CPVOEFE CZ UIJT QPSUJPO PG f  UIF xBYJT BOE UIF yBYJT "TTVNF UIBU x
BOE y BSF FBDI NFBTVSFE JO GFFU
B 1JDUVSF UIF DPPSEJOBUF BYFT SPUBUFE  EFHSFFT DMPDLXJTF TP UIBU UIF QPTJUJWF xBYJT
QPJOUT TUSBJHIU EPXO BOE UIF QPTJUJWF yBYJT QPJOUT UP UIF SJHIU 4VQQPTF UIBU R JT
SPUBUFE BCPVU UIF x BYJT UP GPSN B TPMJE PG SFWPMVUJPO BOE XF DPOTJEFS UIJT TPMJE BT B
TUPSBHF UBOL 4VQQPTF UIBU UIF SFTVMUJOH UBOL JT КMMFE UP B EFQUI PG  GFFU XJUI XBUFS
XFJHIJOH  QPVOET QFS DVCJD GPPU 'JOE UIF BNPVOU PG XPSL SFRVJSFE UP MPXFS UIF
XBUFS JO UIF UBOL VOUJM JU JT  GFFU EFFQ CZ QVNQJOH UIF XBUFS UP UIF UPQ PG UIF UBOL
C "HBJO QJDUVSF UIF DPPSEJOBUF BYFT SPUBUFE  EFHSFFT DMPDLXJTF TP UIBU UIF QPTJUJWF x
BYJT QPJOUT TUSBJHIU EPXO BOE UIF QPTJUJWF yBYJT QPJOUT UP UIF SJHIU 4VQQPTF UIBU R
UPHFUIFS XJUI JUT SFЛFDUJPO BDSPTT UIF xBYJT GPSNT POF FOE PG B TUPSBHF UBOL UIBU JT
 GFFU MPOH 4VQQPTF UIBU UIF SFTVMUJOH UBOL JT КMMFE DPNQMFUFMZ XJUI XBUFS XFJHIJOH
 QPVOET QFS DVCJD GPPU 'JOE B GPSNVMB GPS B GVODUJPO UIBU UFMMT UIF BNPVOU PG XPSL
SFRVJSFE UP MPXFS UIF XBUFS CZ h GFFU
D 4VQQPTF UIBU UIF UBOL EFTDSJCFE JO 	C
 JT DPNQMFUFMZ КMMFE XJUI XBUFS 'JOE UIF UPUBM
GPSDF EVF UP IZESPTUBUJD QSFTTVSF FYFSUFE CZ UIF XBUFS PO POF FOE PG UIF UBOL
 " DZMJOESJDBM UBOL CVSJFE PO JUT TJEF IBT SBEJVT  GFFU BOE MFOHUI  GFFU *U JT КMMFE
DPNQMFUFMZ XJUI XBUFS XIPTF XFJHIU EFOTJUZ JT  MCTGU3 BOE UIF UPQ PG UIF UBOL JT UXP
GFFU VOEFSHSPVOE
B 4FU VQ CVU EP OPU FWBMVBUF BO JOUFHSBM FYQSFTTJPO UIBU SFQSFTFOUT UIF BNPVOU PG XPSL
SFRVJSFE UP FNQUZ UIF UPQ IBMG PG UIF XBUFS JO UIF UBOL UP B USVDL XIPTF UBOL MJFT 
GFFU BCPWF HSPVOE
C 8JUI UIF UBOL OPX POMZ IBMGGVMM TFU VQ CVU EP OPU FWBMVBUF BO JOUFHSBM FYQSFTTJPO UIBU
SFQSFTFOUT UIF UPUBM GPSDF EVF UP IZESPTUBUJD QSFTTVSF BHBJOTU POF FOE PG UIF UBOL

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
 *NQSPQFS *OUFHSBMT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU BSF JNQSPQFS JOUFHSBMT BOE XIZ BSF UIFZ JNQPSUBOU 
ə 8IBU EPFT JU NFBO UP TBZ UIBU BO JNQSPQFS JOUFHSBM DPOWFSHFT PS EJWFSHFT 
ə 8IBU BSF TPNF UZQJDBM JNQSPQFS JOUFHSBMT UIBU XF DBO DMBTTJGZ BT DPOWFSHFOU PS EJWFS
HFOU 
"OPUIFS JNQPSUBOU BQQMJDBUJPO PG UIF EFКOJUF JOUFHSBM SFHBSET IPX UIF MJLFMJIPPE PG DFSUBJO
FWFOUT DBO CF NFBTVSFE 'PS FYBNQMF DPOTJEFS B DPNQBOZ UIBU NBOVGBDUVSFT JODBOEFTDFOU
MJHIU CVMCT BOE TVQQPTF UIBU CBTFE PO B MBSHF WPMVNF PG UFTU SFTVMUT UIFZ IBWF EFUFSNJOFE
UIBU UIF GSBDUJPO PG MJHIU CVMCT UIBU GBJM CFUXFFO UJNFT t ! a BOE t ! b PG VTF 	XIFSF t JT
NFBTVSFE JO NPOUIT
 JT HJWFO CZ ∫ b
a
0.3e−0.3t dt .
'PS FYBNQMF UIF GSBDUJPO PG MJHIU CVMCT UIBU GBJM EVSJOH UIFJS UIJSE NPOUI PG VTF JT HJWFO CZ∫ 3
2
0.3e−0.3t dt ! −e−0.3t ----32
! −e−0.9 + e−0.6
≈ 0.1422.
5IVT BCPVU  PG BMM MJHIUCVMCT GBJM CFUXFFO t ! 2 BOE t ! 3 $MFBSMZ XF DPVME BEKVTU UIF
MJNJUT PG JOUFHSBUJPO UP NFBTVSF UIF GSBDUJPO PG MJHIU CVMCT UIBU GBJM EVSJOH BOZ UJNF QFSJPE
PG JOUFSFTU
1SFWJFX "DUJWJUZ  " DPNQBOZ XJUI B MBSHF DVTUPNFS CBTF IBT B DBMM DFOUFS UIBU
SFDFJWFT UIPVTBOET PG DBMMT B EBZ "GUFS TUVEZJOH UIF EBUB UIBU SFQSFTFOUT IPX MPOH
DBMMFST XBJU GPS BTTJTUBODF UIFZ КOE UIBU UIF GVODUJPO p(t) ! 0.25e−0.25t NPEFMT UIF UJNF
DVTUPNFST XBJU JO UIF GPMMPXJOH XBZ UIF GSBDUJPO PG DVTUPNFST XIP XBJU CFUXFFO t ! a
BOE t ! b NJOVUFT JT HJWFO CZ ∫ b
a
p(t) dt .
6TF UIJT JOGPSNBUJPO UP BOTXFS UIF GPMMPXJOH RVFTUJPOT
B %FUFSNJOF UIF GSBDUJPO PG DBMMFST XIP XBJU CFUXFFO  BOE  NJOVUFT
C %FUFSNJOF UIF GSBDUJPO PG DBMMFST XIP XBJU CFUXFFO  BOE  NJOVUFT
D /FYU MFUɒT TUVEZ UIF GSBDUJPO XIP XBJU VQ UP B DFSUBJO OVNCFS PG NJOVUFT

 *NQSPQFS *OUFHSBMT
J 8IBU JT UIF GSBDUJPO PG DBMMFST XIP XBJU CFUXFFO  BOE  NJOVUFT 
JJ 8IBU JT UIF GSBDUJPO PG DBMMFST XIP XBJU CFUXFFO  BOE  NJOVUFT 
JJJ #FUXFFO  BOE  NJOVUFT #FUXFFO  BOE  
E -FU F(b) SFQSFTFOU UIF GSBDUJPO PG DBMMFST XIP XBJU CFUXFFO 0 BOE b NJOVUFT 'JOE
B GPSNVMB GPS F(b) UIBU JOWPMWFT B EFКOJUF JOUFHSBM BOE UIFO VTF UIF 'JSTU '5$ UP
КOE B GPSNVMB GPS F(b) UIBU EPFT OPU JOWPMWF B EFКOJUF JOUFHSBM
F 8IBU JT UIF WBMVF PG UIF MJNJU limb→∞ F(b) 8IBU JT JUT NFBOJOH JO UIF DPOUFYU PG
UIF QSPCMFN 
 *NQSPQFS *OUFHSBMT *OWPMWJOH 6OCPVOEFE *OUFSWBMT
*O MJHIU PG PVS FYBNQMF XJUI MJHIU CVMCT UIBU GBJM BT XFMM BT XJUI UIF QSPCMFN JOWPMWJOH
DVTUPNFS XBJU UJNF JO 1SFWJFX "DUJWJUZ  XF TFF UIBU JU JT OBUVSBM UP DPOTJEFS RVFTUJPOT
XIFSF XF EFTJSF UP JOUFHSBUF PWFS BO JOUFSWBM XIPTF VQQFS MJNJU HSPXT XJUIPVU CPVOE 'PS
FYBNQMF JG XF BSF JOUFSFTUFE JO UIF GSBDUJPO PG MJHIU CVMCT UIBU GBJM XJUIJO UIF КSTU b NPOUIT
PG VTF XF LOPX UIBU UIF FYQSFTTJPO
∫ b
0
0.3e−0.3t dt
NFBTVSFT UIJT WBMVF 5P UIJOL BCPVU UIF GSBDUJPO PG MJHIU CVMCT UIBU GBJM FWFOUVBMMZ XF VOEFS
TUBOE UIBU XF XJTI UP КOE
lim
b→∞
∫ b
0
0.3e−0.3t dt ,
GPS XIJDI XF XJMM BMTP VTF UIF OPUBUJPO
∫ ∞
0
0.3e−0.3t dt . 	

/PUF QBSUJDVMBSMZ UIBU XF BSF TUVEZJOH UIF BSFB PG BO VOCPVOEFE SFHJPO BT QJDUVSFE JO 'JH
VSF 

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
y
t
b
y
t
· · ·
'JHVSF  "U MFGU UIF BSFB CPVOEFE CZ p(t) ! 0.3e−0.3t PO UIF КOJUF JOUFSWBM [0, b] BU SJHIU
UIF SFTVMU PG MFUUJOH b →∞ #Z ɔ· · ·ɕ JO UIF SJHIUIBOE КHVSF XFNFBO UIBU UIF SFHJPO FYUFOET
UP UIF SJHIU XJUIPVU CPVOE
"OZUJNF XF BSF JOUFSFTUFE JO BO JOUFHSBM GPS XIJDI UIF JOUFSWBM PG JOUFHSBUJPO JT VOCPVOEFE
	UIBU JT POF GPS XIJDI BU MFBTU POF PG UIF MJNJUT PG JOUFHSBUJPO JOWPMWFT ∞
 XF TBZ UIBU UIF
JOUFHSBM JT JNQSPQFS 'PS JOTUBODF UIF JOUFHSBMT∫ ∞
1
1
x2
dx ,
∫ 0
−∞
1
1 + x2
dx , BOE
∫ ∞
−∞
e−x2 dx
BSF BMM JNQSPQFS EVF UP IBWJOH MJNJUT PG JOUFHSBUJPO UIBU JOWPMWF∞ 8F JOWFTUJHBUF UIF WBMVF
PG BOZ TVDI JOUFHSBM CZ SFQMBDJOH UIF JNQSPQFS JOUFHSBM XJUI B MJNJU PG QSPQFS JOUFHSBMT GPS
BO JNQSPQFS JOUFHSBM TVDI BT
∫ ∞
0 f (x) dx XF XSJUF∫ ∞
0
f (x) dx ! lim
b→∞
∫ b
0
f (x) dx.
8F DBO UIFO BUUFNQU UP FWBMVBUF
∫ b
0 f (x) dx VTJOH UIF 'JSTU '5$ BGUFS XIJDI XF DBO FWBMVBUF
UIF MJNJU "O JNNFEJBUF BOE JNQPSUBOU RVFTUJPO BSJTFT JT JU FWFO QPTTJCMF GPS UIF BSFB PG TVDI
BO VOCPVOEFE SFHJPO UP CF КOJUF 5IF GPMMPXJOH BDUJWJUZ FYQMPSFT UIJT JTTVF BOE PUIFST JO
NPSF EFUBJM
"DUJWJUZ  *O UIJT BDUJWJUZ XF FYQMPSF UIF JNQSPQFS JOUFHSBMT
∫ ∞
1
1
x dx BOE
∫ ∞
1
1
x3/2 dx
B 'JSTU XF JOWFTUJHBUF
∫ ∞
1
1
x dx
J 6TF UIF 'JSTU '5$ UP EFUFSNJOF UIF FYBDU WBMVFT PG
∫ 10
1
1
x dx
∫ 1000
1
1
x dx BOE∫ 100000
1
1
x dx 5IFO VTF ZPVS DBMDVMBUPS UP DPNQVUF B EFDJNBM BQQSPYJNBUJPO
PG FBDI SFTVMU

 *NQSPQFS *OUFHSBMT
JJ 6TF UIF 'JSTU '5$ UP FWBMVBUF UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ b
1
1
x dx 	XIJDI SFTVMUT JO
BO FYQSFTTJPO UIBU EFQFOET PO b

JJJ /PX VTF ZPVS XPSL GSPN 	JJ
 UP FWBMVBUF UIF MJNJU HJWFO CZ
lim
b→∞
∫ b
1
1
x
dx.
C /FYU XF JOWFTUJHBUF
∫ ∞
1
1
x3/2 dx
J 6TF UIF 'JSTU '5$ UP EFUFSNJOF UIF FYBDU WBMVFT PG
∫ 10
1
1
x3/2 dx
∫ 1000
1
1
x3/2 dx
BOE
∫ 100000
1
1
x3/2 dx 5IFO VTF ZPVS DBMDVMBUPS UP DPNQVUF B EFDJNBM BQQSPYJNBUJPO PG FBDI SFTVMU
JJ 6TF UIF 'JSTU '5$ UP FWBMVBUF UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ b
1
1
x3/2 dx 	XIJDI SFTVMUT JOBO FYQSFTTJPO UIBU EFQFOET PO b

JJJ /PX VTF ZPVS XPSL GSPN 	JJ
 UP FWBMVBUF UIF MJNJU HJWFO CZ
lim
b→∞
∫ b
1
1
x3/2
dx.
D 1MPU UIF GVODUJPOT y ! 1x BOE y ! 1x3/2 PO UIF TBNF DPPSEJOBUF BYFT GPS UIF WBMVFT x !
0 . . . 10 )PX XPVME ZPV DPNQBSF UIFJS CFIBWJPS BT x JODSFBTFT XJUIPVU CPVOE 
8IBU JT TJNJMBS 8IBU JT EJЙFSFOU 
E )PX XPVME ZPV DIBSBDUFSJ[F UIF WBMVF PG
∫ ∞
1
1
x dx PG
∫ ∞
1
1
x3/2 dx 8IBU EPFT UIJTUFMM VT BCPVU UIF SFTQFDUJWF BSFBT CPVOEFE CZ UIFTF UXP DVSWFT GPS x ≥ 1 
 $POWFSHFODF BOE %JWFSHFODF
0VS XPSL TP GBS IBT TVHHFTUFE UIBU XIFO XF DPOTJEFS B OPOOFHBUJWF GVODUJPO f PO BO JO
UFSWBM [1,∞] TVDI BT f (x) ! 1x PS f (x) ! 1x3/2  UIFSF BSF BU MFBTU UXP QPTTJCJMJUJFT GPS UIF
WBMVF PG limb→∞
∫ b
1 f (x) dx UIF MJNJU JT КOJUF PS JOКOJUF 8JUI UIFTF QPTTJCJMJUJFT JO NJOE XF
JOUSPEVDF UIF GPMMPXJOH UFSNJOPMPHZ
*G f (x) JT OPOOFHBUJWF GPS x ≥ a UIFO XF TBZ UIBU UIF JNQSPQFS JOUFHSBM ∫ ∞a f (x) dx
DPOWFSHFT QSPWJEFE UIBU
lim
b→∞
∫ b
a
f (x) dx
FYJTUT BOE JT КOJUF 0UIFSXJTF XF TBZ UIBU
∫ ∞
a f (x) dx EJWFSHFT
8F OPSNBMMZ SFTUSJDU PVS JOUFSFTU UP JNQSPQFS JOUFHSBMT GPS XIJDI UIF JOUFHSBOE JT OPOOFHB
UJWF 'VSUIFS XF OPUF UIBU PVS QSJNBSZ JOUFSFTU JT JO GVODUJPOT f GPS XIJDI limx→∞ f (x) ! 0

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
GPS JG UIF GVODUJPO f EPFT OPU BQQSPBDI 0 BT x → ∞ UIFO JU JT JNQPTTJCMF GPS ∫ ∞a f (x) dx UP
DPOWFSHF
"DUJWJUZ  %FUFSNJOF XIFUIFS FBDI PG UIF GPMMPXJOH JNQSPQFS JOUFHSBMT DPOWFSHFT
PS EJWFSHFT 'PS FBDI JOUFHSBM UIBU DPOWFSHFT КOE JUT FYBDU WBMVF
B
∫ ∞
1
1
x2 dx
C
∫ ∞
0 e
−x/4 dx
D
∫ ∞
2
9
(x+5)2/3 dx
E
∫ ∞
4
3
(x+2)5/4 dx
F
∫ ∞
0 xe
−x/4 dx
G
∫ ∞
1
1
xp dx XIFSF p JT B QPTJUJWF SFBM
OVNCFS
 *NQSPQFS *OUFHSBMT *OWPMWJOH 6OCPVOEFE *OUFHSBOET
*U JT BMTP QPTTJCMF GPS BO JOUFHSBM UP CF JNQSPQFS EVF UP UIF JOUFHSBOE CFJOH VOCPVOEFE PO
UIF JOUFSWBM PG JOUFHSBUJPO 'PS FYBNQMF JG XF DPOTJEFS∫ 1
0
1√
x
dx ,
XF TFF UIBU CFDBVTF f (x) ! 1√x IBT B WFSUJDBM BTZNQUPUF BU x ! 0 f JT OPU DPOUJOVPVT PO [0, 1]
BOE UIF JOUFHSBM JT BUUFNQUJOH UP SFQSFTFOU UIF BSFB PG UIF VOCPVOEFE SFHJPO TIPXO BU SJHIU
JO 'JHVSF 
y
x
f (x) = 1√
x
1a
y
x
f (x) = 1√
x
1
'JHVSF  "U MFGU UIF BSFB CPVOEFE CZ f (x) ! 1√x PO UIF КOJUF JOUFSWBM [a , 1] BU SJHIU UIF
SFTVMU PG MFUUJOH a → 0+ XIFSF XF TFF UIBU UIF TIBEFE SFHJPO XJMM FYUFOE WFSUJDBMMZ XJUIPVU
CPVOE
+VTU BT XF EJE XJUI JNQSPQFS JOUFHSBMT JOWPMWJOH JOКOJUF MJNJUT XF BEESFTT UIF QSPCMFN

 *NQSPQFS *OUFHSBMT
PG UIF JOUFHSBOE CFJOH VOCPVOEFE CZ SFQMBDJOH TVDI BO JNQSPQFS JOUFHSBM XJUI B MJNJU PG
QSPQFS JOUFHSBMT 'PS FYBNQMF UP FWBMVBUF
∫ 1
0
1√
x dx XF SFQMBDF 0 XJUI a BOE MFU a BQQSPBDI
 GSPN UIF SJHIU 5IVT ∫ 1
0
1√
x
dx ! lim
a→0+
∫ 1
a
1√
x
dx ,
BOE UIFO XF FWBMVBUF UIF QSPQFS JOUFHSBM
∫ 1
a
1√
x dx GPMMPXFE CZ UBLJOH UIF MJNJU *O UIF TBNF
XBZ BT XJUI JNQSPQFS JOUFHSBMT JOWPMWJOH VOCPVOEFE SFHJPOT XFXJMM TBZ UIBU UIF JNQSPQFS
JOUFHSBM DPOWFSHFT QSPWJEFE UIBU UIJT MJNJU FYJTUT BOE EJWFSHFT PUIFSXJTF *O UIF QSFTFOU
FYBNQMF XF PCTFSWF UIBU ∫ 1
0
1√
x
dx ! lim
a→0+
∫ 1
a
1√
x
dx
! lim
a→0+ 2
√
x
41
a
! lim
a→0+ 2
√
1 − 2√a
! 2,
BOE UIFSFGPSF UIF JNQSPQFS JOUFHSBM
∫ 1
0
1√
x dx DPOWFSHFT 	UP UIF WBMVF 

8F IBWF UP CF QBSUJDVMBSMZ DBSFGVM XJUI VOCPVOEFE JOUFHSBOET GPS UIFZ NBZ BSJTF JO XBZT
UIBU NBZ OPU JOJUJBMMZ CF PCWJPVT $POTJEFS GPS JOTUBODF UIF JOUFHSBM∫ 3
1
1
(x − 2)2 dx.
"U КSTU HMBODF XF NJHIU UIJOL UIBU XF DBO
TJNQMZ BQQMZ UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG
$BMDVMVT CZ BOUJEJЙFSFOUJBUJOH 1(x−2)2 UP HFU
− 1x−2 BOE UIFO FWBMVBUF GSPN 1 UP 3 8FSF
XF UP EP TP XF XPVME CF FSSPOFPVTMZ BQ
QMZJOH UIF '5$ CFDBVTF f (x) ! 1(x−2)2 GBJMT
UP CF DPOUJOVPVT UISPVHIPVU UIF JOUFSWBM
BT TFFO JO 'JHVSF 
1 2 3
y
x
y= 1
(x−2)2
'JHVSF  5IF GVODUJPO f (x) ! 1(x−2)2 PO
BO JOUFSWBM JODMVEJOH x ! 2

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
4VDI BO JODPSSFDU BQQMJDBUJPO PG UIF '5$ MFBET UP BO JNQPTTJCMF SFTVMU 	−2
 XIJDI XPVME
JUTFMG TVHHFTU UIBU TPNFUIJOH XF EJE NVTU CF XSPOH *OEFFE XF NVTU BEESFTT UIF WFSUJDBM
BTZNQUPUF JO f (x) ! 1(x−2)2 BU x ! 2 CZ XSJUJOH
∫ 3
1
1
(x − 2)2 dx ! lima→2−
∫ a
1
1
(x − 2)2 dx + limb→2+
∫ 3
b
1
(x − 2)2 dx
BOE UIFO FWBMVBUF UXP TFQBSBUF MJNJUT PG QSPQFS JOUFHSBMT 'PS JOTUBODF EPJOH TP GPS UIF
JOUFHSBM XJUI a BQQSPBDIJOH 2 GSPN UIF MFGU XF КOE
∫ 2
1
1
(x − 2)2 dx ! lima→2−
∫ a
1
1
(x − 2)2 dx
! lim
a→2− −
1
(x − 2)
----a1
! lim
a→2− −
1
(a − 2) +
1
1 − 2
! ∞,
TJODF 1a−2 → −∞ BT a BQQSPBDIFT  GSPN UIF MFGU 5IVT UIF JNQSPQFS JOUFHSBM
∫ 2
1
1
(x−2)2 dx
EJWFSHFT TJNJMBSXPSL TIPXT UIBU
∫ 3
2
1
(x−2)2 dx BMTP EJWFSHFT 'SPN FJUIFS PG UIFTF UXP SFTVMUT
XF DBO DPODMVEF UIBU UIBU UIF PSJHJOBM JOUFHSBM
∫ 3
1
1
(x−2)2 dx EJWFSHFT UPP
"DUJWJUZ  'PS FBDI PG UIF GPMMPXJOH EFКOJUF JOUFHSBMT EFDJEF XIFUIFS UIF JOUFHSBM
JT JNQSPQFS PS OPU *G UIF JOUFHSBM JT QSPQFS FWBMVBUF JU VTJOH UIF 'JSTU '5$ *G UIF JOUFHSBM
JT JNQSPQFS EFUFSNJOF XIFUIFS PS OPU UIF JOUFHSBM DPOWFSHFT PS EJWFSHFT JG UIF JOUFHSBM
DPOWFSHFT КOE JUT FYBDU WBMVF
B
∫ 1
0
1
x1/3 dx
C
∫ 2
0 e
−x dx
D
∫ 4
1
1√
4−x dx
E
∫ 2
−2
1
x2 dx
F
∫ π/2
0 tan(x) dx
G
∫ 1
0
1√
1−x2 dx
4VNNBSZ
ə "O JOUFHSBM
∫ b
a f (x) dx DBO CF JNQSPQFS JG BU MFBTU POF PG a PS b JT ±∞ NBLJOH UIF
JOUFSWBM VOCPVOEFE PS JG f IBT B WFSUJDBM BTZNQUPUF BU x ! c GPS TPNF WBMVF PG c UIBU
TBUJTКFT a ≤ c ≤ b 0OF SFBTPO UIBU JNQSPQFS JOUFHSBMT BSF JNQPSUBOU JT UIBU DFSUBJO
QSPCBCJMJUJFT DBO CF SFQSFTFOUFE CZ JOUFHSBMT UIBU JOWPMWF JOКOJUF MJNJUT
ə 8IFO XF FODPVOUFS BO JNQSPQFS JOUFHSBM XF XPSL UP VOEFSTUBOE JU CZ SFQMBDJOH UIF

 *NQSPQFS *OUFHSBMT
JNQSPQFS JOUFHSBM XJUI B MJNJU PG QSPQFS JOUFHSBMT 'PS JOTUBODF XF XSJUF
∫ ∞
a
f (x) dx ! lim
b→∞
∫ b
a
f (x) dx ,
BOE UIFOXPSL UP EFUFSNJOF XIFUIFS UIF MJNJU FYJTUT BOE JT КOJUF 'PS BOZ JNQSPQFS JO
UFHSBM JG UIF SFTVMUJOH MJNJU PG QSPQFS JOUFHSBMT FYJTUT BOE JT КOJUF XF TBZ UIF JNQSPQFS
JOUFHSBM DPOWFSHFT 0UIFSXJTF UIF JNQSPQFS JOUFHSBM EJWFSHFT
ə "O JNQPSUBOU DMBTT PG JNQSPQFS JOUFHSBMT JT HJWFO CZ∫ ∞
1
1
xp
dx
XIFSF p JT B QPTJUJWF SFBM OVNCFS 8F DBO TIPX UIBU UIJT JNQSPQFS JOUFHSBM DPOWFSHFT
XIFOFWFS p > 1 BOE EJWFSHFT XIFOFWFS 0 < p ≤ 1 " SFMBUFE DMBTT PG JNQSPQFS
JOUFHSBMT JT
∫ 1
0
1
xp dx XIJDI DPOWFSHFT GPS 0 < p < 1 BOE EJWFSHFT GPS p ≥ 1
&YFSDJTFT
 $POTJEFS UIF JOUFHSBM ∫ 3
0
−8
x
√
x
dx
*G UIF JOUFHSBM JT EJWFSHFOU UZQF BO VQQFSDBTF ɕ%ɕ 0UIFSXJTF FWBMVBUF UIF JOUFHSBM
 $BMDVMBUF UIF JOUFHSBM CFMPX JG JU DPOWFSHFT *G JU EPFT OPU DPOWFSHF FOUFS EJWFSHFT GPS ZPVS
BOTXFS∫ ∞
2 1x2e−x
3 dx !
 $BMDVMBUF UIF JOUFHSBM JG JU DPOWFSHFT *G JU EJWFSHFT FOUFS EJWFSHFT GPS ZPVS BOTXFS∫ 1
−∞
e5x
1+e5x dx !
 $BMDVMBUF UIF JOUFHSBM JG JU DPOWFSHFT *G JU EJWFSHFT FOUFS EJWFSHFT GPS ZPVS BOTXFS∫ 1
−1
1
v
dv !
 'JOE UIF BSFB VOEFS UIF DVSWF y ! 1cos2(t) CFUXFFO t ! 0 BOE t ! π/2 &OUFS EJWFSHFT JG UIF
BSFB JT OPU CPVOEFE
BSFB 
 %FUFSNJOF XJUI KVTUJКDBUJPO XIFUIFS FBDI PG UIF GPMMPXJOH JNQSPQFS JOUFHSBMT DPOWFSHFT
PS EJWFSHFT
B
∫ ∞
e
ln(x)
x dx
C
∫ ∞
e
1
x ln(x) dx

$IBQUFS  6TJOH %FКOJUF *OUFHSBMT
D
∫ ∞
e
1
x(ln(x))2 dx
E
∫ ∞
e
1
x(ln(x))p dx XIFSF p JT B QPTJUJWF SFBM OVNCFS
F
∫ 1
0
ln(x)
x dx
G
∫ 1
0 ln(x) dx
 4PNFUJNFT XF NBZ FODPVOUFS BO JNQSPQFS JOUFHSBM GPS XIJDI XF DBOOPU FBTJMZ FWBMVBUF
UIF MJNJU PG UIF DPSSFTQPOEJOH QSPQFS JOUFHSBMT 'PS JOTUBODF DPOTJEFS
∫ ∞
1
1
1+x3 dx 8IJMF
JU JT IBSE 	PS QFSIBQT JNQPTTJCMF
 UP КOE BO BOUJEFSJWBUJWF GPS 11+x3  XF DBO TUJMM EFUFSNJOFXIFUIFS PS OPU UIF JNQSPQFS JOUFHSBM DPOWFSHFT PS EJWFSHFT CZ DPNQBSJTPO UP B TJNQMFS POF
0CTFSWF UIBU GPS BMM x > 0 1 + x3 > x3 BOE UIFSFGPSF
1
1 + x3
<
1
x3
.
*U UIFSFGPSF GPMMPXT UIBU ∫ b
1
1
1 + x3
dx <
∫ b
1
1
x3
dx
GPS FWFSZ b > 1 *G XF MFU b → ∞ TP BT UP DPOTJEFS UIF UXP JNQSPQFS JOUFHSBMT ∫ ∞1 11+x3 dx
BOE
∫ ∞
1
1
x3 dx XF LOPX UIBU UIF MBSHFS PG UIF UXP JNQSPQFS JOUFHSBMT DPOWFSHFT "OE UIVTTJODF UIF TNBMMFS POF MJFT CFMPX B DPOWFSHFOU JOUFHSBM JU GPMMPXT UIBU UIF TNBMMFS POF NVTU
DPOWFSHF UPP *O QBSUJDVMBS
∫ ∞
1
1
1+x3 dx NVTU DPOWFSHF FWFO UIPVHI XF OFWFS FYQMJDJUMZFWBMVBUFE UIF DPSSFTQPOEJOH MJNJU PG QSPQFS JOUFHSBMT 8F VTF UIJT JEFB BOE TJNJMBS POFT JO
UIF FYFSDJTFT UIBU GPMMPX
B &YQMBJO XIZ x2 + x + 1 > x2 GPS BMM x ≥ 1 BOE IFODF TIPX UIBU ∫ ∞1 1x2+x+1 dx DPOWFSHFT
CZ DPNQBSJTPO UP
∫ ∞
1
1
x2 dx
C 0CTFSWF UIBU GPS FBDI x > 1 ln(x) < x &YQMBJO XIZ
∫ b
2
1
x
dx <
∫ b
2
1
ln(x) dx
GPS FBDI b > 2 8IZ NVTU JU CF USVF UIBU
∫ b
2
1
ln(x) dx EJWFSHFT 
D &YQMBJO XIZ
√
x4+1
x4 > 1 GPS BMM x > 1 5IFO EFUFSNJOF XIFUIFS PS OPU UIF JNQSPQFS
JOUFHSBM ∫ ∞
1
1
x
·
√
x4 + 1
x4
dx
DPOWFSHFT PS EJWFSHFT

$)"15&3 
%JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
 "O *OUSPEVDUJPO UP %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU JT B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO BOE XIBU LJOET PG JOGPSNBUJPO DBO JU UFMM VT 
ə )PX EP EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT BSJTF JO UIF XPSME BSPVOE VT 
ə 8IBU EP XF NFBO CZ B TPMVUJPO UP B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO 
*O QSFWJPVT DIBQUFST XF IBWF TFFO UIBU B GVODUJPOɒT EFSJWBUJWF UFMMT VT UIF SBUF BU XIJDI
UIF GVODUJPO JT DIBOHJOH .PSF SFDFOUMZ UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BMDVMVT IFMQFE VT
UP EFUFSNJOF UIF UPUBM DIBOHF PG B GVODUJPO PWFS BO JOUFSWBM XIFO XF LOPX UIF GVODUJPOɒT
SBUF PG DIBOHF 'PS JOTUBODF BO PCKFDUɒT WFMPDJUZ UFMMT VT UIF SBUF PG DIBOHF PG UIBU PCKFDUɒT
QPTJUJPO #Z JOUFHSBUJOH UIF WFMPDJUZ PWFS B UJNF JOUFSWBM XF NBZ EFUFSNJOF CZ IPX NVDI
UIF QPTJUJPO DIBOHFT PWFS UIBU UJNF JOUFSWBM *O QBSUJDVMBS JG XF LOPX XIFSF UIF PCKFDU JT BU
UIF CFHJOOJOH PG UIBU JOUFSWBM UIFO XF IBWF FOPVHI JOGPSNBUJPO UP BDDVSBUFMZ QSFEJDU XIFSF
JU XJMM CF BU UIF FOE PG UIF JOUFSWBM
*O UIJT DIBQUFS XF XJMM JOUSPEVDF UIF DPODFQU PG EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT BOE FYQMPSF UIJT JEFB JO
NPSF EFQUI 4JNQMZ TBJE B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO JT BO FRVBUJPO UIBU QSPWJEFT B EFTDSJQUJPO
PG B GVODUJPOɒT EFSJWBUJWF XIJDI NFBOT UIBU JU UFMMT VT UIF GVODUJPOɒT SBUF PG DIBOHF 6TJOH
UIJT JOGPSNBUJPO XF XPVME MJLF UP MFBSO BT NVDI BT QPTTJCMF BCPVU UIF GVODUJPO JUTFMG 'PS
JOTUBODF XF XPVME JEFBMMZ MJLF UP IBWF BO BMHFCSBJD EFTDSJQUJPO PG UIF GVODUJPO "T XFɒMM TFF
UIJT NBZ CF UPP NVDI UP BTL JO TPNF TJUVBUJPOT CVU XF XJMM TUJMM CF BCMF UP NBLF BDDVSBUF
BQQSPYJNBUJPOT
1SFWJFX "DUJWJUZ  5IF QPTJUJPO PG B NPWJOH PCKFDU JT HJWFO CZ UIF GVODUJPO s(t)
XIFSF s JT NFBTVSFE JO GFFU BOE t JO TFDPOET 8F EFUFSNJOF UIBU UIF WFMPDJUZ JT v(t) !
4t + 1 GFFU QFS TFDPOE
B )PX NVDI EPFT UIF QPTJUJPO DIBOHF PWFS UIF UJNF JOUFSWBM [0, 4] 
$IBQUFS  %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
C %PFT UIJT HJWF ZPV FOPVHI JOGPSNBUJPO UP EFUFSNJOF s(4) UIF QPTJUJPO BU UJNF t !
4 *G TP XIBU JT s(4) *G OPU XIBU BEEJUJPOBM JOGPSNBUJPO XPVME ZPV OFFE UP LOPX
UP EFUFSNJOF s(4) 
D 4VQQPTF ZPV BSF UPME UIBU UIF PCKFDUɒT JOJUJBM QPTJUJPO s(0) ! 7 %FUFSNJOF s(2) UIF
PCKFDUɒT QPTJUJPO  TFDPOET MBUFS
E *G ZPV BSF UPME JOTUFBE UIBU UIF PCKFDUɒT JOJUJBM QPTJUJPO JT s(0) ! 3 XIBU JT s(2) 
F *G XF POMZ LOPX UIF WFMPDJUZ v(t) ! 4t + 1 JT JU QPTTJCMF UIBU UIF PCKFDUɒT QPTJUJPO
BU BMM UJNFT JT s(t) ! 2t2 + t − 4 &YQMBJO IPX ZPV LOPX
G "SF UIFSF PUIFS QPTTJCJMJUJFT GPS s(t) *G TP XIBU BSF UIFZ 
H *G JO BEEJUJPO UP LOPXJOH UIF WFMPDJUZ GVODUJPO JT v(t) ! 4t+1 XF LOPX UIF JOJUJBM
QPTJUJPO s(0) IPX NBOZ QPTTJCJMJUJFT BSF UIFSF GPS s(t) 
 8IBU JT B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO 
" EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO JT BO FRVBUJPO UIBU EFTDSJCFT UIF EFSJWBUJWF PS EFSJWBUJWFT PG B GVOD
UJPO UIBU JT VOLOPXO UP VT 'PS JOTUBODF UIF FRVBUJPO
dy
dx
! x sin x
JT B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO TJODF JU EFTDSJCFT UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO y(x) UIBU JT VOLOPXO
UP VT
"TNBOZ JNQPSUBOU FYBNQMFT PG EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT JOWPMWF RVBOUJUJFT UIBU DIBOHF JO UJNF
UIF JOEFQFOEFOU WBSJBCMF JO PVS EJTDVTTJPO XJMM GSFRVFOUMZ CF UJNF t 'PS JOTUBODF JO UIF
QSFWJFX BDUJWJUZ XF DPOTJEFSFE UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
ds
dt
! 4t + 1.
,OPXJOH UIF WFMPDJUZ BOE UIF TUBSUJOH QPTJUJPO PG UIF PCKFDU XFXFSF BCMF UP КOE UIF QPTJUJPO
BU BOZ MBUFS UJNF
#FDBVTF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT EFTDSJCF UIF EFSJWBUJWF PG B GVODUJPO UIFZ HJWF VT JOGPSNBUJPO
BCPVU IPX UIBU GVODUJPO DIBOHFT 0VS HPBM XJMM CF UP UBLF UIJT JOGPSNBUJPO BOE VTF JU UP
QSFEJDU UIF WBMVF PG UIF GVODUJPO JO UIF GVUVSF JO UIJT XBZ EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT QSPWJEF VT
XJUI TPNFUIJOH MJLF B DSZTUBM CBMM
%JЙFSFOUJBM FRVBUJPOT BSJTF GSFRVFOUMZ JO PVS FWFSZ EBZ XPSME 'PS JOTUBODF ZPV NBZ IFBS B
CBOL BEWFSUJTJOH
:PVS NPOFZ XJMM HSPX BU B  BOOVBM JOUFSFTU SBUF XJUI VT
5IJT JOOPDVPVT TUBUFNFOU JT SFBMMZ B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO -FUɒT USBOTMBUF A(t)XJMM CF BNPVOU
PG NPOFZ ZPV IBWF JO ZPVS BDDPVOU BU UJNF t 0O POF IBOE UIF SBUF BU XIJDI ZPVS NPOFZ
HSPXT JT UIF EFSJWBUJWF dA/dt 0O UIF PUIFS IBOE XF BSF UPME UIBU UIJT SBUF JT 0.03A 5IJT

 "O *OUSPEVDUJPO UP %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
MFBET UP UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
dA
dt
! 0.03A.
5IJT EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO IBT B TMJHIUMZ EJЙFSFOU GFFM UIBO UIF QSFWJPVT FRVBUJPO dsdt ! 4t + 1
*O UIF FBSMJFS FYBNQMF UIF SBUF PG DIBOHF EFQFOET POMZ PO UIF JOEFQFOEFOU WBSJBCMF t BOE
XF NBZ КOE s(t) CZ JOUFHSBUJOH UIF WFMPDJUZ 4t + 1 *O UIF CBOLJOH FYBNQMF IPXFWFS UIF
SBUF PG DIBOHF EFQFOET PO UIF EFQFOEFOU WBSJBCMF A TP XFɒMM OFFE TPNF OFX UFDIOJRVFT JO
PSEFS UP КOE A(t)
"DUJWJUZ  &YQSFTT UIF GPMMPXJOH TUBUFNFOUT BT EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT *O FBDI DBTF
ZPVXJMM OFFE UP JOUSPEVDF OPUBUJPO UP EFTDSJCF UIF JNQPSUBOU RVBOUJUJFT JO UIF TUBUFNFOU
TP CF TVSF UP DMFBSMZ TUBUF XIBU ZPVS OPUBUJPO NFBOT
B 5IF QPQVMBUJPO PG B UPXO HSPXT DPOUJOVPVTMZ BU BO BOOVBM SBUF PG 
C " SBEJPBDUJWF TBNQMF MPTFT  PG JUT NBTT FWFSZ EBZ
D :PV IBWF B CBOL BDDPVOU UIBU DPOUJOVPVTMZ FBSOT  JOUFSFTU FWFSZ ZFBS "U UIF
TBNF UJNF ZPV XJUIESBXNPOFZ DPOUJOVBMMZ GSPN UIF BDDPVOU BU UIF SBUF PG 
QFS ZFBS
E " DVQ PG IPU DIPDPMBUF JT TJUUJOH JO B ◦ SPPN 5IF UFNQFSBUVSF PG UIF IPU DIPDPMBUF
DPPMT DPOUJOVPVTMZ CZ  PG UIF EJЙFSFODF CFUXFFO UIF IPU DIPDPMBUFɒT UFNQFSB
UVSF BOE UIF SPPN UFNQFSBUVSF FWFSZ NJOVUF
F " DBO PG DPME TPEB JT TJUUJOH JO B ◦ SPPN 5IF UFNQFSBUVSF PG UIF TPEB XBSNT
DPOUJOVPVTMZ BU UIF SBUF PG  PG UIF EJЙFSFODF CFUXFFO UIF TPEBɒT UFNQFSBUVSF
BOE UIF SPPNɒT UFNQFSBUVSF FWFSZ NJOVUF
 %JЙFSFOUJBM FRVBUJPOT JO UIF XPSME BSPVOE VT
"T XF IBWF OPUFE EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT HJWF B OBUVSBM XBZ UP EFTDSJCF QIFOPNFOB XF TFF
JO UIF SFBM XPSME 'PS JOTUBODF QIZTJDBM QSJODJQMFT BSF GSFRVFOUMZ FYQSFTTFE BT B EFTDSJQUJPO
PG IPX B RVBOUJUZ DIBOHFT " HPPE FYBNQMF JT /FXUPOɒT 4FDPOE -BX BO JNQPSUBOU QIZTDJBM
QSJODJQMF UIBU TBZT
5IF QSPEVDU PG BO PCKFDUɒT NBTT BOE BDDFMFSBUJPO FRVBMT UIF GPSDF BQQMJFE UP JU
'PS JOTUBODF XIFO HSBWJUZ BDUT PO BO PCKFDU OFBS UIF FBSUIɒT TVSGBDF JU FYFSUT B GPSDF FRVBM
UP m! UIF NBTT PG UIF PCKFDU UJNFT UIF HSBWJUBUJPOBM DPOTUBOU ! 8F UIFSFGPSF IBWF
ma ! m! , PS
dv
dt
! ! ,
XIFSF v JT UIF WFMPDJUZ PG UIF PCKFDU BOE ! ! 9.8NFUFST QFS TFDPOE TRVBSFE /PUJDF UIBU UIJT
QIZTJDBM QSJODJQMF EPFT OPU UFMM VT XIBU UIF PCKFDUɒT WFMPDJUZ JT CVU SBUIFS IPX UIF PCKFDUɒT
WFMPDJUZ DIBOHFT

$IBQUFS  %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
"DUJWJUZ  4IPXO CFMPX BSF UXP HSBQIT EFQJDUJOH UIF WFMPDJUZ PG GBMMJOH PCKFDUT
0O UIF MFGU JT UIF WFMPDJUZ PG B TLZEJWFS XIJMF PO UIF SJHIU JT UIF WFMPDJUZ PG B NFUFPSJUF
FOUFSJOH UIF &BSUIɒT BUNPTQIFSF
1 2 3
1
2
3
4
5
6
t
v
1 2 3
1
2
3
4
5
6
t
v
'JHVSF  " TLZEJWFSɒT WFMPDJUZ 'JHVSF  " NFUFPSJUFɒT WFMPDJUZ
B #FHJO XJUI UIF TLZEJWFSɒT WFMPDJUZ BOE VTF UIF HJWFO HSBQI UP NFBTVSF UIF SBUF PG
DIBOHF dv/dt XIFO UIF WFMPDJUZ JT v ! 0.5, 1.0, 1.5, 2.0 BOE 2.5 1MPU ZPVS WBMVFT
PO UIF HSBQI CFMPX :PV XJMM XBOU UP UIJOL DBSFGVMMZ BCPVU UIJT ZPV BSF QMPUUJOH
UIF EFSJWBUJWF dv/dt BT B GVODUJPO PG WFMPDJUZ

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1 2 3 4 5
-1.5
-1.0
-0.5
0.5
1.0
1.5
v
dv
dt
C /PX EP UIF TBNF UIJOH XJUI UIF NFUFPSJUFɒT WFMPDJUZ VTF UIF HJWFO HSBQI UP NFB
TVSF UIF SBUF PG DIBOHF dv/dt XIFO UIF WFMPDJUZ JT v ! 3.5, 4.0, 4.5 BOE 5.0 1MPU
ZPVS WBMVFT PO UIF HSBQI BCPWF
D :PV TIPVME КOE UIBU BMM ZPVS QPJOUT MJF PO B MJOF 8SJUF UIF FRVBUJPO PG UIJT MJOF CF
JOH DBSFGVM UP VTF QSPQFS OPUBUJPO GPS UIF RVBOUJUJFT PO UIF IPSJ[POUBM BOE WFSUJDBM
BYFT
E 5IF SFMBUJPOTIJQ ZPV KVTU GPVOE JT B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO 8SJUF B DPNQMFUF TFO
UFODF UIBU FYQMBJOT JUT NFBOJOH
F #Z MPPLJOH BU UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO EFUFSNJOF UIF WBMVFT PG UIF WFMPDJUZ GPS
XIJDI UIF WFMPDJUZ JODSFBTFT
G #Z MPPLJOH BU UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO EFUFSNJOF UIF WBMVFT PG UIF WFMPDJUZ GPS
XIJDI UIF WFMPDJUZ EFDSFBTFT
H #Z MPPLJOH BU UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO EFUFSNJOF UIF WBMVFT PG UIF WFMPDJUZ GPS
XIJDI UIF WFMPDJUZ SFNBJOT DPOTUBOU
5IF QPJOU PG UIJT BDUJWJUZ JT UP EFNPOTUSBUF IPX EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT NPEFM QSPDFTTFT JO
UIF SFBM XPSME *O UIJT FYBNQMF UXP GBDUPST BSF JOЛVFODJOH UIF WFMPDJUJFT HSBWJUZ BOE XJOE
SFTJTUBODF 5IF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO EFTDSJCFT IPX UIFTF GBDUPST JOЛVFODF UIF SBUF PG DIBOHF
PG UIF PCKFDUTɒ WFMPDJUJFT
 4PMWJOH B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
8F IBWF TBJE UIBU B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO JT BO FRVBUJPO UIBU EFTDSJCFT UIF EFSJWBUJWF PS
EFSJWBUJWFT PG B GVODUJPO UIBU JT VOLOPXO UP VT #Z B TPMVUJPO UP B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO XF

$IBQUFS  %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
NFBO TJNQMZ B GVODUJPO UIBU TBUJTJFT UIJT EFTDSJQUJPO
'PS JOTUBODF UIF КSTU EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO XF MPPLFE BU JT
ds
dt
! 4t + 1,
XIJDI EFTDSJCFT BO VOLOPXO GVODUJPO s(t) 8F NBZ DIFDL UIBU s(t) ! 2t2 + t JT B TPMVUJPO
CFDBVTF JU TBUJTКFT UIJT EFTDSJQUJPO /PUJDF UIBU s(t) ! 2t2 + t + 4 JT BMTP B TPMVUJPO
*G XF IBWF B DBOEJEBUF GPS B TPMVUJPO JU JT TUSBJHIUGPSXBSE UP DIFDL XIFUIFS JU JT B TPMVUJPO
PS OPU #FGPSF XF EFNPOTUSBUF IPXFWFS MFUɒT DPOTJEFS UIF TBNF JTTVF JO B TJNQMFS DPOUFYU
4VQQPTF XF BSF HJWFO UIF FRVBUJPO 2x2 − 2x ! 2x + 6 BOE BTLFE XIFUIFS x ! 3 JT B TPMVUJPO
5P BOTXFS UIJT RVFTUJPO XF DPVME SFXSJUF UIF WBSJBCMF x JO UIF FRVBUJPO XJUI UIF TZNCPM !
2!2 − 2! ! 2! + 6.
5P EFUFSNJOF XIFUIFS x ! 3 JT B TPMVUJPO XF DBO JOWFTUJHBUF UIF WBMVF PG FBDI TJEF PG UIF
FRVBUJPO TFQBSBUFMZXIFO UIF WBMVF 3 JT QMBDFE JO! BOE TFF JG JOEFFE UIF UXP SFTVMUJOH WBMVFT
BSF FRVBM %PJOH TP XF PCTFSWF UIBU
2!2 − 2! ! 2 · 32 − 2 · 3 ! 12,
BOE
2! + 6 ! 2 · 3 + 6 ! 12.
5IFSFGPSF x ! 3 JT JOEFFE B TPMVUJPO
8F XJMM EP UIF TBNF UIJOH XJUI EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT $POTJEFS UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
dv
dt
! 1.5 − 0.5v , PS
d!
dt
! 1.5 − 0.5!.
-FUɒT BTL XIFUIFS v(t) ! 3− 2e−0.5t JT B TPMVUJPOy 6TJOH UIJT GPSNVMB GPS v PCTFSWF КSTU UIBU
dv
dt
!
d!
dt
!
d
dt
[3 − 2e−0.5t] ! −2e−0.5t · (−0.5) ! e−0.5t
BOE
1.5 − 0.5v ! 1.5 − 0.5! ! 1.5 − 0.5(3 − 2e−0.5t) ! 1.5 − 1.5 + e−0.5t ! e−0.5t .
4JODF dvdt BOE 1.5 − 0.5v BHSFF GPS BMM WBMVFT PG t XIFO v ! 3 − 2e−0.5t  XF IBWF JOEFFE GPVOE
B TPMVUJPO UP UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
y"U UIJT UJNF EPOɒU XPSSZ BCPVU XIZ XF DIPTF UIJT GVODUJPO XF XJMM MFBSO UFDIOJRVFT GPS КOEJOH TPMVUJPOT UP
EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT TPPO FOPVHI

 "O *OUSPEVDUJPO UP %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
dv
dt
! 1.5 − 0.5v.
8IJDI PG UIF GPMMPXJOH GVODUJPOT BSF TPMVUJPOT PG UIJT EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO 
B v(t) ! 1.5t − 0.25t2
C v(t) ! 3 + 2e−0.5t 
D v(t) ! 3
E v(t) ! 3+Ce−0.5t XIFSF C JT BOZ DPO
TUBOU
5IJT BDUJWJUZ TIPXT VT TPNFUIJOH JOUFSFTU
JOH /PUJDF UIBU UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
IBT JOКOJUFMZ NBOZ TPMVUJPOT XIJDI BSF
QBSBNFUSJ[FE CZ UIF DPOTUBOU C JO v(t) !
3 + Ce−0.5t  *O 'JHVSF  XF TFF UIF
HSBQIT PG UIFTF TPMVUJPOT GPS B GFX WBMVFT
PG C BT MBCFMFE
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'JHVSF  5IF GBNJMZ PG TPMVUJPOT UP UIF
EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO dvdt ! 1.5 − 0.5v
/PUJDF UIBU UIF WBMVF PG C JT DPOOFDUFE UP UIF JOJUJBM WBMVF PG UIF WFMPDJUZ v(0) TJODF v(0) !
3 + C *O PUIFS XPSET XIJMF UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO EFTDSJCFT IPX UIF WFMPDJUZ DIBOHFT
BT B GVODUJPO PG UIF WFMPDJUZ JUTFMG UIJT JT OPU FOPVHI JOGPSNBUJPO UP EFUFSNJOF UIF WFMPDJUZ
VOJRVFMZ XF BMTP OFFE UP LOPX UIF JOJUJBM WFMPDJUZ 'PS UIJT SFBTPO EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT
XJMM UZQJDBMMZ IBWF JOКOJUFMZ NBOZ TPMVUJPOT POF DPSSFTQPOEJOH UP FBDI JOJUJBM WBMVF 8F
IBWF TFFO UIJT QIFOPNFOPO CFGPSF TVDI BT XIFO HJWFO UIF WFMPDJUZ PG B NPWJOH PCKFDU v(t)
XF XFSF OPU BCMF UP VOJRVFMZ EFUFSNJOF UIF PCKFDUɒT QPTJUJPO VOMFTT XF BMTP LOPX JUT JOJUJBM
QPTJUJPO
*G XF BSF HJWFO B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO BOE BO JOJUJBM WBMVF GPS UIF VOLOPXO GVODUJPO XF TBZ
UIBU XF IBWF BO JOJUJBM WBMVF QSPCMFN 'PS JOTUBODF
dv
dt
! 1.5 − 0.5v , v(0) ! 0.5

$IBQUFS  %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
JT BO JOJUJBM WBMVF QSPCMFN *O UIJT TJUVBUJPO XF LOPX UIF WBMVF PG v BU POF UJNF BOE XF
LOPX IPX v JT DIBOHJOH $POTFRVFOUMZ UIFSF TIPVME CF FYBDUMZ POF GVODUJPO v UIBU TBUJTКFT
UIF JOJUJBM WBMVF QSPCMFN
5IJT EFNPOTUSBUFT UIF GPMMPXJOH JNQPSUBOU HFOFSBM QSPQFSUZ PG JOJUJBM WBMVF QSPCMFNT
*OJUJBM WBMVF QSPCMFNT UIBU BSF ɔXFMM CFIBWFEɕ IBWF FYBDUMZ POF TPMVUJPO XIJDI FYJTUT
JO TPNF JOUFSWBM BSPVOE UIF JOJUJBM QPJOU
8F XPOɒU XPSSZ BCPVU XIBU ɔXFMM CFIBWFEɕ NFBOTɏJU JT B UFDIOJDBM DPOEJUJPO UIBU XJMM CF
TBUJTКFE CZ BMM UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT XF DPOTJEFS
5P DMPTF UIJT TFDUJPO XF OPUF UIBU EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT NBZ CF DMBTTJКFE CBTFE PO DFSUBJO
DIBSBDUFSJTUJDT UIFZ NBZ QPTTFTT *OEFFE ZPV NBZ TFF NBOZ EJЙFSFOU UZQFT PG EJЙFSFOUJBM
FRVBUJPOT JO B MBUFS DPVSTF JO EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT 'PS OPX XF XPVME MJLF UP JOUSPEVDF B
GFX UFSNT UIBU BSF VTFE UP EFTDSJCF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT
" КSTUPSEFS EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO JT POF JO XIJDI POMZ UIF КSTU EFSJWBUJWF PG UIF GVODUJPO
PDDVST 'PS UIJT SFBTPO
dv
dt
! 1.5 − 0.5v
JT B КSTUPSEFS FRVBUJPO XIJMF
d2y
dt2
! −10y
JT B TFDPOEPSEFS FRVBUJPO
" EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO JT BVUPOPNPVT JG UIF JOEFQFOEFOU WBSJBCMF EPFT OPU BQQFBS JO UIF
EFTDSJQUJPO PG UIF EFSJWBUJWF 'PS JOTUBODF
dv
dt
! 1.5 − 0.5v
JT BVUPOPNPVT CFDBVTF UIF EFTDSJQUJPO PG UIF EFSJWBUJWF dv/dt EPFT OPU EFQFOE PO UJNF
5IF FRVBUJPO
dy
dt
! 1.5t − 0.5y ,
IPXFWFS JT OPU BVUPOPNPVT
4VNNBSZ
ə " EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO JT TJNQMZ BO FRVBUJPO UIBU EFTDSJCFT UIF EFSJWBUJWF	T
 PG BO VO
LOPXO GVODUJPO
ə 1IZTJDBM QSJODJQMFT BT XFMM BT TPNF FWFSZEBZ TJUVBUJPOT PGUFO EFTDSJCF IPX B RVBOUJUZ
DIBOHFT XIJDI MFBE UP EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT
ə " TPMVUJPO UP B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO JT B GVODUJPO XIPTF EFSJWBUJWFT TBUJTGZ UIF FRVB
UJPOɒT EFTDSJQUJPO %JЙFSFOUJBM FRVBUJPOT UZQJDBMMZ IBWF JOКOJUFMZNBOZ TPMVUJPOT QBSBNFUSJ[FE
CZ UIF JOJUJBM WBMVFT

 "O *OUSPEVDUJPO UP %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
&YFSDJTFT
 .BUDI UIF TPMVUJPOT UP UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT *G UIFSF JT NPSF UIBO POF TPMVUJPO UP BO
FRVBUJPO TFMFDU UIF BOTXFS UIBU JODMVEFT BMM TPMVUJPOT
 d2ydx2 ! 9y
 dydx ! 3y
 d2ydx2 ! −9y
 dydx ! −3y
" y ! e−3x PS y ! e3x
# y ! e3x
$ y ! 3 sin(x)
% y ! sin(3x) PS y ! 3 sin(x)
& y ! e−3x
' y ! sin(3x)
 'JOE B QPTJUJWF WBMVF PG k GPS XIJDI y ! cos(kt) TBUJTКFT
d2y
dt2
+ 4y ! 0.
k !
 -FU A BOE k CF QPTJUJWF DPOTUBOUT
8IJDI PG UIF HJWFO GVODUJPOT JT B TPMVUJPO UP dydt ! k(A − y) 
 4VQQPTF UIBU T(t) SFQSFTFOUT UIF UFNQFSBUVSF PG B DVQ PG DPЙFF TFU PVU JO B SPPN XIFSF
T JT FYQSFTTFE JO EFHSFFT 'BISFOIFJU BOE t JO NJOVUFT " QIZTJDBM QSJODJQMF LOPXO BT /FX
UPOɒT -BX PG $PPMJOH UFMMT VT UIBU
dT
dt
! − 115T + 5.
B 4VQQPTFT UIBU T(0) ! 105 8IBU EPFT UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO HJWF VT GPS UIF WBMVF PG
dT
dt |T!105 &YQMBJO JO B DPNQMFUF TFOUFODF UIF NFBOJOH PG UIFTF UXP GBDUT
C *T T JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH BU t ! 0 
D 8IBU JT UIF BQQSPYJNBUF UFNQFSBUVSF BU t ! 1 
E 0O UIF HSBQI CFMPX NBLF B QMPU PG dT/dt BT B GVODUJPO PG T

$IBQUFS  %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
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F 'PS XIJDI WBMVFT PG T EPFT T JODSFBTF 'PS XIJDI WBMVFT PG T EPFT T EFDSFBTF 
G 8IBU EP ZPV UIJOL JT UIF UFNQFSBUVSF PG UIF SPPN &YQMBJO ZPVS UIJOLJOH
H 7FSJGZ UIBU T(t) ! 75 + 30e−t/15 JT UIF TPMVUJPO UP UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO XJUI JOJUJBM
WBMVF T(0) ! 105 8IBU IBQQFOT UP UIJT TPMVUJPO BGUFS B MPOH UJNF 
 4VQQPTF UIBU UIF QPQVMBUJPO PG B QBSUJDVMBS TQFDJFT JT EFTDSJCFE CZ UIF GVODUJPO P(t)
XIFSF P JT FYQSFTTFE JO NJMMJPOT 4VQQPTF GVSUIFS UIBU UIF QPQVMBUJPOɒT SBUF PG DIBOHF JT
HPWFSOFE CZ UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
dP
dt
! f (P)
XIFSF f (P) JT UIF GVODUJPO HSBQIFE CFMPX
1 2 3 4
P
dP
dt

 "O *OUSPEVDUJPO UP %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
B 'PS XIJDI WBMVFT PG UIF QPQVMBUJPO P EPFT UIF QPQVMBUJPO JODSFBTF 
C 'PS XIJDI WBMVFT PG UIF QPQVMBUJPO P EPFT UIF QPQVMBUJPO EFDSFBTF 
D *G P(0) ! 3 IPX XJMM UIF QPQVMBUJPO DIBOHF JO UJNF 
E *G UIF JOJUJBM QPQVMBUJPO TBUJTКFT 0 < P(0) < 1 XIBU XJMM IBQQFO UP UIF QPQVMBUJPO BGUFS
B WFSZ MPOH UJNF 
F *G UIF JOJUJBM QPQVMBUJPO TBUJTКFT 1 < P(0) < 3 XIBU XJMM IBQQFO UP UIF QPQVMBUJPO BGUFS
B WFSZ MPOH UJNF 
G *G UIF JOJUJBM QPQVMBUJPO TBUJTКFT 3 < P(0) XIBU XJMM IBQQFO UP UIF QPQVMBUJPO BGUFS B
WFSZ MPOH UJNF 
H 5IJT NPEFM GPS B QPQVMBUJPOɒT HSPXUI JT TPNFUJNFT DBMMFE ɔHSPXUI XJUI B UISFTIPMEɕ
&YQMBJO XIZ UIJT JT BO BQQSPQSJBUF OBNF
 *O UIJT QSPCMFN XF UFTU GVSUIFS XIBU JU NFBOT GPS B GVODUJPO UP CF B TPMVUJPO UP B HJWFO
EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
B $POTJEFS UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
dy
dt
! y − t .
%FUFSNJOF XIFUIFS UIF GPMMPXJOH GVODUJPOT BSF TPMVUJPOT UP UIF HJWFO EJЙFSFOUJBM FRVB
UJPO
ə y(t) ! t + 1 + 2et
ə y(t) ! t + 1
ə y(t) ! t + 2
C 8IFO ZPV XFJHI CBOBOBT JO B TDBMF BU UIF HSPDFSZ TUPSF UIF IFJHIU h PG UIF CBOBOBT JT
EFTDSJCFE CZ UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
d2h
dt2
! −kh
XIFSF k JT UIF TQSJOH DPOTUBOU B DPOTUBOU UIBU EFQFOET PO UIF QSPQFSUJFT PG UIF TQSJOH JO
UIF TDBMF "GUFS ZPV QVU UIF CBOBOBT JO UIF TDBMF ZPV 	DMFWFSMZ
 PCTFSWF UIBU UIF IFJHIU
PG UIF CBOBOBT JT HJWFO CZ h(t) ! 4 sin(3t) 8IBU JT UIF WBMVF PG UIF TQSJOH DPOTUBOU 

$IBQUFS  %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
 2VBMJUBUJWF CFIBWJPS PG TPMVUJPOT UP %&T
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU JT B TMPQF КFME 
ə )PX DBO XF VTF B TMPQF КFME UP PCUBJO RVBMJUBUJWF JOGPSNBUJPO BCPVU UIF TPMVUJPOT PG
B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO 
ə 8IBU BSF TUBCMF BOEVOTUBCMF FRVJMJCSJVN TPMVUJPOT PG BO BVUPOPNPVTEJЙFSFOUJBM FRVB
UJPO 
*O FBSMJFS XPSL XF IBWF VTFE UIF UBOHFOU MJOF UP UIF HSBQI PG B GVODUJPO f BU B QPJOU a UP
BQQSPYJNBUF UIF WBMVFT PG f OFBS a 5IF VTFGVMOFTT PG UIJT BQQSPYJNBUJPO JT UIBU XF OFFE UP
LOPX WFSZ MJUUMF BCPVU UIF GVODUJPO BSNFEXJUI POMZ UIF WBMVF f (a) BOE UIF EFSJWBUJWF f ′(a)
XF NBZ КOE UIF FRVBUJPO PG UIF UBOHFOU MJOF BOE UIF BQQSPYJNBUJPO
f (x) ≈ f (a) + f ′(a)(x − a).
3FNFNCFS UIBU B КSTUPSEFS EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO HJWFT VT JOGPSNBUJPO BCPVU UIF EFSJWBUJWF
PG BO VOLOPXO GVODUJPO 4JODF UIF EFSJWBUJWF BU B QPJOU UFMMT VT UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU
MJOF BU UIJT QPJOU B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO HJWFT VT DSVDJBM JOGPSNBUJPO BCPVU UIF UBOHFOU MJOFT
UP UIF HSBQI PG B TPMVUJPO 8F XJMM VTF UIJT JOGPSNBUJPO BCPVU UIF UBOHFOU MJOFT UP DSFBUF B
TMPQF КFME GPS UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO XIJDI FOBCMFT VT UP TLFUDI TPMVUJPOT UP JOJUJBM WBMVF
QSPCMFNT 0VS BJN XJMM CF UP VOEFSTUBOE UIF TPMVUJPOT RVBMJUBUJWFMZ 5IBU JT XF XPVME
MJLF UP VOEFSTUBOE UIF CBTJD OBUVSF PG TPMVUJPOT TVDI BT UIFJS MPOHSBOHF CFIBWJPS XJUIPVU
QSFDJTFMZ EFUFSNJOJOH UIF WBMVF PG B TPMVUJPO BU B QBSUJDVMBS QPJOU
1SFWJFX "DUJWJUZ  -FUɒT DPOTJEFS UIF JOJUJBM WBMVF QSPCMFN
dy
dt
! t − 2, y(0) ! 1.
B 6TF UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO UP КOE UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP UIF TPMVUJPO
y(t) BU t ! 0 5IFO VTF UIF JOJUJBM WBMVF UP КOE UIF FRVBUJPO PG UIF UBOHFOU MJOF
BU t ! 0 4LFUDI UIJT UBOHFOU MJOF PWFS UIF JOUFSWBM −0.25 ≤ t ≤ 0.25 PO UIF BYFT
QSPWJEFE JO 'JHVSF 
C "MTP TIPXO JO 'JHVSF  BSF UIF UBOHFOU MJOFT UP UIF TPMVUJPO y(t) BU UIF QPJOUT
t ! 1, 2, BOE 3 	XF XJMM TFF IPX UP КOE UIFTF MBUFS
 6TF UIF HSBQI UP NFBTVSF UIF
TMPQF PG FBDI UBOHFOU MJOF BOE WFSJGZ UIBU FBDI BHSFFT XJUI UIF WBMVF TQFDJКFE CZ
UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO

 2VBMJUBUJWF CFIBWJPS PG TPMVUJPOT UP %&T
D 6TJOH UIFTF UBOHFOU MJOFT BT B HVJEF
TLFUDI B HSBQI PG UIF TPMVUJPO y(t)
PWFS UIF JOUFSWBM 0 ≤ t ≤ 3 TP UIBU UIF
MJOFT BSF UBOHFOU UP UIF HSBQI PG y(t)
E 6TF UIF 'VOEBNFOUBM 5IFPSFN PG $BM
DVMVT UP КOE y(t) UIF TPMVUJPO UP UIJT
JOJUJBM WBMVF QSPCMFN
F (SBQI UIF TPMVUJPO ZPV GPVOE JO 	E
 PO
UIF BYFT QSPWJEFE BOE DPNQBSF JU UP
UIF TLFUDI ZPVNBEF VTJOH UIF UBOHFOU
MJOFT
1 2 3
-2
-1
1
2
3
t
y
'JHVSF  (SJE GPS QMPUUJOH QBSUJBM
UBOHFOU MJOFT
 4MPQF КFMET
1SFWJFX "DUJWJUZ  TIPXT UIBU XF NBZ TLFUDI UIF TPMVUJPO UP BO JOJUJBM WBMVF QSPCMFN JG
XF LOPX BO BQQSPQSJBUF DPMMFDUJPO PG UBOHFOU MJOFT #FDBVTF XF NBZ VTF B HJWFO EJЙFSFOUJBM
FRVBUJPO UP EFUFSNJOF UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF BU BOZ QPJOU PG JOUFSFTU CZ QMPUUJOH B
VTFGVM DPMMFDUJPO PG UIFTF XF DBO HFU BO BDDVSBUF TFOTF PG IPX DFSUBJO TPMVUJPO DVSWFT NVTU
CFIBWF
-FUɒT DPOUJOVF MPPLJOH BU UIF EJЙFSFOUJBM FRVB
UJPO dydt ! t − 2. *G t ! 0 UIJT FRVBUJPO TBZT UIBU
dy/dt ! 0− 2 ! −2 /PUF UIBU UIJT WBMVF IPMET
SFHBSEMFTT PG UIF WBMVF PG y 8F XJMM UIFSFGPSF
TLFUDI UBOHFOU MJOFT GPS TFWFSBM WBMVFT PG y BOE
t ! 0 XJUI B TMPQF PG −2
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'JHVSF  5BOHFOU MJOFT BU QPJOUT XJUI
t ! 0

$IBQUFS  %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
-FUɒT DPOUJOVF JO UIF TBNF XBZ JG t ! 1 UIF
EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO UFMMT VT UIBU dy/dt ! 1 −
2 ! −1 BOE UIJT IPMET SFHBSEMFTT PG UIF WBMVF
PG y 8F OPX TLFUDI UBOHFOU MJOFT GPS TFWFSBM
WBMVFT PG y BOE t ! 1 XJUI B TMPQF PG −1
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'JHVSF  "EEJOH UBOHFOU MJOFT BU
QPJOUT XJUI t ! 1
4JNJMBSMZ XF TFF UIBU XIFO t ! 2 dy/dt ! 0
BOE XIFO t ! 3 dy/dt ! 1 8F NBZ UIFSFGPSF
BEE UP PVS HSPXJOH DPMMFDUJPO PG UBOHFOU MJOF
QMPUT UP BDIJFWF UIF OFYU КHVSF
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'JHVSF  "EEJOH UBOHFOU MJOFT BU
QPJOUT XJUI t ! 2 BOE t ! 3

 2VBMJUBUJWF CFIBWJPS PG TPMVUJPOT UP %&T
*O UIJT КHVSF XF CFHJO UP TFF UIF TPMVUJPOT
UP UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO FNFSHF )PXFWFS
GPS UIF TBLF PG DMBSJUZ XF BEE NPSF UBOHFOU
MJOFT UP QSPWJEF UIF FWFO NPSF DPNQMFUF QJD
UVSF TIPXO CFMPX
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'JHVSF  " DPNQMFUFE TMPQF КFME
5IJT NPTU SFDFOU КHVSF XIJDI JT DBMMFE B TMPQF
КFME GPS UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO BMMPXT VT UP
TLFUDI TPMVUJPOT KVTU BT XF EJE JO UIF QSFWJFX
BDUJWJUZ )FSF XF XJMM CFHJO XJUI UIF JOJUJBM
WBMVF y(0) ! 1 BOE TUBSU TLFUDIJOH UIF TPMVUJPO
CZ GPMMPXJOH UIF UBOHFOU MJOF BT TIPXO JO UIF
'JHVSF 
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'JHVSF  #FHJOOJOH UP TLFUDI UIF TP
MVUJPO GVODUJPO
8F UIFO DPOUJOVF VTJOH UIJT QSJODJQMF XIFOFWFS UIF TPMVUJPO QBTTFT UISPVHI B QPJOU BU
XIJDI B UBOHFOU MJOF JT ESBXO UIBU MJOF JT UBOHFOU UP UIF TPMVUJPO %PJOH TP MFBET VT UP UIF
GPMMPXJOH TFRVFODF PG JNBHFT

$IBQUFS  %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
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'JHVSF  5IF UIJSE JNBHF JO B TFRVFODF
UIBU TIPX IPX UP TLFUDI UIF *71 TPMVUJPO
UIBU TBUJTКFT y(0) ! 1
'JHVSF %JЙFSFOU TPMVUJPOT UP dydt ! t−2
UIBU DPSSFTQPOE UP EJЙFSFOU JOJUJBM WBMVFT
*O GBDU XF NBZ ESBX TPMVUJPOT GPS BOZ QPTTJCMF JOJUJBM WBMVF BOE EPJOH UIJT GPS TFWFSBM EJG
GFSFOU JOJUJBM WBMVFT GPS y(0) SFTVMUT JO UIF HSBQIT TIPXO BU CPUUPN SJHIU JO 'JHVSF 
+VTU BT XF IBWF EPOF GPS UIF NPTU SFDFOU FYBNQMF XJUI dydt ! t − 2 XF DBO DPOTUSVDU B TMPQF
КFME GPS BOZ EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO PG JOUFSFTU 5IF TMPQF КFME QSPWJEFT VT XJUI WJTVBM JOGPS
NBUJPO BCPVU IPX XF FYQFDU TPMVUJPOT UP UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO UP CFIBWF

 2VBMJUBUJWF CFIBWJPS PG TPMVUJPOT UP %&T
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF BVUPOPNPVT EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
dy
dt
! −12 (y − 4).
B .BLF B QMPU PG dydt WFSTVT y PO UIF BYFT QSPWJEFE -PPLJOH BU UIF HSBQI GPS XIBU
WBMVFT PG y EPFT y JODSFBTF BOE GPS XIBU WBMVFT PG y EPFT y EFDSFBTF 
-1 1 2 3 4 5 6 7
-2
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dy
dt
C /FYU TLFUDI UIF TMPQF КFME GPS UIJT EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO PO UIF BYFT QSPWJEFE
D 6TF ZPVS XPSL JO 	C
 UP TLFUDI 	PO
UIF BYFT JO 'JHVSF 
 TPMVUJPOT
UIBU TBUJTGZ y(0) ! 0 y(0) ! 2
y(0) ! 4 BOE y(0) ! 6.
E 7FSJGZ UIBU y(t) ! 4+2e−t/2 JT B TPMV
UJPO UP UIF HJWFO EJЙFSFOUJBM FRVB
UJPO XJUI UIF JOJUJBM WBMVF y(0) ! 6.
$PNQBSF JUT HSBQI UP UIF POF ZPV
TLFUDIFE JO 	D

F 8IBU JT TQFDJBM BCPVU UIF TPMVUJPO
XIFSF y(0) ! 4 
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'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH UIF TMPQF
КFME GPS dydt ! − 12 (y − 4)
 &RVJMJCSJVN TPMVUJPOT BOE TUBCJMJUZ
"T PVS XPSL JO "DUJWJUZ  EFNPOTUSBUFT КSTUPSEFS BVUPOPNPVT FRVBUJPOT NBZ IBWF TP
MVUJPOT UIBU BSF DPOTUBOU 5IFTF BSF RVJUF FBTZ UP EFUFDU CZ JOTQFDUJOH UIF EJЙFSFOUJBM FRVB
UJPO dy/dt ! f (y) DPOTUBOU TPMVUJPOT OFDFTTBSJMZ IBWF B [FSP EFSJWBUJWF TP dy/dt ! 0 ! f (y)

$IBQUFS  %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
'PS FYBNQMF JO "DUJWJUZ  XF DPOTJEFSFE UIF FRVBUJPO dydt ! f (y) ! − 12 (y − 4) $POTUBOU
TPMVUJPOT BSF GPVOE CZ TFUUJOH f (y) ! − 12 (y − 4) ! 0 XIJDI XF JNNFEJBUFMZ TFF JNQMJFT UIBU
y ! 4
7BMVFT PG y GPS XIJDI f (y) ! 0 JO BO BVUPOPNPVT EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO dydt ! f (y) BSF VTVBMMZ
DBMMFE PS FRVJMJCSJVN TPMVUJPOT PG UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF BVUPOPNPVT EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
dy
dt
! −12 y(y − 4).
B .BLF B QMPU PG dydt WFSTVT y PO UIF BYFT QSPWJEFE -PPLJOH BU UIF HSBQI GPS XIBU
WBMVFT PG y EPFT y JODSFBTF BOE GPS XIBU WBMVFT PG y EPFT y EFDSFBTF 
-2 -1 1 2 3 4 5 6
-2
-1
1
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y
dy
dt
C *EFOUJGZ BOZ FRVJMJCSJVN TPMVUJPOT
PG UIF HJWFO EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
D /PX TLFUDI UIF TMPQF КFME GPS UIF
HJWFO EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO PO UIF
BYFT QSPWJEFE JO 'JHVSF 
E 4LFUDI UIF TPMVUJPOT UP UIF HJWFO
EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO UIBU DPSSF
TQPOE UP JOJUJBM WBMVFT y(0) !
−1, 0, 1, . . . , 5
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'JHVSF  "YFT GPS QMPUUJOH UIF TMPQF
КFME GPS dydt ! − 12 y(y − 4)

 2VBMJUBUJWF CFIBWJPS PG TPMVUJPOT UP %&T
F "O FRVJMJCSJVN TPMVUJPO y JT DBMMFE TUBCMF JG OFBSCZ TPMVUJPOT DPOWFSHF UP y 5IJT
NFBOT UIBU JG UIF JOJUJBM DPOEJUJPO WBSJFT TMJHIUMZ GSPN y UIFO limt→∞ y(t) ! y
$POWFSTFMZ BO FRVJMJCSJVN TPMVUJPO y JT DBMMFE VOTUBCMF JG OFBSCZ TPMVUJPOT BSF
QVTIFE BXBZ GSPN y 6TJOH ZPVS XPSL BCPWF DMBTTJGZ UIF FRVJMJCSJVN TPMVUJPOT
ZPV GPVOE JO 	C
 BT FJUIFS TUBCMF PS VOTUBCMF
G 4VQQPTF UIBU y(t) EFTDSJCFT UIF QPQVMBUJPO PG B TQFDJFT PG MJWJOH PSHBOJTNT BOE
UIBU UIF JOJUJBM WBMVF y(0) JT QPTJUJWF 8IBU DBO ZPV TBZ BCPVU UIF FWFOUVBM GBUF PG
UIJT QPQVMBUJPO 
H /PX DPOTJEFS B HFOFSBM BVUPOPNPVT EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO PG UIF GPSN dy/dt !
f (y) 3FNFNCFS UIBU BO FRVJMJCSJVN TPMVUJPO y TBUJTКFT f (y) ! 0 *G XF HSBQI
dy/dt ! f (y) BT B GVODUJPO PG y GPS XIJDI PG UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT SFQSF
TFOUFE JO 'JHVSF  BOE 'JHVSF  JT y B TUBCMF FRVJMJCSJVN BOE GPS XIJDI JT
y VOTUBCMF 8IZ 
y
y
dy
dt = f (y)
y
y
dy
dt = f (y)
'JHVSF  1MPU PG dydt BT B GVODUJPO PG
y
'JHVSF  1MPU PG dydt BT B EJЙFSFOU
GVODUJPO PG y
4VNNBSZ
ə " TMPQF КFME JT B QMPU DSFBUFE CZ HSBQIJOH UIF UBOHFOU MJOFT PG NBOZ EJЙFSFOU TPMVUJPOT
UP B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
ə 0ODF XF IBWF B TMPQF КFME XF NBZ TLFUDI UIF HSBQI PG TPMVUJPOT CZ ESBXJOH B DVSWF
UIBU JT BMXBZT UBOHFOU UP UIF MJOFT JO UIF TMPQF КFME
ə "VUPOPNPVT EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOT TPNFUJNFT IBWF DPOTUBOU TPMVUJPOT UIBU XF DBMM
FRVJMJCSJVN TPMVUJPOT 5IFTF NBZ CF DMBTTJКFE BT TUBCMF PS VOTUBCMF EFQFOEJOH PO

$IBQUFS  %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
UIF CFIBWJPS PG OFBSCZ TPMVUJPOT
&YFSDJTFT
 $POTJEFS UIF EJSFDUJPO КFME CFMPX GPS B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO 6TF UIF HSBQI UP КOE UIF
FRVJMJCSJVN TPMVUJPOT
"OTXFS 	TFQBSBUF CZ DPNNBT
y !
/PUF :PV DBO DMJDL PO UIF HSBQI UP FOMBSHF UIF JNBHF
 $POTJEFS UIF UXP TMPQF КFMET TIPXO JO КHVSFT  BOE  CFMPX
КHVSF  КHVSF 
0O B QSJOUPVU PG UIFTF TMPQF КFMET TLFUDI GPS FBDI UISFF TPMVUJPO DVSWFT UP UIF EJЙFSFOUJBM
FRVBUJPOT UIBU HFOFSBUFE UIFN 5IFO DPNQMFUF UIF GPMMPXJOH TUBUFNFOUT
'PS UIF TMPQF КFME JO КHVSF  B TPMVUJPO QBTTJOH UISPVHI UIF QPJOU 	
 IBT B <$IPPTF
QPTJUJWF ] OFHBUJWF ] [FSP ] VOEFКOFE> TMPQF

 2VBMJUBUJWF CFIBWJPS PG TPMVUJPOT UP %&T
'PS UIF TMPQF КFME JO КHVSF  B TPMVUJPO QBTTJOH UISPVHI UIF QPJOU 	
 IBT B <$IPPTF
QPTJUJWF ] OFHBUJWF ] [FSP ] VOEFКOFE> TMPQF
'PS UIF TMPQF КFME JO КHVSF  B TPMVUJPO QBTTJOH UISPVHI UIF QPJOU 	
 IBT B <$IPPTF
QPTJUJWF ] OFHBUJWF ] [FSP ] VOEFКOFE> TMPQF
'PS UIF TMPQF КFME JO КHVSF  B TPMVUJPO QBTTJOH UISPVHI UIF QPJOU 	
 IBT B <$IPPTF
QPTJUJWF ] OFHBUJWF ] [FSP ] VOEFКOFE> TMPQF
 .BUDI UIF GPMMPXJOH FRVBUJPOT XJUI UIFJS EJSFDUJPO КFME $MJDLJOH PO FBDI QJDUVSF XJMM
HJWF ZPV BO FOMBSHFE WJFX 8IJMF ZPV DBO QSPCBCMZ TPMWF UIJT QSPCMFN CZ HVFTTJOH JU JT
VTFGVM UP USZ UP QSFEJDU DIBSBDUFSJTUJDT PG UIF EJSFDUJPO КFME BOE UIFO NBUDI UIFN UP UIF QJD
UVSF
)FSF BSF TPNF IBOEZ DIBSBDUFSJTUJDT UP TUBSU XJUI Ɏ ZPV XJMM EFWFMPQ NPSF BT ZPV QSBDUJDF
" 4FU y FRVBM UP [FSP BOE MPPL BU IPX UIF EFSJWBUJWF CFIBWFT BMPOH UIF xBYJT
# %P UIF TBNF GPS UIF yBYJT CZ TFUUJOH x FRVBM UP 0
$ $POTJEFS UIF DVSWF JO UIF QMBOF EFКOFE CZ TFUUJOH y′ ! 0 Ɏ UIJT TIPVME DPSSFTQPOE UP
UIF QPJOUT JO UIF QJDUVSF XIFSF UIF TMPQF JT [FSP
% 4FUUJOH y′ FRVBM UP B DPOTUBOU PUIFS UIBO [FSP HJWFT UIF DVSWF PG QPJOUT XIFSF UIF TMPQF
JT UIBU DPOTUBOU 5IFTF BSF DBMMFE JTPDMJOFT BOE DBO CF VTFE UP DPOTUSVDU UIF EJSFDUJPO
КFME QJDUVSF CZ IBOE
 y′ ! 2xy + 2xe−x2
 y′ ! 2 sin(3x) + 1 + y
 y′ ! 2y − 2
 y′ ! − (2x + y)(2y)
&SSPS 1(CBTJDNBDSPT JNBHF3PX 6OLOPXO EJTQMBZ.PEF 159
&SSPS 1(CBTJDNBDSPT JNBHF3PX 6OLOPXO EJTQMBZ.PEF 159
 (JWFO UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO x′(t) ! x4 − 5x3 − 2x2 + 24x + 0
-JTU UIF DPOTUBOU 	PS FRVJMJCSJVN
 TPMVUJPOT UP UIJT EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO JO JODSFBTJOH PSEFS
BOE JOEJDBUF XIFUIFS PS OPU UIFTF FRVBUJPOT BSF TUBCMF TFNJTUBCMF PS VOTUBCMF 	*U IFMQT UP
TLFUDI UIF HSBQI Y'VODUJPOT XJMM QMPU GVODUJPOT BT XFMM BT QIBTF QMBOFT 

<$IPPTF ] TUBCMF ] VOTUBCMF ] TFNJTUBCMF>
<$IPPTF ] TUBCMF ] VOTUBCMF ] TFNJTUBCMF>
<$IPPTF ] TUBCMF ] VOTUBCMF ] TFNJTUBCMF>
<$IPPTF ] TUBCMF ] VOTUBCMF ] TFNJTUBCMF>
 $POTJEFS UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
dy
dt
! t − y.

$IBQUFS  %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
B 4LFUDI B TMPQF КFME PO UIF QMPU CFMPX
C 4LFUDI UIF TPMVUJPOT XIPTF JOJUJBM WBM
VFT BSF y(0) ! −4,−3, . . . , 4
D 8IBU EP ZPVS TLFUDIFT TVHHFTU JT UIF
TPMVUJPO XIPTF JOJUJBM WBMVF JT y(0) !
−1 7FSJGZ UIBU UIJT JT JOEFFE UIF TPMV
UJPO UP UIJT JOJUJBM WBMVF QSPCMFN
E #Z DPOTJEFSJOH UIF EJЙFSFOUJBM
FRVBUJPO BOE UIF HSBQIT ZPV IBWF
TLFUDIFE XIBU JT UIF SFMBUJPOTIJQ
CFUXFFO t BOE y BU B QPJOU XIFSF B
TPMVUJPO IBT B MPDBM NJOJNVN 
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 $POTJEFS UIF TJUVBUJPO GSPN QSPCMFN  PG 4FDUJPO  4VQQPTF UIBU UIF QPQVMBUJPO PG B
QBSUJDVMBS TQFDJFT JT EFTDSJCFE CZ UIF GVODUJPO P(t) XIFSF P JT FYQSFTTFE JO NJMMJPOT 4VQ
QPTF GVSUIFS UIBU UIF QPQVMBUJPOɒT SBUF PG DIBOHF JT HPWFSOFE CZ UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
dP
dt
! f (P)
XIFSF f (P) JT UIF GVODUJPO HSBQIFE CFMPX
1 2 3 4
P
dP
dt
B 4LFUDI B TMPQF КFME GPS UIJT EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO :PV EP OPU IBWF FOPVHI JOGPSNBUJPO
UP EFUFSNJOF UIF BDUVBM TMPQFT CVU ZPV TIPVME IBWF FOPVHI JOGPSNBUJPO UP EFUFSNJOF
XIFSF TMPQFT BSF QPTJUJWF OFHBUJWF [FSP MBSHF PS TNBMM BOE IFODF EFUFSNJOF UIF RVBM
JUBUJWF CFIBWJPS PG TPMVUJPOT

 2VBMJUBUJWF CFIBWJPS PG TPMVUJPOT UP %&T
C 4LFUDI TPNF TPMVUJPOT UP UIJT EJЙFSFOUJBM FRVBUJPOXIFO UIF JOJUJBM QPQVMBUJPO P(0) > 0
D *EFOUJGZ BOZ FRVJMJCSJVN TPMVUJPOT UP UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO BOE DMBTTJGZ UIFN BT TUB
CMF PS VOTUBCMF
E *G P(0) > 1 XIBU JT UIF FWFOUVBM GBUF PG UIF TQFDJFT 
F JG P(0) < 1 XIBU JT UIF FWFOUVBM GBUF PG UIF TQFDJFT 
G 3FNFNCFS UIBU XF SFGFSSFE UP UIJT NPEFM GPS QPQVMBUJPO HSPXUI BT ɔHSPXUI XJUI B
UISFTIPMEɕ &YQMBJO XIZ UIJT DIBSBDUFSJ[BUJPO NBLFT TFOTF CZ DPOTJEFSJOH TPMVUJPOT
XIPTF JOJUBM WBMVF JT DMPTF UP 
 5IF QPQVMBUJPO PG B TQFDJFT PG КTI JO B MBLF JT P(t) XIFSF P JT NFBTVSFE JO UIPVTBOET
PG КTI BOE t JT NFBTVSFE JO NPOUIT 5IF HSPXUI PG UIF QPQVMBUJPO JT EFTDSJCFE CZ UIF
EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
dP
dt
! f (P) ! P(6 − P).
B 4LFUDI B HSBQI PG f (P) ! P(6 − P) BOE VTF JU UP EFUFSNJOF UIF FRVJMJCSJVN TPMVUJPOT
BOE XIFUIFS UIFZ BSF TUBCMF PS VOTUBCMF 8SJUF B DPNQMFUF TFOUFODF UIBU EFTDSJCFT UIF
MPOHUFSN CFIBWJPS PG UIF КTI QPQVMBUJPO
C 4VQQPTF OPX UIBU UIF PXOFST PG UIF MBLF BMMPX КTIFST UP SFNPWF  КTI GSPN UIF
MBLF FWFSZ NPOUI 	SFNFNCFS UIBU P(t) JT NFBTVSFE JO UIPVTBOET PG КTI
 .PEJGZ UIF
EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO UP UBLF UIJT JOUP BDDPVOU 4LFUDI UIF OFX HSBQI PG dP/dt WFSTVT
P %FUFSNJOF UIF OFX FRVJMJCSJVN TPMVUJPOT BOE EFDJEF XIFUIFS UIFZ BSF TUBCMF PS
VOTUBCMF
D (JWFO UIF TJUVBUJPO JO QBSU 	C
 HJWF B EFTDSJQUJPO PG UIF MPOHUFSN CFIBWJPS PG UIF КTI
QPQVMBUJPO
E 4VQQPTF UIBU КTIFSNFO SFNPWF h UIPVTBOE КTI QFS NPOUI )PX JT UIF EJЙFSFOUJBM
FRVBUJPO NPEJКFE 
F 8IBU JT UIF MBSHFTU OVNCFS PG КTI UIBU DBO CF SFNPWFE QFS NPOUI XJUIPVU FMJNJOBUJOH
UIF КTI QPQVMBUJPO *G КTI BSF SFNPWFE BU UIJT NBYJNVN SBUF XIBU JT UIF FWFOUVBM
QPQVMBUJPO PG КTI 
 -FU y(t) CF UIF OVNCFS PG UIPVTBOET PGNJDF UIBU MJWF PO B GBSN BTTVNF UJNF t JTNFBTVSFE
JO ZFBSTy
B 5IF QPQVMBUJPO PG UIF NJDF HSPXT BU B ZFBSMZ SBUF UIBU JT UXFOUZ UJNFT UIF OVNCFS PG
NJDF &YQSFTT UIJT BT B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
C "U TPNF QPJOU UIF GBSNFS CSJOHT C DBUT UP UIF GBSN 5IF OVNCFS PG NJDF UIBU UIF DBUT
DBO FBU JO B ZFBS JT
M(y) ! C y2 + y
UIPVTBOE NJDF QFS ZFBS &YQMBJO IPX UIJT NPEJКFT UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO UIBU ZPV
GPVOE JO QBSU B

y5IJT QSPCMFN JT CBTFE PO BO FDPMPHJDBM BOBMZTJT QSFTFOUFE JO B SFTFBSDI QBQFS CZ $4 )PMMJOHT 5IF $PNQP
OFOUT PG 1SFEBUJPO BT 3FWFBMFE CZ B 4UVEZ PG 4NBMM .BNNBM 1SFEBUJPO PG UIF &VSPQFBO 1JOF 4BXЛZ $BOBEJBO
&OUPNPMPHZ  

$IBQUFS  %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
D 4LFUDI B HSBQI PG UIF GVODUJPO M(y) GPS B TJOHMF DBU C ! 1 BOE FYQMBJO JUT GFBUVSFT CZ
MPPLJOH GPS JOTUBODF BU UIF CFIBWJPS PG M(y) XIFO y JT TNBMM BOE XIFO y JT MBSHF
E 4VQQPTF UIBU C ! 1 'JOE UIF FRVJMJCSJVN TPMVUJPOT BOE EFUFSNJOF XIFUIFS UIFZ BSF
TUBCMF PS VOTUBCMF 6TF UIJT UP FYQMBJO UIF MPOHUFSN CFIBWJPS PG UIF NJDF QPQVMBUJPO
EFQFOEJOH PO UIF JOJUJBM QPQVMBUJPO PG UIF NJDF
F 4VQQPTF UIBU C ! 60 'JOE UIF FRVJMJCSJVN TPMVUJPOT BOE EFUFSNJOF XIFUIFS UIFZ BSF
TUBCMF PS VOTUBCMF 6TF UIJT UP FYQMBJO UIF MPOHUFSN CFIBWJPS PG UIF NJDF QPQVMBUJPO
EFQFOEJOH PO UIF JOJUJBM QPQVMBUJPO PG UIF NJDF
G 8IBU JT UIF TNBMMFTU OVNCFS PG DBUT ZPV XPVME OFFE UP LFFQ UIF NJDF QPQVMBUJPO GSPN
HSPXJOH BSCJUSBSJMZ MBSHF 

 &VMFSɒT NFUIPE
 &VMFSɒT NFUIPE
.PUJWBUJOH 2VFTUJPOT
ə 8IBU JT &VMFSɒT NFUIPE BOE IPX DBO XF VTF JU UP BQQSPYJNBUF UIF TPMVUJPO UP BO JOJUJBM
WBMVF QSPCMFN 
ə )PX BDDVSBUF JT &VMFSɒT NFUIPE 
*O 4FDUJPO  XF TBX IPX B TMPQF КFME DBO CF VTFE UP TLFUDI TPMVUJPOT UP B EJЙFSFOUJBM
FRVBUJPO *O QBSUJDVMBS UIF TMPQF КFME JT B QMPU PG B MBSHF DPMMFDUJPO PG UBOHFOU MJOFT UP B
MBSHF OVNCFS PG TPMVUJPOT PG UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO BOE XF TLFUDI B TJOHMF TPMVUJPO CZ
TJNQMZ GPMMPXJOH UIFTF UBOHFOU MJOFT 8JUI B MJUUMF NPSF UIPVHIU XF NBZ VTF UIJT TBNF JEFB
UP OVNFSJDBMMZ BQQSPYJNBUF UIF TPMVUJPOT PG B EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO
1SFWJFX "DUJWJUZ  $POTJEFS UIF JOJUJBM WBMVF QSPCMFN
dy
dt
!
1
2 (y + 1), y(0) ! 0.
B 6TF UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO UP КOE
UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP UIF
TPMVUJPO y(t) BU t ! 0 5IFO VTF UIF
HJWFO JOJUJBM WBMVF UP КOE UIF FRVB
UJPO PG UIF UBOHFOU MJOF BU t ! 0
C 4LFUDI UIF UBOHFOU MJOF PO UIF BYFT
QSPWJEFE JO 'JHVSF  PO UIF JO
UFSWBM 0 ≤ t ≤ 2 BOE VTF JU UP BQ
QSPYJNBUF y(2) UIF WBMVF PG UIF TP
MVUJPO BU t ! 2
1 2 3 4 5 6 7
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'JHVSF (SJE GPS QMPUUJOH UIF UBOHFOU
MJOF
D "TTVNJOH UIBU ZPVS BQQSPYJNBUJPO GPS y(2) JT UIF BDUVBM WBMVF PG y(2) VTF UIF
EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO UP КOE UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF UP y(t) BU t ! 2 5IFO

$IBQUFS  %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
XSJUF UIF FRVBUJPO PG UIF UBOHFOU MJOF BU t ! 2
E "EE B TLFUDI PG UIJT UBOHFOU MJOF PO UIF JOUFSWBM 2 ≤ t ≤ 4 UP ZPVS QMPU 'JHVSF 
VTF UIJT OFX UBOHFOU MJOF UP BQQSPYJNBUF y(4) UIF WBMVF PG UIF TPMVUJPO BU t ! 4
F 3FQFBU UIF TBNF TUFQ UP КOE BO BQQSPYJNBUJPO GPS y(6)
 &VMFSɒT .FUIPE
1SFWJFX "DUJWJUZ  EFNPOTUSBUFT UIF FTTFODF PG BO BMHPSJUIN LOPXO BT &VMFSɒTy .FUIPE
UIBU HFOFSBUFT B OVNFSJDBM BQQSPYJNBUJPO UP UIF TPMVUJPO PG BO JOJUJBM WBMVF QSPCMFN *O UIJT
BMHPSJUIN XF XJMM BQQSPYJNBUF UIF TPMVUJPO CZ UBLJOH IPSJ[POUBM TUFQT PG B КYFE TJ[F UIBU
XF EFOPUF CZ ∆t
#FGPSF FYQMBJOJOH UIF BMHPSJUIN JO EFUBJM
MFUɒT SFNFNCFS IPX XF DPNQVUF UIF TMPQF
PG B MJOF UIF TMPQF JT UIF SBUJP PG UIF WFSUJDBM
DIBOHF UP UIF IPSJ[POUBM DIBOHF BT TIPXO
JO 'JHVSF 
*O PUIFS XPSET m ! ∆y∆t  'SPN BOPUIFS QFS
TQFDUJWF UIF WFSUJDBM DIBOHF JT UIF QSPEVDU
PG UIF TMPQF BOE UIF IPSJ[POUBM DIBOHF PS
∆y ! m∆t .
t
y
∆t
∆y
'JHVSF  5IF SPMF PG TMPQF JO &VMFSɒT
.FUIPE
/PX TVQQPTF UIBU XF XPVME MJLF UP TPMWF UIF JOJUJBM WBMVF QSPCMFN
dy
dt
! t − y , y(0) ! 1.
8IJMF UIFSF JT BO BMHPSJUIN CZ XIJDI XF DBO КOE BO BMHFCSBJD GPSNVMB GPS UIF TPMVUJPO UP
UIJT JOJUJBM WBMVF QSPCMFN BOE XF DBO DIFDL UIBU UIJT TPMVUJPO JT y(t) ! t − 1 + 2e−t  XF BSF
JOTUFBE JOUFSFTUFE JO HFOFSBUJOH BO BQQSPYJNBUF TPMVUJPO CZ DSFBUJOH B TFRVFODF PG QPJOUT
(ti , yi) XIFSF yi ≈ y(ti) 'PS UIJT КSTU FYBNQMF XF DIPPTF ∆t ! 0.2
4JODF XF LOPX UIBU y(0) ! 1 XF XJMM UBLF UIF JOJUJBM QPJOU UP CF (t0 , y0) ! (0, 1) BOE NPWF
IPSJ[POUBMMZ CZ ∆t ! 0.2 UP UIF QPJOU (t1 , y1) 5IFSFGPSF t1 ! t0 + ∆t ! 0.2 5IF EJЙFSFOUJBM
yɔ&VMFSɕ JT QSPOPVODFE ɔ0ZMFSɕ "NPOH PUIFS UIJOHT &VMFS JT UIF NBUIFNBUJDJBO DSFEJUFE XJUI UIF GBNPVT
OVNCFS e JG ZPV JODPSSFDUMZ QSPOPVODF IJT OBNF ɔ:PVMFSɕ ZPV GBJM UP BQQSFDJBUF IJT HFOJVT BOE MFHBDZ

 &VMFSɒT NFUIPE
FRVBUJPO UFMMT VT UIBU UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF BU UIJT QPJOU JT
m !
dy
dt
----(0,1) ! 0 − 1 ! −1.
5IFSFGPSF JG XF NPWF BMPOH UIF UBOHFOU MJOF
CZ UBLJOH B IPSJ[POUBM TUFQ PG TJ[F ∆t ! 0.2
XF NVTU BMTP NPWF WFSUJDBMMZ CZ
∆y ! m∆t ! −1 · 0.2 ! −0.2.
8F UIFO IBWF UIF BQQSPYJNBUJPO y(0.2) ≈
y1 ! y0 +∆y ! 1− 0.2 ! 0.8 "U UIJT QPJOU XF
IBWF FYFDVUFE POF TUFQ PG &VMFSɒT NFUIPE BT
TFFO HSBQIJDBMMZ JO 'JHVSF 
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t
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'JHVSF 0OF TUFQ PG &VMFSɒTNFUIPE
/PX XF SFQFBU UIJT QSPDFTT BU (t1 , y1) ! (0.2, 0.8) UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO UFMMT VT UIBU UIF
TMPQF JT
m !
dy
dt
----(0.2,0.8) ! 0.2 − 0.8 ! −0.6.
*G XF NPWF GPSXBSE IPSJ[POUBMMZ CZ ∆t UP t2 !
t1 + ∆ ! 0.4 XF NVTU NPWF WFSUJDBMMZ CZ
∆y ! −0.6 · 0.2 ! −0.12.
8F DPOTFRVFOUMZ BSSJWF BU y2 ! y1+∆y ! 0.8−
0.12 ! 0.68 XIJDI HJWFT y(0.2) ≈ 0.68 /PX
XF IBWF DPNQMFUFE UIF TFDPOE TUFQ PG &VMFSɒT
NFUIPE BT TIPXO JO 'JHVSF 
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'JHVSF  5XP TUFQT PG &VMFSɒT
NFUIPE

$IBQUFS  %JЙFSFOUJBM &RVBUJPOT
*G XF DPOUJOVF JO UIJT XBZ XF NBZ HFOFSBUF UIF QPJOUT (ti , yi) TIPXO JO 'JHVSF  *O
TJUVBUJPOT XIFSF XF BSF BCMF UP КOE B GPSNVMB GPS UIF BDUVBM TPMVUJPO y(t) XF DBO HSBQI y(t)
UP DPNQBSF JU UP UIF QPJOUT HFOFSBUFE CZ &VMFSɒT NFUIPE BT TIPXO JO 'JHVSF 
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'JHVSF  5IF QPJOUT BOE QJFDFXJTF MJO
FBS BQQSPYJNBUF TPMVUJPO HFOFSBUFE CZ &V
MFSɒT NFUIPE
'JHVSF  5IF BQQSPYJNBUF TPMVUJPO
DPNQBSFE UP UIF FYBDU TPMVUJPO 	TIPXO JO
CMVF

#FDBVTF XF OFFE UP HFOFSBUF B MBSHF OVNCFS PG QPJOUT (ti , yi) JU JT DPOWFOJFOU UP PSHBOJ[F
UIF JNQMFNFOUBUJPO PG &VMFSɒT NFUIPE JO B UBCMF BT TIPXO 8F CFHJO XJUI UIF HJWFO JOJUJBM
EBUB
ti yi dy/dt ∆y
0.0000 1.0000
'SPN IFSF XF DPNQVUF UIF TMPQF PG UIF UBOHFOU MJOF m ! dy/dt VTJOH UIF GPSNVMB GPS dy/dt
GSPN UIF EJЙFSFOUJBM FRVBUJPO BOE UIFO XF КOE ∆y UIF DIBOHF JO y VTJOH UIF SVMF ∆y !
m∆t
ti yi dy/dt ∆y
0.0000 1.0000 −1.0000 −0.2000
/FYU XF JODSFBTF ti CZ ∆t BOE yi CZ ∆y UP HFU
ti yi dy/dt ∆y
0.0000 1.0000 −1.0000 −0.2000
0.2000 0.8000
BOE UIFO XF TJNQMZ DPOUJOVF UIF QSPDFTT GPS IPXFWFS NBOZ TUFQT XF EFDJEF FWFOUVBMMZ
HFOFSBUJOH B UBCMF MJLF 5BCMF 

 &VMFSɒT NFUIPE
ti yi dy/dt ∆y
0.0000 1.0000 −1.0000 −0.2000
0.2000 0.8000 −0.6000 −0.1200
0.4000 0.6800 −0.2800 −0.0560
0.6000 0.6240 −0.0240 −0.0048
0.8000 0.6192 0.1808 0.0362
1.0000 0.6554 0.3446 0.0689
1.2000 0.7243 0.4757 0.0951
5BCMF  &VMFSɒT NFUIPE GPS  TUFQT XJUI ∆t ! 0.2
"DUJWJUZ  $POTJEFS UIF JOJUJBM WBMVF QSPCMFN
dy
dt
! 2t − 1, y(0) ! 0
B 6TF &VMFSɒTNFUIPEXJUI∆t ! 0.2 UP BQQSPYJNBUF UIF TPMVUJPO BU ti ! 0.2, 0.4, 0.6, 0.8
BOE 1.0 3FDPSE ZPVS XPSL JO UIF GPMMPXJOH UBCMF BOE TLFUDI UIF QPJOUT (ti , yi) PO
UIF BYFT QSPWJEFE
ti yi dy/dt ∆y
0.0000 0.0000
0.2000
0.4000
0.6000
0.8000
1.0000
0.4 0.8 1.2
-1.0
-0.6
-0.2
0.2
t
y
5BCMF  5BCMF GPS SFDPSEJOH SFTVMUT
PG &VMFSɒT NFUIPE
'JHVSF  (SJE GPS QMPUUJOH QPJOUT
HFOFSBUFE CZ &VMFSɒT NFUIPE
C 'JOE UIF FYBDU TPMVUJPO UP UIF PSJHJOBM JOJUJBM WBMVF QSPCMFN BOE VTF UIJT GVODUJPO
UP КOE UIF FSSPS JO ZPVS BQQSPYJNBUJPO BU FBDI POF PG UIF QPJOUT ti 
D &YQMBJO XIZ UIF WBMVF y5 HFOFSBUFE CZ &VMFSɒT NFUIPE GPS UIJT JOJUJBM WBMVF QSPC
MFNQSPEVDFT UIF TBNF WBMVF BT B MFGU 3JFNBOO TVN GPS UIF EFКOJUF JOUFHSBM
∫ 1
0 (2t−
1) dt

